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I. 

Zur  Aufstellung  arithmeüsoher  IdetvtitäteiL 

Von 
G.  ViVANTI. 


1  •  Die  Entwickelnng  einer  von  o;  =  —  1  bis  a?  =  1  gegebenen  Function 
in  eine  nach  Kugelfnnctionen  fortschreitende  Reihe  ist,  wenn  möglich,  voll- 
koinmeü  bestimmt.*  Wenn  also  für  die  EntwickelungscoefBcienten  mehrere 
Terschiedene  Ausdrücke  vorliegen ,  so  kann  man  behaupten ,  dass  diese  Aus- 
drfleke  sämmtlich  unter  einander  identisch  gleich  sind.  Man  gelangt  auf 
diese  Weise  zu  zahlreichen  arithmetischen  Identitäten ,  von  denen  wir  hier 
nur  einige  als  Beispiel  aufstellen  wollen. 

2«  Es  mögen  einige  auf  Kugelfunctionen  bezügliche,  im  Folgenden  zu 
benutzende  Formeln  vorausgeschickt  werden. 

a)  Wird  eine  von  x  =  —  1  bis  x=^l  gegebene  Function  f{x)  nach 
Kugelfunctionen  entwickelt: 

f{x)  =  Oo  X^ö)  +  a^  xo  +  a,  ZW  +  . .  M 
50  ist:**  - 


1)  a„  = '^^^y?(x)  X("Ma;. 


-1 

b)   Setzt  man  x  =  (osS,  X^''>  =  P<"^(co5  6),  so  hat  man  die  Entwicke- 


lungen:***  1.3.5 ...  (2n-l) 

Pi^KcosS)^     2.4.6, :.2n 


l        ^  ^•♦»  /     ON^  1.3.n(n-l)  ,      ..^         1 


2) 


',  "^    ^      4      2.4.6...2n 
P'">  cosS  = 


n  3.5.7... (2n  +  l) 
(   .    /      i.r^     l.(n+l)    .   ,  .   o^^      1.3.(n  +  l)(n+2)    ,  ,      ..^       | 


4»  +  ^  <1  1  (i) 


n    ^  2n  +  2t  +  l  /2n+2i 


\    n  +  i  ) 


;yT-5in(n  +  2i  +  l)8. 


*  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunctionen,  2.  Aufl.,  Bd.  I  S.  70. 
*♦  Ebenda  S.  67. 
**•  Ebenda  S.  17,  19. 

ZeiUehrilt  /  MMthematik  a.  PA/ijk  XXXVI,  1.  ^ 


2  Zur  Aufstellung  arithmetischer  Identitäten. 

...» .^.  - 

c)  Es  gelten  ferner  die  FormÄUi:* 


'    •  •  • 


.    •:••  •=•  i   n-i  j 


•:,  ^^  **^     -2n  +  l  ^2«  +  l 


6) 


(d.  i.: 

»=0  «=u 

/iTC^  +  O        /2Y<'»-0 


Ans  7)  folgt  durch  Integration: 

X 

«/  Äfi  + 1 

0 

die  Constante  ist  =0  für  gerades  n.  —  Die  Formel  gilt  auch  für  ft  =  <>, 
wenn  man  die  mit  negativem  Index  behafteten  X  als  identisch  Null  ansieht. 

3,  Wir  ergreifen  diese  Gelegenheit,  um  zwei,  wie  wir  glauben,  neue 
Formeln  ohne  Beweis  mitzutheilen ,  welche  an  sich  wichtig  sind  und  auch 
zur  Auffindung  weiterer  Identitäten  dienen  können.  Sie  ergeben  die  Ent- 
wickelung  nach  Eugelfunctionen  der  Producte  aj""X'">,  X^"*^X^">. 

Setzen  wir: 

n  +  i        _  ti  +  *       __  _ 

2T+  2i  -  1  ""^'••'»  2n  +  2i+l  ^  ^"''*     P».«^»,»  -  ^".M 
so  ist: 


E 


r-p) 


9)  a:"»X<")=   V     [tn.n,  A]X"» +  -"">, 

_      ,  _  .  tu 
wo  für  A  <^  ^ : 


Ebenda,  S.  72,  91,  93. 


Von  G.  VivANTi. 

[m,  n,  A]  ==!?„,,„_ 21  Pii,m -22-1  ...  Pn,2Pn,\ 

=  Pii,m  — 21Pm,  m  — 21  — ll>n,2Pn»l 

'^1^   /  wi  — 1--I  iw—214-1  \ 

für  A>  J: 

[m,  n,  A]  =  ^m- 21  +  1  ä'm  — 21  +  2  ...  Q^IQq 

X  ^  (♦•».i<'>^   (rn,,(?)...     ^       r„,,(«.-i))  ...  j 

,(0  =  1 -1\         i(2)_2-l  i(«-*)  =  m-21  / 

=  (Zm-2l+l  5m-2l  +  2  3-l?ü 

in--l       /  m  — l-  1  t  \ 

X    //    (♦•«,«^^>  ^      (♦•ii,i(2)...      ^        r»,<(«-i))  ...  ). 

Die  Coefficienten  [tn,  n,  k]  genügen  der  recurrirenden  Gleichung: 
[m  +  1,  n,  A]  =  [m,  n,  A]p„,m-2i+i  +  [m,  n,  A  — 1]  ^„,„,.21+2. 
Die  zweite  Formel  ist: 

10)  X("»)X<")==  yj  {m,  n,  A|X<'"  +  "-2i)^ 


wo:  o   \    o       "»-21+1  1—1 

Es  ist  natürlich:  .  ,1       «  .i 

{m,  n,  A|  =  In,  m,  A|. 

Die  Anwendung  von  1)  auf  9),  10)  ergiebt: 

1 
/a-^XNXCn+^-^i-D^^^O^ 

1  ~i 

1 

1  -^ 

/zC»)X<»>X('"+"-2i)^^  =  ^_^^  1^   n,  Aj. 


—  1 


4.  Wir  entwickeln  zunächst  die  Function     .  nach  Kugelfunctionen. 

Pa   die  EntwjckeJnDg  nur  gerade  Functionen  entiaaXUn  A«rt^  ^o  ^*\x^  W20^\ 


Zur  Aufstellung  ariibmetiscber  Identitäten. 


wo: 

1  n 

4w  +  l   /V^.o   I     ^«         4w  +  l   /*,  I,   w      ^v  ,^ 
a-im  =  — ^  /  X'^'"»-— =  =  — ^ —  /  /'(««J (CÖS0)  d e. 

-1  0 

Nun  ist  wegen  2): 

n 

n 


f 

0 

ferner:  « 


.> 


jcos{2m-2i)^dS^  I     für 
folglich :  n 

5.    Zweitens  berechnen  wir  die  Entwickelung  von  arcsinx^  welche  die 
Form  hat:  on 

13)  arcsinx=^  6i„,  +  iX<'"'  +  '>. 

Die  Coefficienten  b2m-\-\  kOnnen  auf  mehrere  Weisen  bestimmt  werden. 
a)  Integriren  wir  11)^  mit  Benutzung  von  8),  so  ergiebt  sich: 

also  * 
.    ■      _     atm         g»„4a  _  »1/1.3.5...  (2>»-l)\Y       /2«H  +  iy\ 

2?"'+'r4»»  +  l      4»»  +  5"':JV      2.4.6... 2m      /V        \2m  +  2/ /' 
tJ"i.  /^      .  ,,^/1.3.5...(2m-1)V  4«H  +  3        (2my 

ft/Es  ist  wegen^l),  2): 

1     "  n 


-  1  0 


''^*si(^z-^'::%')fii-^)  -(2-  ^^  *•>«  '^«  ^«. 


•  Die  Entwickelungen  11),  13),  16),  17)  und  18)  finden  sich  ohne  Beweis  in 
Heine,  Bd.  I  S.  85. 

**  Bie  BeJhenintegraüon  und  -differentiation  sind  in  den  von  uns  behandelten 
^A//ä9n  immer  erlaubt. 


Von  G.  VivANTi. 


'«.  ^-\  .*-^.#— ,j»- , 


oder   auch,  [wenn   man   die  syrametrischen  Glieder  (welche  einander  gleich 
sind)  zu  je  zwei  vereinigt: 


n 


Dl 


/(- 


0 
Nun  ist  für  \2p  +  }\>l: 

/'     ,«     .  tN^   .   ^^^.       1  /cos2pS     cos{2p+2)Sk 


ferner : 


folglich : 


=  S 


2  p  2p  + 

JBcos{2p+l)SsinedS 

_  ^  /sin2p  e  _  sin(2p  +  2)&\ 
2\  {2p)'  {2p  +  2y    )' 


fcos(±^)  sinede  =  ''-^  cos2  6, 

/•  G  1 

f  e cos{±S) sinS dS  =  —  j C082S  +  -g sin2 e, 

I cos(2p  +  l)  e 8inS dS  =  0, 


und 


e  cos(2p  +  l)&  sinS  dS  = 


n 


4p(p  +  l) 

n 
""4 


fttr 


|2l>+l|>l, 
|2/>  +  l|  =  l 


hlm-^X 


__4m+^  lVlY4m-2i  +  2\/2i\ n 

—      47m+i  \j^\2m-'i+\  )\  i)  A{m  —  i)(fn-i 


+  1) 


/2»»  +  2\/2m\  n 
"l  w  +  1 


)(»)f( 


Vergleichen  wir  die  beiden  Ausdrücke  von  hm+i,  so  ergiebt  sich: 

4m +  3       {2my        4m  +  3 /2«H-2\/2w>\ 
2*^+3  (m  +  iy  \  »»  /  "  ~  4»'"+-  \m  +  l/V»»/ 

(4«H  +  3)^'^/4»»-2i  +  2\/2*\  1        

4v»+J     j^  \2m-i+l  J\i  J{m-i){m-i+iy 

woraus  folgt: 

,.    2m(2m  +  3)(2m\*_/^    _        1  /'4f»-2»  +  2\ /2i\ 


6  Zur  Aufstellang  arithmetiecher  IdentiUiten. 

c)  Wir  benutzen  3)  statt  2).     Es  ist: 

j B sin2pe  sinS dH  =z  B  ^(ß)  —  j ^{S)dS 

Bf$in{2p'-'\)S     s%n{2p  +  \)S\      licos{2p-\)e     cos{2p  +  \)S\ 
~2V~   2p- 1     '  2p  +  l    ~)^2\    ißp-iy  (2p  +  ir  '/ 

folglich : 


n 


(  sm2pSsinBdS=^0, 


(4n»  +  3U2'"+3 

&2m  +  l  =  


71 


(1) 


^ m  +  %  +  \ \  i  ) 

^jLj  (4m  +  2t  +  3}^2m  +  2i+l)'(2m  +  2i  +  3)V4w+2;  +  2"/ 
. \2m  +  i+l  ) 


und  durch  Vergleichung  mit  14): 
II)  ^—C^mX« 

(  .  ) 


.2i 
_'Sn  m  +  t  +  1 


<.^(4«n  +  2i  +  3)(2m+2t  +  l)«(2f»  +  2t  +  3)''   /4m  +  2t  +  2\ 

\2m  +  i  +  l) 

Bezeichnen  wir  das  allgemeine  Glied  dieser  Reibe  durch  A,-,  so  ist: 

Xj^i ^ (t+m-f2)'(2i-f4w4-3)(2i-f2ni+l)»(2i+2w-t-3)^2.(2i-hl)  i+2m 4  2) 
A,   ~(i+m+l)(2i+4m+5)(2i+2m+3)*(2t+2w+5^*(i+l)2.(2t+4w+3) 
_ (t+m+2)(2i+2ni-hl)»(2i-fl)(t+2m-f2)^8is-f  (40w-f44)iH... 
■"(i+m+l)i2i+4»»+5)(2i+2m+5)«(i+l)""8is  +  (40w+76}iH...' 

woraus  nach  dem  Raab  ersehen  Kriterium*  die  Convergenz  der  Reihe  folgt. 

5«    Man  gelangt   zu  einer  andern  Identität,   wenn  man  die  Gleichung 
13)  differentiirt.     Man  erhält  so  wegen  6  a) : 


1  —  ^  ms-0  <=ü 


y 

oder  durch  Umkehrung  der  Folge  der  Summationen: 


'Stolz,  Vorletangen  dber  allgemeine  Arithmetik,  Bd.lS.Wa. 


Von  6.  ViVANTi. 


^  ■^^  \.      ^^    k'      -^-N 


Vergleichen  wir  mit  11),  80  ergiebt  sich: 


>5 


t  =  in  VI/ 


mrrU 

woraus  mit  Berflcksichtigong  von  12),  14): 
{4m+i)jtf2my_ 

d.  i. : 

1      /2»n\*_^     4»+3    /2i\» 
"A^  4i»_i  V  m  /  -Zj  16'(»  +  1)A  •  /  ■ 

Man   kann   diese  Identität  auf  eine  andere  Form  bringen.     Subtrahirt  man 
beiderseits  das  erste  Glied  der  Reihe,  so  wird  die  linke  Seite: 

1    /2«hY[.      4m+3|  ^    I      C2m  +  iy(2m\*        1    /2m  +  l\» 
~16-\»»/   l        (in  +  l)*J~16'"    (w  +  1)«  \»»/  "le-'V     «»     /' 
und  man  hat: 

TTT   ^  1    /2W  +  1V       <1      4»  +  3     (2i\* 

lilo) 


/2»n  +  lY_  "Cl      4«  +  3     (2i\' 


16-"  \     w     /     ._^,16'{i  +  \y 

Ist,  wie  früher,  A«  das  allgemeine  Glied  der  Reihe,  so  findet  man*. 

A,•+,^(4i+7)(t  +  i)^4.(2i  +  l)»^(4i  +  7)(2t+n^^  16i»  +  44i^  +  ... 
ki    ""    i6(4i  +  ;-5)ii  +  2)«U  +  l)'  ""4(4i  +  3)(»  +  2)^      lei^  +  Töi«-!---- 

so  dass  die  Reihe  convergirt. 


6.    Eine  dritte  zu  entwickelnde  Function  ist  j/\  —  x^.     Setzen  wir: 


vr^^^2 


15)  y\-x'  =  ^ei„.X<'""\ 

1  =  0 

wo: 

1  n 

4m  + 


C2m  = 


-  A-C»«") /l -- x«  drr  =  i^!^ //»'2^ 


2 

-1  0 


Nun  ist  für  |p|  >1: 

lcos2pesin^SdS=:{  .^fr'\,sin^e--i-—\ — -cos^s]  sin2pS 
J  I4i>(jp*-1)  4/>(A>*-l)  j 


femer: 


+  ^ — 5 — r-,  sin  ScosB  cos2p  ö, 

J(/>*  — 1) 


jsin^SdB^  ^(G-sinScosS), 
folglich  : 


8 


Zar  Aufstellnng  arithmetischer  IdentitSten. 


^■S^  V^    Si«-     „"-,-    «r- 


I  eo82p 


Ssin*ede  = 


>1 
=  1. 


0 

n 
~T  für   \p 


Setzen  wir  also  statt  P^^"*^  (cosS)  den  Ausdruck  2),  so  ergiebt  sich: 

4m  +  l  f     ^/2m  +  2\  /2m-2\  ti      /2mY  «  \ 


d.  i.: 


C2m  =  — 


TT 


(4m  +  l)7r 


/2mV 


16).        =--(4.  +  l)2^_^ 


4*"'  +  >(m  +  l)(2m-l) 
2m -  1  /'    1.3.5...  (2m-3)     V 
2V2.4.6...(2m-2).2«/" 


(2m-2) 
Diese  Formel  g^lt  aach  für  m  =  0,  denn  es  ist: 


^«^^/^ 


8in^ede  = 


n 


Benutzen  wir  di^egen  die  Gleichung  3)  und  berücksichtigen,  dass: 

2sinecose8ini2p  +  l)e 


j 


sin{2p  +  \)SsinedS  = 


(2p-])(2p  +  S) 

,1 4p'  +  4p-l •  »«  ■  _    1 ^a\ 

^\     (2p-l)(2p  +  l)(2p  +  3)*^  ''■*"(2p-l)(2p  +  l)(2>  +  3)'^**l 


also: 


J8in(2p  +  l)B8in*ed9  =  -  .^    _ 


(2p-l)(2p  +  l)(2p  +  3) 


so  erhalten  wir: 


«J«n^  — 


4m +1  4*-+« 


2 


, « 4 2:)_ 

j^(4fn  +  2»+l)(2m  +  2t-l)(2m  +  2i+l)(2m  +  2t  +  3)/'4m  +  2«\ 


nnd  diurch  Vergleichnng  mit  16): 


V2m  + 


IV) 


7t' 


(2my 

-1)V  w  / 


iv) 


2«"+4(m+l)(2m-l) 

=<^ ^ w_ 

{^(4m  +  2i  +  l)l2m  +  2t-l)(2m  +  2t  +  l)(2m  +  2i  +  3)74m  +  2i\' 

V^m  +  tj 
ist  Xi  das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe,  so  findet  man: 

'ia  Reibe  convergirt 


Von  6.  VivANTi.  { 

7.   Differentiiren  wir  die  Gleichung  15),   so  erbalten  wir  wegen  6  a) 

und  durch  Umkehrung  der  Folge  der  Summationen: 

-^  =  -^-(4«  +  3)Z«"+»5*^'- 
Vi—sr         „,=0  ir^TTfi 

Andererseits  hat  man  wegen  11),  5): 

OD  10 


m  =  0 

Es  folgt  hieraus: 
2w  +  l 


1  .  2(m  +  l)  ..     _^^.  ^ 


4tn  + 

Die  linke  Seite  kann  folgendermassen  umgeformt  werden: 
2m4-l  .  2fw  +  l)  _2m  +  \/2my     ,  2(m  +  l) /2w  +  2V 

^      /^^*»Vlö/9     _i_n_i_       .ix4(2tM-l)M 

_      7t      /2  wX«  (2m  +  l)(4w  +_3) 

-42II.+I  V  m/  m+\    '       ' 

die  rechte  Seite  ist: 

(4in  +  3)7t  ^  4i  +  l  (2iy 

Man  erh&lt  also  die  Identitftt: 

2m+l     (2mY_  ^     4i  +  l /2»Y 

'  16"(m+l)  \«/     .-^j  16'(«  +  i)(2»-l)\»y  ■ 

Die  Keihe  anf  der  rechten  Seite  couvergirt,  denn  es  ist: 

8.    Ordnet  man  die  rechte  Seite  von  4)  nach  aufsteigenden  Indices ,  so 
erhält  man: 


m 


/  2m  \ 


*'^  *        ^2m  +  2n  +  l        /2»  +  2«\  ' 

/2m  +  l\ 

1»)       «     +   -jZ2m  +  2n  +  3'^         /2m  +  2«  +  2\'^ 

\  m  +  n-VV    I 


10         Zur  Aufstellung  arithmetischer  Identitäten.     Von  G.  Vivanti. 
Wir  schreiben  diese  Formeln  abgekürzt  so: 

n=0  n=0 

Durch  Differentiation   der   letzten   Formel    und   Vergleichung  mit  der 
ersten  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  von  6  a): 

m  m  n 


11  =  0  n=:0  i=U 

tn  m 


=^Un  +  l)X(^''>^u„.,. 


n=0  t=R 

und  hieraus: 

m  m—n 

(2w+l)^^,„  =  (4n  +  l)^  Wm,f==(4w+l)^u«,„+f, 

d.  i.: 

(2m  +  l)(4n  +  l) 


221 


nt  —  n 


2m  +  2n  +  l  /2m  +  l\ 

\in  —  n  —  i) 


V     m  +  n  +  i  +  l     ) 

Multiplicirt  man  den  Zähler  und  Nenner  der  linken  Seite  raitl2(m  +  w+ 1)^ 
so  nimmt  dieselbe  die  Form:  ,o      .ix 

22»  +  «  (4n4-l)'-  -  ^-"^  ^ 

l    w+n+1    y 

an,  und  mau  hat  (mit  der  einzigen  Beschränkung  m^w): 

/2w  +  l\  ^_^  /  2m+l   \ 

Vn        \w~n/       _Vl4,-      4w  +  4t  +  3 Km-n  —  ij 

^  /2w  +  2«  +  2v     ^      2w  +  2«  +  2t  +  3/2m  +  2t»  +  2t  +  2\ 

V  w+«+i  ;    •-"  V  m+n+i+i   ; 

oder,  wenn  man  ni  +  n  +  l  =  ju,  m— w=i'  setzt : 

VI«)  V   ^   ;^yy,,2.u  +  2v  +  4i  +  i   Vv~t/ 

(^^)       .^  2^u  +  2/+l       /2fi  +  2i\' 

Mautua,  den  8.  Juli  1890. 


II. 

Ueber  die  Gestaltung  der  Koppelcurven  für  besondere 

Fälle  des  Kurbelgetriebes. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  BrauDsohweig. 


Hierzu  Taf.  L 


1«  In  Fig.  1  wird  durch  das  Viereck  OÖBA  ein  Kurbelgetriebe  mit 
dem  festen  Gliede  00'  dargestellt,  C  bezeichnet  einen  beliebigen  Punkt  der 
mit  der  Koppel  AB  verbundenen  bewegten  Ebene.  Derselbe  beschreibt  be- 
kanntlich eine  tricirculare  Curve  sechster  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten 
auf  demjenigen  Kreise  i,  der  durch  0,  0*  geht  und  dessen  über  00'  stehen- 
der Peripheriewinkel  gleich  dem  Dreieckswinkel  ACB  ist 

Ertheilen  wir  dem  Punkte  C  alle  möglichen  Lagen  innerhalb  der  be- 
wegten Ebene,  so  hängt  die  Gestaltung  der  zugehörigen  Koppelcurve  von 
der  jeweiligen  Beschaffenheit  ihrer  drei  Doppelpunkte  ab:  Einer  derselben 
ist  immer  reell,  die  beiden  anderen  sind  reell  und  verschieden,  oder  ver- 
einigt, oder  conjugirt  imaginär;  dabei  kann  jeder  reelle  Doppelpunkt  ent- 
weder als  Knotenpunkt,  oder  als  Spitze,  oder  als  isolirter  Punkt  auftreten. 
Nun  ergiebt  sich  als  Ort  aller  Systempunkte ,  welche  Koppelcurven  mit  zwei 
zusammenfallenden  Doppelpunkten  erzeugen,  eine  vierfach  circulare  Curve 
zehnter  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  A  und  B^  dieUebergangscurvet(; 
der  bewegten  Ebene.*  während  alle  Sjstempunkte ,  deren  Koppelcurven  eine 
Spitze  enthalten,  die  Pol  curve  p  erfüllen  —  eine  bicirculare  Curve  achter 
Ordnung  mit  vierfachen  Punkten  in  A  und  B,  Ueberschreitet  der  System- 
punkt C  in  der  bewegten  Ebene  die  Curve  w^  so  gehen  in  der  zugehörigen 
Koppelcurve  zwei  reelle  Doppelpunkte  in  zwei  conjugirt  imaginäre  über, 
oder  umgekehrt,  während  dem  Durchgange  durch  p  die  Verwandlung  eines 
isolirten  Punktes  in  einen  Knotenpunkt  entspricht;  sind  also  die  Curven  w 
und  p  in  der  bewegten  Ebene  verzeichnet,  so  ist  auch  die  Frage  nach  der 
Gestaltung  aller  Koppelcurven,  die  in  dem  betrachteten  Kurbelgetriebe  er- 
zeugt werden  können,  vollkommen  entschieden. 


*  Ueber  die  Doppelpunkte  der  Koppelcurve,  diese  Zeitschrift  1889,  S.  803  und 
Ä  372. 


12      Ueb.  d.  Gestaltung  d.  Kof)pelcurveD  f.  bes.  Fälle  d.  Kurbelgetriebes. 

Die  CoDstruction  der  Uebergangscurve  ist  für  ein  allgemeines  Kurbel- 
getriebe überaus  mühsam;  diese  Curve  kann  aber  sehr  einfache  Formen  an- 
nehmen, sobald  wir  über  die  Beschafifenheit  des  Kurbelgetriebes  besondere 
Voraussetzungen  machen.  Solche  Sonderfälle  treten  ein,  wenn  von  den 
Gliedern  des  Gelenkvierecks  OffBA  einige  oder  alle  unendlich  gross  werden. 

2.  Wir  setzen  00'=y,  OA  =  r,  O'B^s,  AB^c,  BC=a,  AC=^b, 
L  A  CB  =  C  Lassen  wir  nun  in  Fig.  2  y  und  8  unendlich  gross  werden, 
aber  so,  dass  / -— 5  =  ft  =  0 If  wird,  so  fllllt  0'  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Geraden  OM  zusammen,  der  Punkt  B  bewegt  sich  auf  der 
Geraden  b,  die  in  Jtf  auf  OM  senkrecht  steht,  und  das  Kurbelgetriebe  der 
Fig.  1  verwandelt  sich  in  ein  excentrisches  Schubkurbelgetriebe 
(geschränkte  Schubkurbel  nach  Beuleaux).  Dann  degenerirt  die 
Bahncurve  des  beliebigen  Sjstempunkt^  C  in  eine  einfach  circulare  Curve 
vierter  Ordnung,*  mit  0  als  Doppel brennpunkt,  mit  zwei  zu  b  parallelen 
Doppeltangenten  im  Abstände  +a  von  b  und  mit  zwei  Doppelpunkten  auf 
der  durch  0  gehenden  Geraden  i,  welche  mit  OM  den  Winkel  iOM=C 
einschliesst.** 

Befindet  sich  in  Fig.  2  der  Punkt  C  in  einem  Doppelpunkte  seiner 
Bahncurve,  und  ziehen  wir  Cü\\OM^  so  ist  LOCU=^C  und  folglich 
LOCA  =  L  ÜCB.     Für  OC==q  ergiebt  sich 

eosOCA==^^+^^^    cosUCB^I^+^. 

mithin 

h^  +  if*  —  r*  _  fL  +  Q cosC 

2h^        ~  ä        ' 

oder  ^ 

(o  -  '2bco8C)  Q^ '-2btig  +  0(6« -  r»)  =  0. 

Da  endlich  2a6co5(7=o*  + d*  — c*,   so   erhalten  wir   zur  Bestimmung  der 
beiden  Doppelpunkte  in  der  Bahncurve  des  Punktes  C  die  Gleichung 

1)  (6«  -  c«)  Q*  +  2abtiQ-  a«  (6*  -  r^)  =  0. 
Die  Discriminante  derselben  verschwindet  für 

2)  6V*  +  il>'  -  r*)  (6*  -  c«)  =  0, 
d.  h.  für 


3)  6«  =  i  {  r«  +  c«  -  f|2  ±  ^(H  +  c'-ti^)  -  4rV  t, 

und  dann  fallen  die  beiden  Doppelpunkte  zusammen,  d.  h.  der  Punkt  C 
liegt  auf  der  Uebergangscurve  to.  Die  Uebergangscurve  besteht 
also  beim  Schubkurbelgetriebe  aus  zwei  Kreisen  mit  dem 
Mittelpunkte  A. 

Gleichung  3)    liefert    reelle    und   verschiedene  Werthe   von   h^    sobald 
c>r  +  fi  oder  c<t—  |i4  ist.     Im  ersten  Falle  macht  das  Glied  eine  volle 


*  Burmester,  Kinematik  I,  S.  327. 

'  Die   beiden  DoppelpuDkte    und    die   vier    Berührungspunkte    der   Doppel- 
ffe^en  auf  einem  Kegelschnitte. 


Von  Prof.  Dr.  U.  Müllkr.  13 

Umdrehung  um  0,  während  der  Punkt  B  auf  b  eine  Strecke  oder  die  in 
Bezug  auf  M  symmetrische  Strecke  hin-  und  hergehend  durchschreitet 
(rotirendes  Schubkurbelgetriebe),  im  zweiten  vermag  .zl  nur  einen  Bogen 
des  Kreises  um  0  und  den  in  Bezug  auf  OM  symmetrischen  Bogen  zu 
durchlaufen  (schwingendes  Schubkurbelgetriebe) ;  in  beiden  Fällen 
also  besteht  die  Koppelcurve  aus  zwei  getrennten  Ovalen.  Ist  ferner 
r  +  fi>c>r  — /LI,  so  sind  die  beiden  Werthe  von  h  imaginär.  In  diesem 
Falle  schwingt  das  Glied  OA  zwischen  zwei  Grenzlagen  hin  und  her,  während 
die  Koppel  alle  möglichen  Lagen  annimmt,  und  wir  erhalten  diejenige  Form 
des  schwingenden  Schubkurbelgetriebes,  bei  welcher  alle  System  punkte 
eintheilige  Koppelcurven  erzeugen.  Ist  endlich  c  =  r  +  ft,  so  fallen  die 
beiden  Werthe  von  h  zusammen.  Dann  durchschreiten  Ä  und  B  gleich- 
zeitig die  Gerade  OM,  und  in  dieser  Durchschlagslage  ergiebt  sich  für  jede 
Koppelcurve  ein  dritter  Doppelpunkt,  der  nicht  auf  der  Geraden  i  liegt 
(durchschlagendes  Schubkurbelgetriebe).  Die  beiden  Uebergangs- 
kreise  sind  demnach  immer  reell,  wenn  das  Kurbelgetriebe 
zweitheilige  Koppelcurven  erzeugt;  sie  fallen  zusammen  beim 
durchschlagenden  Schubkurbelgetriebe,  und  sind  imaginär 
bei  demjenigen  schwingenden  Schubkurbelgetriebe,  welches 
eintheilige  Koppelcurven  beschreibt.  Sind  die  Uebergangskreise 
reell,  so  entsprechen  allen  Systempunkten  innerhalb  der  von  diesen  Kreisen 
begrenzten  ringförmigen  Fläche  Koppelcuiven  mit  imaginären  Doppelpunkten, 
allen  Systempunkten  in  der  Fläche  des  kleineren  und  in  der  Ergänzungs- 
fläche des  grösseren  üebergangskreises  solche  mit  reellen  Doppelpunkten; 
sind  die  Uebergangskreise  imaginär,  so  werden  überhaupt  nur  Koppelcurven 
mit  reellen  Doppelpunkten  erzeugt. 

3*  Das  soeben  erhaltene  Resultat  ergiebt  sich  auch,  wenn  wir  in  der 
Gleichung  der  üebergangscurve  für  ein  allgemeines  Kurbelgetriebe  y  =  5  =  oo, 
y  —  s  =  fi  setzen.     Dann  geht  dieselbe  über  in 

d.  h.  die  Üebergangscurve  zehnter  Ordnung  zerfällt  in  die  beiden  Geraden, 
die  vom  Punkte  Ä  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehen ,  in  den  doppelt 
zählenden  Kreis  hs=c  und  in  die  beiden  vorher  erhaltenen  Kreise,  die  wir 
als  Uebergangskreise  bezeichnet  haben. 

Für  h  =  c  folgt  aus  Gleichung  1)  einmal  9  =  00.  Nun  besteht  die 
vollständige  Koppelcurve  sechster  Ordnung  im  Falle  des  Schubkurbelgetriebes 
aus  der  doppelt  zählenden  unendlich  fernen  Geraden  und  aus  der  bisher  be- 
trachteten Curve  vierter  Ordnung;  liegt  also  der  Systempunkt  C  auf  dem 
Kreise  6  =  c,  so  ftlllt  von  den  beiden  Doppelpunkten  dieser  Curve  vierter 
Ordnung  der  eine  auf  die  unendlich  ferne  Gerade,  welche  unendlich  viele 
Doppelpunkte  der  vollständigen  Koppelcurve  enthält ,  und  insofern  kann  der 
Kreis  b  =  c  auch  als  ein  Bestondtbeil  der  Uebergang^CMi^e  %e\\ATi. 
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4.  Sind  r,  c,  jti  fest  gegeben,  so  liefert  Gleichung  1)  für  —  zweiWerthe, 

die  nur  von  b  abhängen.  Beschreiben  wir  also  in  der  bewegten  Ebene 
(Fig.  3  a)  um  A  mit  beliebigem  Radius  b  den  Kreis  kj  so  wird  jedem  Punkte 
C  von  k  in  der  festen  Ebene  (Fig.  3  b)  ein  Paar  von  Doppelpunkten  (7,,  C^ 

in  der  Weise  entsprechen ,   dass  für  alle  diese  C| ,  C^  der  Quotient  —  zwei 

constante  Werthe  j9, ,  ß^  besitzt.  Wir  construiren  nun  zu  den  Schnittpunkten 
Sy  T  von  k  mit  ^^  in  Fig.  3  b  auf  OM  die  zugeordneten  Doppelpunkte 
S^,  S2,  T, ,  Tj.  Sind  dann  K^^  K^  bezüglich  die  Mittelpunkte  von  S^T^^ 
^$2^2)  so  ergiebt  sich 

nndd&OCt  =  ßi.BC,6oiatAKtOCt(^AACB,  folglich  C, IT,  =  /S,.B^ =/?,<-, 
und  annlog  C^K^^  ß^c.  Für  alle  Systempunkte  C  auf  dem  Kreise  k  sind 
also  CiKf  und  C^K^  constant,  d.  h.  die  zugehörigen  Doppelpunkte  C,,  Cg 
erfüllen  zwei  Kreise  A;,,  h^  um  IT,,  £,.* 

Schneiden  k^,  k^  die  Gerade  b  bezüglich  in  3)j,  Sä,,  so  ist 

Jf SB,«  =  K^^^*-K,M*  =  ß^H'' -  (ft  6  +  ,*)* 
Nun  ist  nach  Gleichung  1)  =-Kh^-^)ß.*  +  2l>,ß,  +  ,^l 

.^,.^  (6«-c«)ft«  +  26^ft  =  6«-r«, 

also  ergiebt  sich  J|fSB,»  =  r»-6«-^», 

und  derselbe  Ausdruck  folgt  für  M^^^^  d.  h.  der  Kreis  k^  geht  durch  iB|. 
Allen  Sjstempunkten,  die  von  ^  gleichen  Abstand  haben, 
entsprechen  also  Paare  von  Doppelpunkten  auf  zwei  Kreisen, 
die  sich  auf  der  Geraden  h  schneiden. 

Somit  ergiebt  sich  zu  den  Kreisen  h^=const.  der  bewegten  Ebene  ein 
System  von  Kreisen  Ä, ,  k^  in  der  festen  Ebene.  Wir  erwähnen  noch ,  dass 
durch  jeden  Punkt  der  festen  Ebene  drei  solcher  Kreise  gehen.  Es  besteht 
daher  zwischen  den  Sjstempunkten  C  und  den  Doppelpunkten  C^j  C^  eine 
zwei  -  dreideutige  Verwandtschaft. 

6.  Ziehen  wir  in  Fig.  4  BPJ_  h  bis  zum  Schnittpunkte  P  mit  OA. 
so  ist  P  der  Pol  für  die  Koppellage  AB,  Betrachten  wir  nun  AB  als 
fest  und  den  rechten  Winkel  OMh  als  beweglich,  so  dass  der  Schenkel  b 
beständig  durch  B  geht  und  der  Punkt  0  einen  Kreis  um  A  beschreibt ,  so 
liefert  die  Wiederholung  der  vorigen  Construction  die  Polcurve  p  in  der 
Ebene  der  Koppel  AB.     Dann  ist  für  BP  =  a  und  AP=b 

COSP^  ^r-^ =—— — , 

also  ergiebt  sich  ^«*^  ^^^ 

4)  (a«  +  6*  -  c«)(6  +  r)  -  2ab{a  -  fi)  =0. 


•  In  Fig.  3a  ist  C  symmetrisch  zu  C  in  Bezug  auf  ABi,    C\  C"  sind  die 
Mweiten  Schnittpunkte  Fon  BC  und  BC  mit  k.     Zu  allen  vier  Sjstempunkten 
'  in  Fig.  8b  die  zugehörigen  Doppelpunkte  angegeben. 
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Bringen  wir  aber  das  Glied  OJlfb  in  die  Lagen  O'Jtf' b  ,  0"itf"b",  0"'Jtf' 
so  kommen  zu  der  eben  erhaltenen  Gleichung  die  drei  neuen  hinzu 

(a*  +  6«  -  c«)  (6  -  r)  -  2 a  6  (a  -  |ii)  =  0 , 
4)  (a8  +  62-c«)(6  +  r)-2a6(a  +  |u)  =  0, 

(a^  +  62  -  c>)  (6  -  r)  -  2a6(a  +  in)  =  0, 

und  dann  wird  durch  die  vier  Gleichungen  4)  bei  veränderlichen  a,  &  die 
vollständige  Polcurve  p  dargestellt.  Dieselbe  ist,  wie  im  Falle  des  all- 
gemeinen Kurbelgetriebes,  eine  bicirculare  Curve  achter  Ordnung 
mit  vierfachen  Punkten  in  A  und  B,  Die  von  A  nach  den  ima- 
ginären Kreispunkten  gehenden  Geraden  sind  ihre  einzigen  Tangenten  in 
diesen  Punkten,  und  zwar  hat  jede  solche  Gerade  im  betreffenden  Kreis- 
punkte vier  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Curve  gemein. 

Ist  in  Fig.  4  bJ_-4-B,  so  berührt  OA  die  Polcurve  in  A.  Wir  er- 
halten also  die  zu  den  vier  Tangenten  in  A  gehörigen  Lagen  des  Punktes  0 
auf  zwei  Normalen  z\x  AB  im  Abstände  c-jt^yi  von  A.  Ist  c  +  fi<r,  so 
schneiden  beide  Normalen  den  Kreis  um  A  mit  dem  Radius  r;  ist 
c  +  fi>r>c  —  fi,  so  liefert  noch  die  eine  Normale  ein  Paar  reeller  Schnitt- 
punkte ;  ist  endlich  r  <[  c  —  fi ,  so  werden  alle  vier  Punkte  0  imaginär. 
Hierausfolgt:  Beim  rotirenden  Schubkurbelgetriebe  sind  die  vier 
Tangenten  der  Polcurve  in  A  stets  imaginär;  beim  schwingen- 
den Schubkurbelgetriebe  sind  zwei  derselben  stets  reell,  die 
beiden  anderen  sind  zugleich  mit  den  üebergangskreisen  reell 
oder  imaginär. 

Fällt  in  Fig.  4  das  Glied  AO  wa  die  Verlängerung  von  AB^  nach  AO^^ 
oder  auf  AB^  nach  A(fi,  so  berührt  die  zugeordnete  Gerade  BT  die  Pol- 
curve in  jB.  Beschreiben  wir  also  um  0^  und  CP  Kreise  mit  dem  Radius  fi, 
so  sind  die  von  B  an  dieselben  gehenden  Tangenten  die  Normalen  der  Pol- 
curve inj?.  Nun  liegt  wegen  c  +  r>^  der  Punkte  stets  ausserhalb  des 
Kreises  um  Oq;  soll  B  auch  ausserhalb  des  zweiten  Kreises  liegen,  so  mnss 
c^r  oder  r  —  c  grösser  sein  als  fi.  D  h.:  Von  den  vier  Tangenten 
der  Polcurve  in  B  sind  zwei  stets  reell,  die  beiden  anderen 
sind  zugleich  mit  den  Üebergangskreisen  reell  oder  imaginär. 

Bilden  endlich  in  Fig.  4  die  Glieder  AO  und  OM  einen  Winkel  von 
0®  oder  von  180®,  so  ergiebt  sich  als  Pol  ein  unendlich  ferner  Punkt  Poo. 
Dann  hat  die  Gerade  J^P»  ausser  B  und  Pod  nur  noch  zwei  Punkte  mit 
der  Polcurve  gemein ,  weil  höchstens  zwei  zugehörige  Lagen  des  Gliedes  A  0 
möglich  sind,  d.  h.  die  Gerade  ^P«  ist  eine  Asymptote  der  Polcurve.  Be- 
schreiben wir  also  um  A  zwei  Kreise  mit  dem  Radius  r  +  fi,  so  sind  die 
Tangenten,  die  von  B  an  dieselben  gehen,  senkrecht  zu  den  Asymptoten 
der  Polcurve,  und  wir  erhalten  demnach  vier  reelle  Asymptoten,  oder  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre,  oder  vier  imaginäre,  je  nachdem  c>r  +  |Li  ist, 
oder  r+f*^c  >r  —  fi,  oder  c < r  —  |i4.  Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz : 
Die    Polcurve    hat   vier   durch  B   gehende   A%^mi^\.o\»^Ti.    "^^Vbcl 
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rotirenden  Schabkurbelgetriebe  sind  dieselben  sämmtlich 
reell;  beim  schwingenden  Schabkurbelgetriebe  sind  zwei 
Asymptoten  stets  imaginär,  die  beiden  anderen  sind  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  die  Uebergangskreise  imaginär  oder 
reell  sind* 

6.   Die  Gleichungen  4)  können  auch  geschrieben  werden 
5)  (6  -^r)a^-  2hiia  -  (6«  -  c«)  (6  +  r)  =  0  u.  s.  w. 

Es  ergeben  sich  also  zu  jedem  Werthe  von  h  im  Ganzen  vier  Werthe  von  a, 
d.h.  jeder  Kreis  h=^consf,  schneidet  die  Poicurve,  von  den  imaginären 
Kreispunkten  abgesehen,  in  acht  Punkten.  Ist  aber  b  eine  Wurzel  der 
Gleichung  2) ,  so  verschwindet  die  Discriminante  jeder  der  vier  Gleichungen  ö), 
und  jene  acht  Schnittpunkte  gehen  in  vier  Berührungspunkte  über.  Hieraus 
folgt:  Die  Poicurve  wird  von  jedem  der  beiden  Uebergangs- 
kreise viermal   berührt     Die   Berührungspunkte  sind   bestimmt  durch 

b±r 
wobei  b  den  Radius  des  üebergangskreises  bezeichnet. 

In  Fig.  5  sind  für  das  rotirende  Schubkurbelgetriebe ,  auf  welches  auch 
die  Figuren  2,  3,  4  sich  beziehen,  die  üebungskreise  to^  w  und  die  Poi- 
curve p  construirt  worden.  Der  Kreis  md  berührt  p  in  vier  imaginären 
Punkten.  Die  Punkte  von  w  erzeugen  Koppelcurven  mit  zwei  vereinigten 
isolirten  Punkten,  die  von  vi  solche  mit  Selbstberührungspunkt.  Alle 
Systempunkte  innerhalb  vi  und  ausserhalb  v>  beschreiben  Bahncurven  mit 
zwei  reellen  Doppelpunkten,  und  zwar  ergeben  sich  für  die  Systempunkte 
innerhalb  vi  stets  zwei  Knotenpunkte,  welche  dadurch  entstehen,  dass  die 
beiden  Ovale  der  Koppelcurve  sich  /  schneiden  (Fig.  2).  Für  die  System- 
punkte ausserhalb  v>  bestehen  die  Koppelcurven  aus  zwei  sich  nicht 
schneidenden  Ovalen;  besitzt  also  eine  solche  Curve  einen  Knotenpunkt,  so 
bildet  das  eine  Oval  eine  Schleife.  Lassen  wir  den  Systempunkt  C  in  der 
bewegten  Ebene  nach  einander  die  Lagen  1 ,  2 ,  . . . ,  9  einnehmen  ^  so  er- 
geben sich  folgende  Gestalten  der  zugehörigen  Koppelcurve: 

1.  zwei  Ovale,  zwei  isolirte  Punkte; 

2.  das  erste  Oval  mit  Spitze,  ein  isolirter  Punkt; 

3.  das  erste  Oval  mit  Schleife,  ein  isolirter  Punkt; 

4.  das   erste  Oval  mit  Spitze   (nach   der  entgegengesetzten  Seite  wie 
im  Falle  2),  ein  isolirter  Punkt; 

♦  Die  Poicurve  in  der  festen  Ebene  OM.\i  (Polbahn)  zerfällt  beim 
Schubkurbelgetriebe  in  die  Verbindungsgeraden  des  Punktes  O  mit  den  imaginären 
Kreispunkten  und  in  eine  circulare  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkt  und 
Doppelbrennpunkt  in  0  und  mit  einem  vierfachen  Punkte  in  O'«-  Der  Punkt  O 
ist  ein  Knotenpunkt  oder  isolirter  Punkt,  je  nachdem  die  Uebergangskreise  ima- 
ginär oder  reell  sind  Die  Curve  hat  vier  zu  OM  parallele  Asymptoten  im  Ab- 
atande  ±  l^c^^ijr^Vjif,  Für  die  Realität  derselben  gelten  also  die  gleichen  Be- 
dinguDgen  wie  bezüglich  der  Asymptot^^n  der  Polcv^r^e  p. 
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5.  swei  Ovale,  zwei  isolirte  Punkte; 

6.,  7.,  8.  das  zweite  Oval  bezüglich  mit  Spitze,  Schleife,  Spitze,  ein 

isolirter  Punkt; 
9.  zwei  Ovale,  zwei  isolirte  Punkte. 

7*  Das  durchschlagende  Schubkurbelgetriebe.  Ist  in  Fig.  6 
ii&  =  c  =  r+fi,  so  besitzt  die  Bahncurve  eines  jeden  Sjstempunktes  C 
zwei  stets  reelle  Doppelpunkte  C/|,  C^  auf  der  Geraden  i  und  überdies  einen 
Sonderdoppelpunkt  C^  in  der  Durchschlagslage  A^B^Cq.  Die  beiden  Ueber- 
gBDgskreise  fallen  zusammen  in  einen  Kreis  w  um  J3  mit  dem  Radius 
5  =  yr  (r  +  fi).     Liegt  nun  in  Fig.  6  C  auf  diesem  Kreise ,  so  ist 

AqCq  =  ^  ^0  •  "^0  ^> 

also  A  ÄqBqC^  (^  A  AqCqO  und  LAqOCq=LC.  Der  Sonderdoppelpunkt  Cq 
liegt  demnach  auf  der  Geraden  i  und  füllt  folglich  mit  den  beiden  anderen 
Doppelpunkten  C^,  C^  zusammen.  Beim  durchschlagenden  Schnb- 
kurbelgetriebe  beschreiben  also  alle  Punkte  des  Uebergangs- 
kreises  Koppelcurven  mit  einem  dreifachen  Punkte.  Die  Ge- 
rade OCq  ist  eine  Tangente  der  Koppelcurve  im  dreifachen  Punkte  Cq. 

Die  Polcurve  zerföllt  im  vorliegenden  Falle  in  die  doppelt  zählende 
Gerade  AB  und  in  eine  bicircnlare  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppel- 
punkten in  A  und  B.  Dieselbe  wird  vom  üebergangskreise  in  zwei  auf 
AB  liegenden  Punkten  berührt 

8*  Im  speciellen  Falle  des  centrischen  Schubkurbelgetriebes 
(|i  =z  0)  erhalten  die  bisherigen  Ergebnisse  eine  besonders  einfache  Form. 
Dann  haben  alle  Koppelcurven  den  Punkt  0  zum  gemeinsamen  Mittelpunkte. 
Für  die  Radien  der  üebergangskreise  ergeben  sich  die  Werthe  6  =  r,  b  =  c, 
und  zwar  entsprechen  den  Punkten  des  ersten  Kreises  Koppelcurven  mit 
Selbstberührungspunkt  in  0,  während  die  Punkte  des  zweiten  Koppelcurven 
mit  zwei  zusammenfallenden  unendlich  fernen  isolirten  Punkten  beschreiben. 
Die  Polcurve  achter  Ordnung  degenerirt  in  eine  (doppelt  zählende)  circulare 
Curve  vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  A  und  Selbstberührungspunkt 
in  B  u.  8.  w. 

9.  Machen  wir  in  Fig.  2  die  Glieder  AB  und  OA  unendlich  gross, 
aber  so,  dass  die  Differenz  c  —  r  eine  endliche  Grösse  v  behält,  so  ergiebt 
sich  die  in  Fig.  7  dargestellte  specielle  Form  des  Schubkurbelgetriebes ,  die 
als  Schleifschiebergetriebe  oder  als  doppelt  geschränkte  Winkel- 
schlei fenkette  bezeichnet  wird :  Ein  rechter  Winkel  B  Nn ,  dessen  einer 
Schenkel  iV  ß  =  v  ist ,  bewegt  sich  so ,  dass  der  Punkt  B  die  Gerade  b 
durchläuft,  während   der  unbegrenzte  Schenkel  n   beständig  durch  0  gebt. 

Dann  beschreibt  jeder  Punkt  C  der  Ebene  des  Winkels  BNn  wiederum 
eine  circulare  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  zu  6  parallelen  Doppel- 
tangenten im  Abstände  +a  von  b.  Dieselbe  besitzt  gegenwärtig  drei 
Doppelpunkte,    nämlich   die  Punkte  C^ ,  Cj  auf  der  w\e  ^Tti\\eT  \i^Ä\AT!DTo\Ä\i 
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Geraden  t  und  überdies  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  b*  Zu 
demselben  gehören  als  Asymptoten  zwei  Parallen  zu  b  im  Abstände 
+  aco$C. 

Setzen  wir  in  Gleichung  1)  6  =  c=r=oo,  b  —  e  =  a  cos  d 
h  —  r^v  +  acasC^  so  ergiebt  sich 

Q^co$C+  fiQ  —  a(v  +  aco80)=^0. 

Nehmen  wir  in  der  bewegten  Ebene  B  als  Coordinatenanfangspunkt,  BN 
als  x-Axe,  in  der  festen  Ebene  0  als  Anfangspunkt,  OM  als  $-Axe  und 
bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  C,  C^  bezüglich 
mit  xy,  |i7,  so  ist  acasC^—x,  qcosC^  —  l,  und  dann  geht  die  vorige 

Gleichung  über  in 

6)  ?  — |Ä|  =  a;(a;  — v). 

Hieraus  folgt  für  jeden  Systempunkt  C  eine  einfache  Construction  der  zu- 
gehörigen Doppelpunkte  0|,  C^. 

Gleichung  6)  definirt  in  Verbindung  mit 

7)  1  =  ^ 

eine  zwei-zweideutige  Verwandtschaft  dritten  Grades  zwischen 
den  Systempunkten  C  und  den  Doppelpunkten  C|.  Durchlftuft  C  in  der  be- 
wegten Ebene  eine  Gerade  parallel  zu  n ,  so  erzeugen  C^ ,  C^  ähnliche  Punkt- 
reihen in  zwei  Parallelen  zu  b.    Insbesondere  entspricht  jedem  Ponkte  C  in 

der  Geraden  x^O  ein  Punkt  C^  auf  £  =  0  (i7i  =  — y)  und  als  C^  der  un- 

endlich  ferne  Punkt  von  b,  femer  jedem  Punkte  C  auf  n  der  Pnnkt  0  als 

Cj  und  ein  C,  auf  b  (i?i  =  — yr 

Die  beiden  Doppelpunkte  C^,  C^  fallen  zusammen,  sobald  in  6) 

ist,  also  für  a;(x-v)  +  f*«  =  0 

8)  «  =  i(»'±/»'*-M*)- 

Ist  daher  v  ^  fi ,    so    liefert   Gleichung  8)    in   der   bewegten  Ebene   zwei 
reelle  üebergangsgeraden,  die  zu  n  parallel  sind. 
Als  Polcurre  ergiebt  sich  die  Curve  vierter  Ordnung 

Dieselbe  hat  die  Punkte  B  und  ^od  zu  Doppelpunkten  und  wird  von  der 
unendlich  fernen  Geraden  in  ^ioo  vierpunktig  berührt.  Die  Üebergangs- 
geraden sind  Doppeltangenten  der  Polcurve. 

Ist  fi  =  v,  so  zerfällt  die  Koppelcurve  in  die  Gerade  |=:|ia  — a;  und  in 
eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  C|.  Für 
denselben  ergiebt  sich  aus  6)  ||  =  x.     Dann   sind   also   die  Systeme   der 

*  Die  vier  Berührungspankte  der  Doppeltangenten  und  die  drei  Doppelpunkte 
liegen  auf  einer  Hyperbel,  welche  b  und  eine  durch  0  gehende  Normale  su  i  zu 
Asymptoten  bat 
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PnnlEte  C  und  der  Doppelpunkte  C|  congment.  Der  zweite  Doppelpunkt  C^ 
der  vollständigen  Koppelcunre  vierter  Ordnung  ist  der  gemeinsame  Schnitt- 
punkt jener  Curve  dritter  Ordnung  und  der  Geraden  |  =  |[t  — o;  und  OC^. 
Die  Polcurve  verwandelt  sich  in  eine  Parahel  mit  dem  Brennpunkte  B  und 
der  Leitlinie  n;  die  heiden  Uebergangsgeraden  fallen  mit  der  Scheitel- 
tangente derselben  zusammen. 

10.  Betrachten  wir  in  Fig.  2  das  Glied  AB  als  fest  und  das  Glied  0Mb 
als  beweglich,  so  erhalten  wir  ein  Schleifkurbelgetriebe  und  dann  be- 
schreiben alle  Punkte  der  Ebene  OMb^  wie  im  allgemeinen  Falle  (Fig.  1) 
tricirculare  Curven  sechster  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten.  Die  Ueber- 
gangscurve  bleibt  eine  vierfach  circulare  Curve  zehnter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkten in  0  und  0«,  während  die  Polcurve  sich  in  eine  Curve  sechster 
Ordnung  verwandelt.* 

Setzen  wir  noch  fi  =  0,  c  =  r9  so  ergiebt  sich  ein  gleichschenk- 
liges Schleifkurbelgetriebe  (gleichschenklige  rotirende  Kur- 
belschleife  nach  Beuleaux),  bei  welchem  der  Punkt  0  den  Kreis  n 
durchläuft  (Fig.  8) ,  während  die  Gerade  i  beständig  durch  den  auf  n  liegen- 
den Punkt  B  geht.  Beschreiben  wir  um  0  mit  dem  Badius  2r  den  Kreis  p, 
so  kann  die  Bewegung  der  Ebene  iOO'»  bekanntlich  auch  hervorgebracht 
werden  durch  das  Abrollen  von  p  auf  dem  Kreise  n. 

Es  sei  nun  Q  ein  beliebiger  Systempunkt,  OQ  =  ly  LQO(y»  =  q>, 
Während  das  Glied  0^  um  ^  rotirt,  geht  OQ  beständig  durch  den  Punkt  Q^ 
auf  TT,  und  der  Punkt  Q  beschreibt  eine  PascaTsche  Curve  q  mit  dem 
Doppelpunkte  Q, .  Gelangt  aber  0  nach  B ,  so  kann  die  bewegte  Ebene 
sich  um  jB  drehen ;  der  Punkt  Q  erzeugt  also  überdies  noch  einen  Kreis  q 
um  B  mit  dem  Badius  l.  Die  vollständige  Koppelcurve  des  Punktes  Q  ist 
demnach  wiederum  von  der  sechsten  Ordnung;  sie  besitzt  fünf  Doppel- 
punkte, nämlich  den  Doppelpunkt  Qi  von  q  und  die  vier  Schnittpunkte  Q2» 
$3»  Qoj  Qf^  ^^^  Q  ^^^  9*  ^^^  Punkt  Q  gelaugt  nach  Qq  und  Q%  wenn  b 
den  Kreis  n  berührt;  es  ist  also  QqQ^  ein  Durchmesser  von  q'  und 
LÄBQ^  =  (p,  Die  drei  Punkte  Q],  Q^y  Q^  liegen  auf  dem  Kreise  i,  der 
durch  AB  geht  und  mit  AB  den  Winkel  (p  bildet;  es  ist  also  LAQiB=(py 
und  folglich  geht  auch  die  Gerade  Qo9^  durch  Q^. 

Der  Punkt  Q  wird  der  Uebergangscurve  angehören,  wenn  Q^  mit  Qg, 
oder  wenn  Q^  mit  Q^  zusammenfällt.  Im  ersten  Falle  ist  jBQi=2,  d.h. 
2=2rco5<p,  und  dann  liegt  Q  auf  einem  der  beiden  Kreise  co,  (a  vom 
Radius  r,  welche  die  Gerade  b  in  0  berühren.  Im  zweiten  Falle  berührt 
q*  den  Kreis  t;  es  ist  also  l8in(p=^ry  und  als  Ort  solcher  Punkte  Q  er- 
halten wir  zwei  Parallelen  i/;,  1I/  zu  OCX»  im  Abstände  r.  Hieraus  folgt: 
Beim  gleichschenkligen  Schleifkurbelgetriebe  zerfällt  die 
Uebergangscurve    in    zwei  Kreise   (o,  0»'  vom    Badius  r,    welche 


*  Vergl.  Anmerkung  S.  i6. 
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die  Gerade  b  in  0  berühren,  und  in  die  gemeinschaftlichen 
Tangenten  i/;,  ^'  derselben.  Jeder  Systempunkt  auf  o>  oder  m 
beschreibt  eine  Pascal'sche  Carve  und  einen  Kreis,  der  durch 
den  Doppelpunkt  der  Pascarschen  Curve  geht,  jeder  Punkt 
von  fl;  oder  ^' eine  Pascarsche  Curve  und  einen  Kreis,  der  die- 
selbe berührt. 

Bezeichnen  wir  mit  x,  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  Q  in  Be- 
zug auf  0  als  Anfangspunkt,  00'<»  als  a;*Axe,  so  verwandelt  sich  in  der 
That  die  allgemeine  Gleichung  zehnten  Grades  der  Uebergangscurve  für  den 
betrachteten  Specialfall  in 

(«*  +  y*  +  2rir)«  (x*  +  y*  -  2rxY  fy«  -  r«)  =  0. 
Braun Bchweig,  24.  October  1889. 


IIL 

Ueber  die  Darstellung  der  Lösungen  eines  Systems 

linearer  Differentialgleioliuiigen  erster  Ordnung  in 

der  Umgebung  eines  singulären  Punktes. 

Von 

Dr.  E.  Grünfeld 

in  Wien. 


1. 

Sind  die  Coefficienten  des  Gleichnngssystemes: 

eindeutige  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x^  so  sind  bekannt- 
lich, vom  Punkte  x  =  co  abgesehen,  diejenigen  Werthe  von  x^  für  welche 
die  Lösungen  dieses  Gleichungssystems  unendlich  gross  werden  oder  sich 
verzweigen ;  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

A(x)=^0. 

Ist  a  einer  dieser  singalSren  Punkte,   so  giebt  es  ein  Fundamental- 

sysiem   von  Lösungen,    dessen   Elemente  in  der   Umgebung  desselben   die 

Form  haben: 

{x  —  ay  \q>^  +  tp^logix  —  a)  + '  •'  +  (pilog^{x—  a)\, 

wo  <Po,  ...,  q>i  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten,  die  nach  ganzen 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  x—a  entwickelbar  sind.  Eine  der- 
artige Entwickelung  ist  bisher  nur  für  den  Fall  durchgeführt  worden,  in 
welchem  das  Gleichungssystem  1)  die  Form  hat: 

{X'-a)-T-^  =aiiUi+*"  +  UinUn  »=1>  ...»« 

wo  die  Coefficienten  Oik  in  der  Umgebung  von  x  =  a  holomorph,  also  sämmt- 
liehe  Lösungen  desselben  in  dieser  Umgebung  regulär  sind.  (Vergl.  Sau- 
yage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale  Sup^rieure,  t.  III,  1886,  pag. 
391—404.) 

Im  Folgenden  will  ich  zeigen,  dass  sich  eine  solche  Entwickelung  im 
allgemeinsten  Falle  des  Gleichungssystems  1)  mit  eindeutigen  Coefficienten 
bewerkstelligen  iSsst,  indem  ich  von  einer  Methode  Gebrauch  mache  >  welche 
Herr  Hamburger  bei  der  linearen  Differentialgleichung  n^**  Ot^uMH^  ^ä- 
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gewandt  und  aaf  die  derselbe  erst  vor  Kurzem  wieder  aafmerksam  gemach 
hat     (Cr eile's  Journal,  Bd.  83  u.  103.) 

so  ISsst  sich  das  Oleichungssystem  1)  in  der  Form  schreiben: 

wo  das  Polynom: 

a(«)  =  (jc-a,)(jc-a,)...(jc-a#i) 

Hir  x  =  0  nicht  mehr  Terschwindet.     Setzt  man  alsdann: 

so  verwandelt  sich  l')  in  das  Oleichungssystem: 

2)  «(«•)^  =  o/i{0«*i  +  ---  +  ö<»(Ow«,         1  =  1,  ..-  1 

dessen    sicgnl&re   Punkte,    abgesehen    von    10=00,    die    folgenden    Ponki 
Systeme  sind: 

wo  ff«  den  reellen  Werth  von  logg^  und  i|,  ...,  i|^  beliebige  ganze  Zahlei 
vorstellen. 

Bezeichnet  w^^  einen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  der  10 -Ebene,  de 
mit  keinem  der  singulSren  Punkte  3)  zusammenftllt,  so  giebt  es  bekannt 
lieh  ivergl.  Sau  vage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale,  t.  XI)  11  in  de 
Umgebung  von  w^  convergirende ,  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  w  —  w, 
fortschreitende  Reihen  n^,  14,  •-•«  Vat  die  dem  Gleichungssystem  2)  identiacl 
genfigen  und  im  Punkte  w  =  w^  selbst  die  beliebig  gegebenen  Werthe  C| 
^9  •••«  Cm  annehmen,  derart  also,  dass: 

und: 

4')  (•*l)ir.  =  C,,     ...,     (11,)^=  C, 

iat,  wenn  allgemein:  .  u 

den  Werth  bedeutet,  welchen  3 — -  im  Punkte  «r=tr,)  annimmt. 

Die  Coefiicienten  5)  der  in  diesen  Reihen  auftretenden  Potenzen  voii 
w  —  tp^  können  auf  folgende  Weise  berechnet  werden:  Bezeichnet  2ß=^f(x] 
=■  /*(«*)  eine  beliebige  Function  von  x  und  sind  x^ ,  iTo  entsprechende  Punkte 
in  der  x-  und  «-Ebene,  so  gilt  die  Formel:  /iPv\ 


m\ 
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wo  ^a5*=3(«  +  l)*  — rc*  und  J^x^  die  l^  Differenz  von  »*  mit  dem  Incre- 
ment  1  bezeichnet.     (Siehe  Grelle 's  Journal,  Bd.  83  S.  189.) 

Aus  dem  Gleichungssystem   2)  und  den  durch  fortgesetzte  Differentia- 
tion nach  w  aus  diesem  hervorgehenden  Gleichungssystemen  ergeben  sich 

die  Ableitungen  beliebiger  Ordnung  -^ —  als  lineare  homogene  Functionen 
von  u^,  ...,  Un  in  der  Form: 

wo  die  <pj*^,  ...,  <p*^aus  den  Coef&cienten  a{e^),  an  (c*), ...,  a/w(c*)  und  deren 
Ableitungen  nach  to  durch  Multiplication  und  Addition,  sowie  durch  Divi- 
sion mit  ganzzahligen  Potenzen  von  a(e^j  zusammengesetzt  sind.  Zufolge 
4^)  ist  daher: 

^^  \d^)  ^  ^^•^*'"'° ^'  "*■  ^''^'^«^"'' Cg  + . . .  +  (<p/;,)»o ««  »  =  1,  . . . ,  w. 

Der  Werth    irgend    einer    der  in    <;pj^, ,   ...,   q>^^   vorhandenen   Ableitungen 

.  j    drückt   sich   aber  nach  Formel  6)  additiv  und  multiplicativ  durch 

die  GrSssen: 

9)  aT)a'«(*o).  «o*a"'*K).   ••••  *o*oA(*o). 

ist,  aus.  Die  Grössen  (9>/'i)iro*  •••}  (<p/m)wo  ^^^^  daher  Quotienten,  deren 
ZShler  additiv  und  multiplicativ  aus  den  Ausdrücken  9)  zusammengesetzt 
sind  und  deren  Nenner  eine  ganze  positive  Potenz  von  a{xQ)  ist.  Bezeichnet 
man  diese  Quotienten  durch  ff'^ix^)^  ...,  //^(^q)«  so  lautet  das  Gleichungs- 
system 8): 

^^^  (^)    =/■?! ('^o) c. +  /ii(*o)c, +  •••  +  /?, (»o)'--    »=1,  ...,n 


»o 


Mit  diesen  Werthen  der  Ableitungen,   welche  in   den  Reiben  4)  auftreten, 
verwandeln  sich  diese  letzteren  in: 

oder  auch:  «./.»,    \  j»     rf  /    \ 


11) 


d.  i.: 


— +  c«  >,^  -^Tj— («-Wo)'. 

0 


wenn  gesetzt  wird: 

13)  „,,=^,__(«,_„^)i.        k=v;,..,^ 
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Es  erscheinen  also  die  Elemente  der  Lösung  u^,  u^^  . •  • ,  f^n  linear  homoge 
durch  die  Grössen  12)  ausgedruckt,  woraus  folgt,  dass  diese  selbst  für  jede 
Werth  von  Ä:  =  1 ,  . . . ,  n  eine  Lösung  des  Gleichungssystems  2)  bildei 
Diese  n  Lösungen  sind,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  linear  unabhängig  untc 
einander:  denn  da  für  iß  =  %PQ  die  Elemente  u, ,  u^,  ...,  u„  bezüglich  di 
Werthe  e, ,  c^,  ...,  Cn  annehmen  sollen,  so  muss  zufolge  11): 

{  fii" (iCo)  =  h   /•««(*«)  =0,    ....    /•,„*(«„)  =0; 
14)  I  fn'  K)  =  0.    fn'  W  =  1 ,    .  • . .    A,2  K)  =  0 ; 

l /■-? (iTo)  =  0,   /•„?K)  =  0.  ...,  A.i'(a;o)=l' 

sein.  Es  sind  aber,  wie  aus  13)  hervorgeht,  /iit(^o)i  /^^(^o)«  *"i  f»k{p^i 
die  Werthe,  welche  die  Elemente  der  Lösung  uui  m?!,  .*.,  Unk  im  Punki 
te;  =  u;^  beziehungsweise  annehmen ,  und  da  die  Determinante  dieser  Wertb 
wie  aus  14)  unmittelbar  ersichtlich  ist.  den  Werth  1  hat,  so  folgt  in  d< 
That,  dass  die  Ausdrücke  13)  ein  Fundamentalsjst^m  von  n  Lösungen  d< 
Gleichungssystems  2),  als  auch  des  ursprünglichen  1)  vorstellen. 
Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  System  von  homogenen  linearen  Differential 
gleichungen  erster  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficiente 
1)  besitzt  stets  in  der  Umgebung  eines  nicht  singulttre 
Punktes  ein  System  von  n  linear  unabhängigen  Lösungei 
dessen  Determinante  in  diesem  Punkte  den  Werth  1  ha 
Jede  andere  Lösung,  deren  Elemente  vorgeschrieben 
Werthe  in  diesem  Punkte  annehmen  sollen,  drückt  sie 
linear  homogen  durch  jene  mit  constanten  Coefficiente 
{i(  ^  aus,   welche   gerade  diese  vorgeschriebenen  Werthe  sine 

T  Es  werde  nunmehr  angenommen,  dass  die  singulären  Punkte: 

i-  Oj  =  Pj e^'f    . . . ,    aß  =  Qf^ e^^fi 

.»  derart  aufeinander  folgen,  dass,   wenu   a<Cß  ist,   pa<r  ^^,  somit  a^  de 

.  dem  Nullpunkte  zunächst  gelegene  singulare  Punkt  ist. 
<i*  Wird  nun  der  Punkt  Xq  so  gewählt,  dass  der  absolute  Betrag  desselbei 

!J  innerhalb  der  Grenzen  />   ^ ,     ,  ^  «^ 

'^  beschränkt  ist»  so  oonvergiren  die  Reihen  13)  jedenfalls  auch  noch  für  d^i 

i  Werih  w^Wq -H2ffi.     Dem  Wege  der  Variabein  w  von  w^  bis  w^-\.^ 

entspricht  aber  in  der  «-Ebene  ein  vom  Punkte  x^  ausgehender  ge8c\\\(^^. 


• 


ümlwif  nm  den  Pnakt  «^0.    Snbatitairt  man  daher  in  den  A. 
V^  -\  ueh  die  Werthe: 

ümlanfe  im  Ausgangspn 


"^«^H 


Dies«  Grossen  a/i,  hängen  also  vom  Punkte  Xg  ab,  was  selbstTersUnd- 
lieh  ist;  d«nri  wenn  man  mit  ijenselben  Anfangawerthen  14)  von  zwei  ver- 
scbiedenea  Pnnlcten  x^  und  x'g,  die  dem  oben  beschränkten  Bereiche  an- 
^hCren,  ausgehend,  i^eschiosaene  Wege  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  so 
worden  die  Endwerthe  oa  und  a',«,  zu  denen  man  in  x^,  beziehnngs weise 
x'„  gelangt,  von  einander  verschieden  sein  und  durch  Beziehungen  der  Form: 

"'(*  =  Ckian  +  Cnw,iH |-f*«"/..  !■  =  1 

wo  Cti,  ..-i   Cjta  Coustante  bezeichnen,    dereu  Determinante  von  Null  ver- 
•chitdan  iat,  miteinander  zusammeuhSugcn, 

Was  das  Verhalten  der  Functionen  u, ,  u,,  ...,  Un  bei  dem  erwähnten 
Dnüaufe  betrifft,  so  folgt  aua  12).  das»  dieselben,  welche  bekanntlich  im 
Punkte  Xn  beziehungsweise  die  Anfungswerthe  C,,  c,,  .  .,  c  haben  sollten, 
«Jie  Sndwerthe  erlangen: 

[«,]■„- c.on  +  c,''n  +  ---  +  c„tt,„,  .-=1,...,« 

Bezeichnet  man  mit  <a  diejenige  Grösse,  um  welche  sieb  diese  letzteren 
von  den  ersteren  unterscheiden,  so  ergiebt  sich  die  Beziehung: 

16)  CiöH  +  CjÄdH \-C„ain  =  fa.Ci,  i=  1,  ...,  « 

ttüK  welcher  folgt,  dass  w  der  Gleichung  genUgt: 


Lüsttt  man  die  Variable  x  den  geschlotisenen  Weg  nm  den  Nullpoukt 
einem  andern  Punkte  x'f,  des  erwähnten  Bereiches  aus  beschreiben,  dem 
die  Wertbe  «'(»  der  Ausdrucke  15)  entsprechen,  die,  wie  bemerkt,  vou 
verschieden  sind,  so  gelangt  mas  bei  der  Bestimmung  der  Grösse  u 
cn  der  Gleichung  17),  in  welcher  jedoch  die  a,*  durch  die  «'(*  ersetzt  sind. 
Termßge  der  obigen  zwischen  den  a^k  ttnd  a'ik  stattfindenden  Relationen 
ergi»bt  »ich,  dass  die  Coefficienten  sümmtlicher  Potenzen  von  u  in  Gleich- 
ang  17)  ihren  Werth  nicht  verändern,  wenn  die  o'it  an  die  Stelle  der  un 
tnt«n,  dass  somit  eo  fQr  alle  Punkte  jenes  Bereiches  einen  und  denselben 
Werth  liaiitzt.  (Vergl.  Sauvage  in  den  Annale»  de  l'Ecole  Normale,  t  XI 
uid  Mittag-Löffler  in  den  Comptes  rendus,    1889,  pag,  637  -  639.) 

Die  Gleichung  17)  —  nach  Herrn  Fuchs  die  auf  den  Nullpunkt  be- 
lOglicba  Fundamentalgleichung  —  besitzt  n  Wurzeln  u,,  o,,  ...,  id„;  einer 
«den  denelhen  m  entspricht  aus  dem  Gleichungssysteme  16)  ein  Wertb 
*tt$  <lt(i  •••>  tii  für  die  Constanten  c,,  c^,  ....  Cn,  durch  dessen  Snbstito- 
10  12)  eine  LöHaug  des  Gleichungs Systems  2)  erhalten  wird.  Die  auf 
WeiH  erlangten  n  Lösungen  sind  unter  einander  linear  unabhängig. 
Die  Form  dieser  Losungen  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  ist  be- 
davon  abhängig,    ob  die  Wurz«lii    a>, ,  ...,  u>„    von  einander  ver- 


J 
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schieden  sind   oder  nicht.     Im  Allgemeinen  ist  dieselbe   die  eingangs  an- 
gegebene : 

18)  ic^MvA  +  Va^^^  +  '-'  +  ^^Ä^^Ii 

wo  die  (pik  eindeutig  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  sind  und  rt  einen 
der  unendlich  vielen  Werthe  von  ^ — .logcok  bezeichnet. 

Sind  o>|,  ..  9  o>n  nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden,  so  Iftsst 
sich  das  in  Bede  stehende  Fundamentalsystem  aus  Gruppen  von  Lösungen 
zusammensetzen,  die  den  verschiedenen  Wurzeln  entsprechen. 

Sei  Q),  eine  von  den  letzteren,  so  kann  man,  wie  Herr  Sauvage  nach 
dem  Vorgange  des  Herrn  Hamburger  gezeigt  hat  (siehe  die  Annales  de 
TEcole  Normale,  t.  XI  und  Cr  eile's  Journal ,  Bd.  76),  die  dieser  entspre- 
chende Lösungsgruppe  in  Untergruppen  zerlegen ,  in  deren  jeder  sein  wird : 


19)  { 


wo  »  =  J5 — \logx  gesetzt  ist  und 

20)  /l(t;)  =  ii,o+iiai'  +  ---  +  Am.t«'"-* 

eine  ganze  Function  m^V*^  Grades  von  v  bezeichnet,  deren  Coefficienten 
AiOy  AiXy  ,,,^  Ai^m-x  ^Q  Beihen  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen von  X  entwickelbar  sind,  /ift  (v)  bezeichnet  die  Differenz  fi  (r  -f-l)  —  fi  (9) 
und  A^fi{v)  die  Differenz  %^^  Ordnung  von  Uip)  mit  dem  ZuwachBe  K 

Die  Elemente  Uim^  Ui^m-Xi  •••«  ^1  einer  solchen  Gruppe  19)  sind  dem 
Früheren  zufolge  als  lineare  homogene  Functionen  der  Elemente  des  Fnn- 
damentalsystems  13)  mit  constanten  Coefficienten  ausdrückbar.  Zur  Be- 
stimmung dieser  letzteren  dienen  im  Allgemeinen  die  Gleichungen  16).  In 
diesen  ist  mindestens  eine  Gleichung  eine  Folge  der  übrigen.  Ist  die  An- 
zahl der  Gleichungen,  die  eine  Folge  der  anderen  sind,  v,  und  v^/m  wenn 
fi  den  Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  o>|  bezeichnet,  so  treten  zu  den 
Gleichungen  16)  noch  die  folgenden  hinzu: 

•  •  •, ,•;•••;•' 

Sind  in  Iff)  v  aiiie  Folge  der  anderen  und  v  +  v^  jn,  so  ergiebt  sich  zu 

OlaichangsBjstem : 


'+1  +•••  +  €  ««  »,y+»'4.i=C  r+Z+iftli, 


Von  Dr.  E.  Grünfbld,  27 

u.  8.  w.  Vermittelst  der  aus  den  Gleichnngssystemen  16),  16'),  16")  u.  s.  w. 
ableitbaren Coefficientensysteme  c, ,  . . . ,  c„ ;  c» + 1 ,  . . . ,  r„'  c\  +  ,'4- 1 ,  . . . ,  c"„ 
IL  8.  w.  sind  die  erwähnten  Relationen  von  der  Form : 

©,  ==  C  y  + 1  y,-,  V  +  I  +  •  •  •  +  Cn  Vin  , 


*»  ,  I        // 


) 

wo  die  ^jit  die  durch  die  Gleichung  13)  gegebenen  Werthe  haben. 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  folgt,  dass  sich  in  jedem  Falle 
die  Elemente  einer  Ittr  die  Umgebung  des  singulären  Punktes  a;  =  0  gel- 
tenden Lösung  des  Gleichungssystems  1)  als  lineare  homogene  Functionen 
der  Elemente  des  Fundamen talsystems  13),  das  fftr  einen  nicht  singulären, 
dieser  Umgebung  angehörigen  Punkt  Xq  giltig  ist,  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  ausdrücken  lassen,  deren  Verhältnisse  entweder  durch  das  Gleich- 
uDgssystem  16)  allein,  oder  durch  dieses  und  die  analogen  16'),  16")  u.  s.  w. 
bestimmbar  sind.  Gerade  hierauf  beruht  die  Möglichkeit,  die  eindeutigen 
Functionen  g?^^,  <;p^*^,  .•.,  <p/^  in  18),  beziehungsweise  die  Ai^^  Ai\^ ,..,  Ai^m-i 
in  20)  in  Reihen  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  zu 
entwickeln. 

Um  diese  Entwicklung  an  den  Functionen  der  Gruppe  19)  durchzu- 
fahren, sei  bemerkt,  dass  d"'''^fi{v)  von  der  Form  ist:  k^i^m^i^  wo  k 
eine  numerische  Constante,  und  daher: 

üix  =kxrm""'^Äi,m-^\ . 
Dem  Obigen  zufolge  ist: 

Uii  =c,  wn  +c\ui2  +"-  +  c'i»Uf»,  t=  1,  ...,  n 

wo  U/1,  ...y  UiH  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  13)  und  c'|,  ...,  c'n 
Constante  sind,   die  als  bekannt  angesehen  werden  können.     Es  ist  daher 

bekannt.  Da  Äi^m-\  eine  eindeutige  Function  ist,  so  lässt  sich  dieselbe 
nach  der  Formel  von  Laurent  durch  eine  Reihe  von  der  Form  aus- 
drOeken : 

22)  i4<,«-i=y»^<"^"'  j=l,  ...,« 


—  OD 


deren  Coefficienten  bestimmt  werden  durch  (siehe  Hamburger,  Grelle *8 
Joamal,  Bd.  83  8.192): 

'^^  \  idlogx)^  Jx=*.U  +  l)! 
Ersetzt  man  in  dieser  letzteren  Formel  Ät^m-i  durch  seinen  Werth  aus  21), 
80  liefert  die  Gleichung  22)  die  verlangte  Entwickelung  Yon  Äi^m-x  iii  der 
ümgebong  des  Nullpunktes  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  x. 
Die  Entwickelung  von  ^i,m-2  geschieht  jetzt  auf  folgende  Weise:  Das 
nxrMrl^  Element  der  Orappe  19): 
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Usst  sich  dorcb  die  Elemente  n^ft  des  Fundamentals jstems  13)  in  der  Form 

ansdrficken : 
23)  l7«  =  Cj*M,i  +Vi*#jH hc'tii«,  i=l/...,n 

wo  die  Censtanten  c,*,  ...,  c.*  ^1^  bekannt  anzusehen  sind.     Nun  ist 

1 

wo  Atj,  k^<t  k^  numerische  Constanten.     Daher  ist: 

somit  bekannt,  sobald  Uit  durch  seinen  Werth  ans  23)  ersetxt  wird.  Die 
so  bestimmte  Function  Äi^m^t  kann  nunmehr,  da  dieselbe  eindeutig  ist, 
Termittelst  der  Laurent'schen  Formel  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven 
and  negativen  Potenzen  von  x  entwickelt  werden.     Da 

ü,-,=af»i— »z^— V.W 
ist   und   in   ^^^^fi{v)   nur  ^i^m^ir  <^i, ■•-.}«  ^^t^m-z  vorkommen,   so   ist 
unmittelbar  zu  ersehen,   in   welcher  Weise  die  Entwickelung  nach  ganzen 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  der  eindeutigen  Function^^/,  m  -  3 « 
dann  mit  Hilfe  dieser  von  Jt^m—Af  •••«  ^i9  erfolgt. 

2. 

Die  Coeffidenten  der  nach  Potenzen  von  •  entwickelten  Fundamental- 
gleichung 17)  sind,  wie  in  1.  bemerkt  wurde,  unabhSngig  von  dem  Punkte 
j;^,  was  nur  möglich  ist,  wenn  in  jedem  derselben  die  mit  Potenzen  von  x^ 
behafteten  Glieder  sich  gegenseitig  aufheben.  Daraus  ergiebt  sich  eine 
leichte  Berechnung  dieser  Coefficienten.  Denn  da  der  Punkt  x^  mit  keinem 
der  singuUren  Punkte  Oj,  ...,  a^  zusammenfUlt,  so  ist  0(2^)  von  Null 
verschieden,  deshalb  sind  die  Grössen  f^^(x^)  und  somit  auch  die  durch  15) 
definirten  ffj*  für  x^  endlich  und  demgemSss  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  x^  entwickelbar.  Zur  Berechnung  der  Coefficienten  in  Gleichung  17) 
wird  man  also  von  den  a^^  aus  denen  sie  zusammengesetzt  sind,  und  daher 
auch  von  den  f^^ixg)  nur  die  von  x^  freien  Glieder  beibehalten.  Da  aber 
nach  Formel  6)  in  allen  nach  w=^logx  genommenen  Ableitungen  der 
Coefficienten  a(€*).  aii(f*),  ...,  «■«(f'),  die  zur  Bildung  der  f^ix^)  bei- 
tragen, jedes  Glied  eine  Potenz  von  Xq  enthält,  so  folgt,  dass  diese  Ab- 
leitungen f&r  die  in  Bede  stehende  Berechnung  nicht  in  Betracht  kommen 
und  dass  es  genfigt,  zur  Ermittelung  der  von  x^  freien  Glieder  in  fl^{x^\ 
die  mit  ff^  (0)  bezeichnet  seien ,  gemSss  10)  die  folgenden  Gleichungssysteme 
an&nsteUen:         /  ,  .#  ^t 


St) 


«r 


V 


dx         fl«  -"'  •    a**  ^  '         •    fl 
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240 


div*        a«    dii^  a"^     dir  "*"""*"   a"     div' 


<PUn_    ^nl    dUy  ^„2     du^ 

dtP*        a9     dw        a9     dw 


a< 


24") 


dw* 
dw^ 


'11 


a 


0 


dir 
d«u, 


^12 


dw 
div' 


mm 
AT" 


+  •••  + 


a 


0 


In 


dUn 

dw  ' 

d^Un 


•0 


dw 


2 


d^ti„       a*,  (Pu,   .  ö„%  (Pu, 


,  dur*        a^    dw* 


dw* 


+ 


H 7. T-TT     n.  8.   W. 


•0 


dw* 


d  fx^  { d  t£^\ 

wo  der  Kürze  halber  u^  für  (u,)«,^,     ■     ,   für  I-t-x)     geschrieben  ist  und 

o 

o®,  aj'^  die  Werthe  von  a(a;o)  beziehungsweise  aihix^  sind,   wenn  nur  die 
▼on  x^  freien  Glieder  beibehalten  werden. 

Ist  das  Gleichungssystem  1)  ein  solches,  dessen  sämmtliche  Lösungen 
in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  regulär  sind,  so  genügt  bekanntlich 
(s.  Sauvage  in  den  Annales  de  TEcole  Normale  1886)  der  Exponent  r  von 
Qf  in  diesen  Lösungen,  unter  denen  stets  eine  yon  der  Form 

25)  u<=af((^®  +  6Vfl:  +  c<*a?*  +  ---) 

ist,  den  Gleichungen: 


i  =  1|  . . .,  w 


26) 


+  •••  + 


, 


woraus  sich  ergiebt:  ^ 


27) 


a 


13.  r  ^ 


t  ^  1,  Ä,  , . . ,  W 


Durch  die  Gleichungen  26)  werden  demnach  rc^\  rc^^  ...,  re»^  als  lineare 
homogene  Functionen  yon  e^^  c^^  ...,  c»^  in  derselben  Weise  ausgedrückt, 

ie  durch   die  Gleichungen  24)   (-r-^)    ,  ...,   \-r^)     als  Functionen 


wie 

Ans  27)  folgt  durch  Multiplication  mit  r: 


von 


;iDo* 


,0 


27-)  HciO  =  ^.„^o  +  ^».^^o+...  +  ^.„^o.     i=i,2,...,n 

Durch  das  Gleichungssystem  27)  erscheinen  die  Grössen  HC|^  r*e^^  ...,  r^c»^ 
durch  rCj^^^^c^^,  ...,  rCn    auf  dieselbe  Weise  ausgedrückt,  wie  vermöge  24') 

(spI (f5),  --'  (fS). it\  *"•  ^'•>  •'^*  ■'«' 

emer  das  Glejchungssystem : 
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27")       f»c,o  =  ^.f«c,'  +  ^^r»(!,">  +  ...+  ^-r»c,<».    i=l,2,...,ii 

vermittelst   dessen  Hcj^,  ...,  r*c»®  durch  r*c,®,  ...,  r*c„®   so  ausgedrückt 

werden,   wie  vermittelst  24")   die   (-r— J)    ,   ...,  {-^r-s)    durch   (t—t)  i 
'  Vdicr»/«;  \du^/u,,  \diffV^ 

'">\j—f)    "•  8.  w.     Hieraus  folgt,  dass  r^Cj^  r^Cf\  ..-i  r^Cn^  sich  durch 

c,^  cA  ... ,  c„®  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  (  - — j )    ,   (  t— r )  »  ••  •  i  ( "5 — r  1 

ausdrücken  lassen.     Da  nun,   wenn  blos  die  von  Xq  freien  Glieder  in  Be- 
tracht kommen,  sich  aus  Gleichung  10)  ergiebt: 


{^)=fh^^)'^+fh^^)<"+"+fL 


(0)c»,    t=l,  ...,n 


so  ist  also  auch: 

Nach  15)  ist  ferner: 

2*^^^i^t(^)  =  '''*^0)'    i  =  l.  ....♦»;  *  =  !,.. M« 
daher * 

«a (0)  c,»  +  «.i (0)  Cg« +  ...  +  «<„  (0)  c,» 

oder  zufolge  28): 

«a  (0)  Tj"  +  «,2  (0)  c,«  + . . .  +  a,„  (0)  c. 

Es  finden  somit  die  Gleichnngen  statt: 

(a„(O)-e''«0'"i"+  «itif>)        <i,*  +  --  + 

««(O)       c,<>+ (<,„{0)-e»'»0  ",•  +  ••• + 

««ilO)      (!,•+        o.,(0)        c,«  +  -..  +  («„{0)-e2'-*')c.<>  =  0, 

aas  welchen  sich  ergiebt: 

«uCO)-«*'"  ...         «.«(0) 
29) 


lc„» 

C(».e''«'. 

"1-^0) 

c-»  =  0, 

«2.tO) 

c.»  =  0, 

=  0. 


«»i(0)         ...  «,.lO)-e'^-' 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  co  in 
Gleichung  17)  von  Xq  unabhängig  sind,  folgt  daher  aus  dieser  und  der 
Gleichung  29)  die  Beziehung: 

30)  ca  =  c2'-«». 

Wie  bekannt   (siehe  die  Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  54.  Bd. 

S.  93 — 104),  muss  von   den  Elementen  der  Lösung  25)  mindestens  eines 

zum  Exponenten  r  gehören,  d.  h.  so  beschafifen  sein,  dass  es,  mit  x^'^  mal- 

tiplia'rt,   für  x=0  nicht  verschwindet,  während  d\«  tlbri^en  Elemente  su 
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Exponenten  gehOren  können,  die  nm  völlig  bestimmte  ganze  Zahlen  grösser 
sind  als  r.  Sind  demnach  o>| ,  . . . ,  con  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleich- 
nng  17),  die  zum  Punkte  x  =  0  in  dem  Oleichungssystem  mit  ausschliess- 
lich regulären  Lösungen: 

31)  fl?Tr=«'«^iH hörf-Wn,  t  =  l,  ...,n 


dx 


wo  also  die  Oik  holomorph,  gehört,  so  darf  von  den  unendlich  vielen,  sich 
um  ganze  Zahlen  unterscheidenden  Werthen ,  die  vermöge  30)  jedem ,  einer 
bestimmten  Wurzel  tok  entsprechenden,  rk  zukommen,  nur  derjenige  genom- 
men werden,  zu  welchem  mindestens  ein  Element  der  entsprechenden  Lö- 
sung als  Exponenten  gehören  muss,  welcher  also  der  aus  26)  hervorgehen- 
den Gleichung  —  der  auf  den  Punkt  x  =  0  bezüglichen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  — : 


genügt 


*ii 


—  r 


«0 


*n\ 


MSI 


—  r 


=  0 


8. 


Das  Gleichungssystem: 

t  =  1,  ••.,  w 

in  welchem  die  Beihen,  welche  die  Coefficienten  von  u^,  ti^,  ...,  Un  bilden, 
in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  oonvergiren,  weist  in  Bezug  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  r  und  »  dasselbe  Verhalten  auf,  wie 
das  Gleichungssystem  31)  der  vorigen  Nummer.    Setzt  man  n&mlich  daselbst 

x  =  — 9  so  verwandelt  sich  dasselbe  in  das  folgende: 

2)  —  <-37=(a<iH- ^i<  +  Cii^*H-.  •.)<*!  H \r(aim  +  hint  +  Ci^t^  +  **')uM, 

üt  « 

t  ^  1^  •  •  • ,  ft. 

In  diesem  Gleichungssysteme  sind  die  Coefficienten  von  u^,  ti^,  ...,  Un  in 
der  Umgebung  von  ^  =  0  holomorph,  dasselbe  gehört  somit  zur  Classe  der 
Oleichungssysteme  31),  welche  nur  reguläre  Lösungen  in  dieser  Umgebung 
zulassen.  Eine  von  diesen  ist  unter  allen  Umständen  von  der  Form  25) 
der  Nr.  2,  nämlich: 

3)  Ui  =  i^{Ci^  +  CiH  +  CiH'^  +  '*')j  »=1,  ...»w 

wo  g  eine  Wurzel  der  Gleichung 

OnH-^  ...      ain 


4) 


««1     ...  «■■  +  <? 


=  0 
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ist.     Bezeichnet  m    die  Lösung  der  zum  Punkte  ^  =  0  gehörigen  Fandamen- 
talgleichung ,  so  ist  also  nach  dem  Ergebnisse  von  Nr.  2: 

5)  (ü'=e^**'. 

Ersetzt  man  in  der  Lösung  3)  t  durch  — >   so  wird  dieselbe: 

X 

6)  tt,=af(ci<>+  — +  -^  +  ...).  t=l,  ...,n 

wo: 

7)  r  =  -p 
der  Gleichung  genügt: 


4') 


«11 — T    •••         flln 


=  0. 


Da  aber,  wenn  die  Variable  t  einen  geschlossenen  Weg  am  den  Punkt 
^==0  im  positiven  Sinne  der  Drehung  beschreibt,  die  Variable  x  den  Punkt 
07  =  00  in  demselben  Sinne ,  somit  den  Punkt  o;  =  0  in  negativer  Richtung 
umkreist,  so  folgt,  dass,  wenn  o)  die  Wurzel  der  zum  Punkte  x  =  0  ge- 
hörigen Fundamentalgleichung  bezeichnet, 

8)  CÜ  =  -7- 

ist     Aus  5),  7),  8)  folgt  daher: 

wo  also  r  so  beschaffen  ist,  dass  von  den  Coefficienten  c^  (t=l,  ..«.ii) 
mindestens  einer  von  Null  verschieden  ist. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  des  Gleichungssystems  2)  setzt 
sich,  wie  bekannt  (vergl.  meinen  Aufsatz  in  den  Denkschriften  der  Wiener 
Akademie,  54.  Bd.)  entweder  blos  aus  Elementen  der  Form  3)  zusammen, 
oder  aus  Elementen  dieser  Form  und  solchen ,  welche  die  Gestalt  haben : 

wo  die  Functionen  (p/^if)  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  eindeutig,  endlich 
und  femer  so  beschaffen  sind,  dass  von  den  Functionen  u^^  ti,,  .•.,  u« 
mindestens  eine  zum  Exponenten  ^,  der  eine  Wurzel  der  Gleichung  4)  ist, 
gehört. 

TT.  1 

Hieraus  ergiebt  sich,  indem  --  ftir  ^  substituirt  wird,  der  folgende 
Satz: 

Das  Gleichungssystem  1): 

i  =  1,  .  • .  f  tt , 

welches  im  Endlichen  nur  den  einen  singulären  Punkt 
jr  =  0  besitzt  uud  in  welchem  daher  die  Reihen,  welche  die 
Coefficienten  von  t/j ,  ...,  Un  bilden,  mit  Ausnahme  von 
x  =  i)  in  der  ganzen  x-Ebeue  convergiren,lässt  ausschliess- 
lich  nur  Lösungen  zu,  die  in  der  VJm^^XiMTi^  N^iXi  x^^cc  re- 
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--^fc —.*■■*- - 


_        .        ^-w"-^ 


gülftr  sind,  die  also  entweder  die  Form  6)   oder  die  fol- 
gende haben: 

WO  r  eine  Wurzel  der  Gleichung  4')  ist  und  91^,  ...,  <p^  ein- 
deutige Functionen  bezeichnen,  die  in  der  ganzen  x-Ebene, 
den  Funkt  a?s=0  ausgeschlossen,  endlich  und  überdies  so 
beschaffen  sind,  dass  von  den  Lösungselementen  u^,  ...,  u„ 
mindestens  eines  zum  Exponenten  r  gehört. 
Der  vorstehende  Satz  hat  selbstverstftndlich  auch  für  den  Fall  Geltung, 
dass  die  Beihen:  . 

ö|*  +  — +  -^  +  '**  ä:=1,  ...,n 

nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Oliedem  bestehen.     Ist  insbesondere: 

^*  =  c,A  =  -»-=  0, 
also  das  Gleichungssystem  1)  von  der  Form: 

Ä-T-;  =  afiUi-f...  +  ai,u«,  »=1,  ...,  n 

ax 

wo  Oii,  ...,  ain  Constante,  so  iSsst  sich  dasselbe,  wie  ich  in  der  zuletzt 

citirten  Arbeit  gezeigt  habe,  in  geschlossener  Form  ii^tegriren. 

Wien,  am  9.  Mai  1890. 


Zthacktin  /.  MMib^Mtik  «.  Pbjtik  XXXVJ.  t.  ^ 


IV. 

Ueber  eine  algebraische  Determinante  mit  eigenthüm- 
lichem  Bildungsgesetz  der  Elemente. 

Von 

Dr.  K.  Weihrauch, 

o.  Prot  d.  phytikal.  Oeogr.  a.  d.  ünir.  Dorpat. 


1. 

Bei  der  theoretischen  Untersuchung  einer  gewissen  meteorologischen 
Frage  stiess  ich  auf  Determinanten  von  eigenthümlicher  Gestalt,  welche, 
soweit  mir  die  Literatur  bekannt  ist,  bisher  nicht  behandelt  worden  sind. 
Im  Folgenden  soll  nun  Definition  und  Auswerthung  dieser  Determinanten 
in  kurzer  Weise  gegeben  werden,  woran  sich  dann  ein  allgemeinerer  Satz 
schliessi 

Man  habe  eine  Determinante  Gn,m  vom  Grade  n(in-^l),  welche  aas 
n  Systemen  von  je  m  +  l  Zeilen  bestehe.  Die  erste  Zeile  des  h^^  Systems 
enthalte  die  Potenzen  a^  von  h  =  0  bis  h  =  n(m+l)'-'\]  die  folgenden 
m  Zeilen  bestehen  aus  den  Differentialquotienten  der  ersten  Zeile  nach  Ok 
vom  ersten  bis  zum  m^.     Ein  solches  System  hat  also  das  Aussehen: 

1,   Qk,    ak\    ak\    ...,  aj(«+«)-\ 

0,    1,    2a*,  3a*^   ...,  (n(ni  +  l)- l)a^<-+^)~^ 

w»^0,    0,      2,     6aik,  ...,  (n(ni  +  l)-l)(n(ni  +  l)-2jaj('»  +  »)-», 
•••••••••••    •...••••••» 

Man  soll  Gf,^m  auswerthen.     Zur  Abkürzung  führe  ich  die  Bezeichnung  ein 

1)  (».p)  =  Ä(Ä-l)(Ä-2)...(Ä-p  +  l), 
woraus  sehr  leicht  gefolgert  wird,  dass 

2)  (Ä,i>)-(Ä-l,p)  =  p.(Ä-l,p-l). 

Es  werde  ferner 

3)  (Ä,  0)  =  1 
gerechnet,  und  man  hat 

4)  {h,h)^h\ 

5)  (Ä,  p)  =  0  für  p>Ä. 

Für  den  p^^  Differentialquotienten  von  a^  nach  a«  hat  man  also 

d^  (ai) 

6)  -r-     ^^^/')ö?■'^ 
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■  -■"  -r       .•^^- 


nnd   die  zu    untersuchende   Determinante  kann  in   der  Oesialt  geschrieben 
werden 

Ä  =  0,  1,  ...,(n(m  +  1)-)), 

P  =  0,   1 ,   . . . ,  M, 


^) 


G^»,«  = 


{h,p)ai-P 


Hierbei  bezieht  sich  der  Index  k  auf  die  Folge  der  Systeme,  der  Index  p 
auf  die  einzelnen  Zeilen  der  Systeme,  der  Index  h  auf  die  Colonnen  der 
Determinante. 

Unter  einer  Transformation  nach  a^  soll  nun  folgender  Proceas 
Terstanden  werden: 

Jede  Colonne,  von  der  letzten  bis  zur  zweiten,  werde  der  Beihe  nach 

vermindert  um  die  mit  a^  multiplicirte  vorhergehende  Colonne;  die  Elemente 

der  ersten   Zeile  werden  dadurch  gleich  Null,   mit  Ausnahme  des   ersten, 

welches  1  bleibt.     Die  Determinante  erniedrigt  sich  daher  im  Grade  um  eine 

Einheit,  d.  h.  es  beginnt  nun  ^  mit  dem  Werthe  1  statt  des  früheren  An- 

fangswerthes  Null,  und  mit  Bücksicht  auf  2)  wird 

gs=0,  l,...,(in-l), 

Ä=l,2,  ..,(n(ni+l)-l), 


8)   ö.,„- 


(3  +  l)(Ä-l,g)a/-'-^ 


fC  —  ^,    Öf    »••  y   fl  > 

P  =  U,  1,  ... ,  fH, 

Die  m  Zeilen  des  ersten  Systems  haben  der  Reihe  nach  die  Factoren 
1,  2,  ...,  m.  Die  ersten  Zeilen  der  n—l  übrigen  Systeme  haben  allgemein 
das  Element 

9)  aj  — aj-'a,  =  a*-Va*-ai). 

Die  Determinante  besitzt  also  auch  die  Factoren 


Gn  —  a,, 


Setzt  man: 

10)  F,  =  n{a,-a,), 

80  kann  statt  8)  geschrieben  werden 


11) 


©«.mÄOTU",  . 


(Ä-1.  <7)o,*-'-» 


a 


h-i 


q  =  0,  1,  ....  (m-1),   Ä=  1,  2,  ....  (n;m  +  l)-l), 

Wird  hier  in  jedem  System  vom  zweiten  an  die  erste  Zeile  von  der  zweiten 
subtrahirt,  so  lauten  die  Elemente  der  umgestalteten  zweiten  Zeilen,  wenn 
der  Factor  1  durch  1.(ä  — 1,  0)  ersetzt  wird, 

((Ä,l)-l.(Ä-l,0))a/-'-{Ä-l,l)a/-'a, 


12) 
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unter  Berflcksichtigang  von   2)   fllr  j>=l.     Diese  («  —  1)   zweiten  Zeilen 

gestatten  daher  abermals  die  Heraashebung  der  n  — 1  Factoren  des  Pro- 

ductes  F,t  nnd  man  hat 

(A-l,g)a,»-'-« 


13) 


ö, 


«.M 


mlJPj« 


ft-i 


(Ä-l.l)a»-» 


vollzogen,  so  entsteht 
15)  ff»,„  =  m!rrt* 


(»-I,y)a,*-'-» 
(*-l,l))a*-'-i' 


(A,  p)  aj^-P  -  (A  - 1,  i>)  a  *-P-'  a, 
3  =  0,  1,  ....  (m-l),    »  =  1,  2,  ...,  («(m  +  l)-l), 

Snbtrahirt  man  hier  die  mit  2  mulüplicirten  zweiten  Zeilen  aller  Systeme, 
▼om  zweiten  an,  von  den  bezüglichen  dritten  Zeilen,  so  erkennt  man  wegen 

14)  (A,2)-2.(»-l,  1)  =  (»-1.2), 

dass  abermals  das  Prodnet  jPj  herausgehoben  werden  kann.  Dieser  Process, 
den  ich  eine  Rednction  nennen  will,  lässt  sich  in  entsprechender  Weise 
mit  den  spftteren  Zeilen  wiederholen,  wobei  die  Factoren  des  Subtrahenden 
entsprechend  3,  4,  ...,  m  werden  müssen.     Werden  diese  m  Beductionen 

2  =  0,  1,  ...,  (m  — 1), 
Ä=l,2,  ...,  (n(m+ 1)-1), 

j?    =0,      1,         ...,     ffl. 

unternimmt  man  hier  wieder  eine  Transformation  nach  aj,  so  erniedrigt 
sich  der  Grad  der  Determinante  wieder  um  eine  Einheit,  d.  h.  es  beginnt 
h  nun  beim  Werthe  2.  Die  m  — 1  Zeilen  des  ersten  Systems  gestatten  die 
Factoren  (m  — 1)!  und  die  ersten  Zeilen  der  übrigen  Systeme  das  Product 
F^  herauszuheben,  während  m  aufeinander  folgende  Beductionen  wieder 
J^,"*  als  neuen  Factor  der  Determinante  erscheinen  lassen,  so  dass 

(Ä-2,?)a,»-'-« 

16)        ö,,«  =  m!J','"+«.(m-l)!f,-+' 

(»-2,j,)a»-»-P 

y  =  0,  1,  ...,(m-2),    A  =  2,3,  ...,  (n(m  +  l)-l), 
Äj!=52,3,  ...,fi,   i>^0,  1,  •••,i}t 

wird.  Hiermit  kann  man  wieder  in  derselben  Weise  verfahren.  Macht  man 
daher,  von  Anfang  an  gerechnet,  den  Process  der  Transformationen  nach  a 
und  der  Beductionen  (in  +  l)-]»^!)  so  geht  Oj  ganz  aus  der  Determinante 
heraus,  da  es  nach  jedem  Process  in  einer  Zeile  weniger  vorkommt  als 
vorher,  und  man  erhSlt  schliesslich 

17)   ff,,,„  =  in!(m-l)!  ...  2!  l!()liJ'^('"+»'|(Ä-ni-l,i))a*-'"->-i»| 

Ä;  =  2,  3,  ...,  n,    Ä  =  m  +  1,  •n  +  2,  ...,  (n(m  +  l)  — 1),    p  =  0,  1,  ...,  m 
oder 

18)  Gt».m  =  m!(iw~])!  ...  2!  HO!  F,('»+')' |(/i,i))a*-r| 

t8=:2|3,  ...,  n,   Ä  =  0,  1,  ...,  ((n  — X){m+1)  — 1),    pa=0,  1,  ,..,  «». 
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Oenan  80,  wie  Gn,«  aus  den  n  Elementen  a^y  o^y  ...,  ün  aufgebaut 
ist,  ist  die  in  ]8)  stehende  Determinante  aus  den  w  — 1  Elementen  o^, 
^81  •••>  <ht  gebildet,  wie  man  beim  Vergleich  mit  7)  sofort  erkennt;  be- 
seichnet  man  daher  dieselbe  durch  G».!,«,  so  hat  man 

und  entsprechend^  wenn  man  als  Definitionsgleichungen  einführt 


20) 


F,= 


=jfT(^*-"^) 


Ars:« 


das  System 
21) 


F=« 


). 


(  ö„-i,«  =  inI(m-l)!...2!l!0!F,<-+i)*.ff,.,,«, 

(h,m==-fnl  (m-1)!  ...  2!  1! 0!  F(^-\^^\Gt^^. 

Nun  ist,  wie  man  sofort  findet,  &\^m  eine  Determinante,  die  sich  auf 
das  Hauptdiagonalglied  reducirt,  d.  h. 


22) 


ö^i,t»  =  ml  (»-!)!  ...  21110! 


Berflcksichtigt  man  noch,  dass  Z^,  F,,  ...,  Fn^t  das  Produot  aller 
aus  der  Reihe  a^f  a^,  ...,  a»  zu  bildenden  Differenzen  üm^dk  ist,  wenn 
immer  m^h  genommen  wird ,  d.  h.  dass 

23)F..F....F._.=^(«,,a.....,«.)=|a{i'JiJ;f;;;;;;'_j^^ 

der  bekannten  Differenzendeterminante,  ist,   so  erhält  man  aus  19),  21), 

22)  und  23)  sogleich  als  Endergebniss 

dP(a{) 
24)  e.n,  =  |(Ä,;».a*-^|=  ^^^, 

=  (m!  (w-l)!  ...  2!  HO!)".  (^f(a,,  o,,  ...,  a„))<"«+*)' 
ÄJ=  1,  2,  ...,  n,    Ä  =  0,  1,  ...,  (n(m +  1)-~1),    p  =  0,  1,  ...,  m. 

Für  «i»  =  0  wird  wieder,  wie  bekannt, 

28)        ö..o=|a*|  =  ^(a.,  «,....  o.)    * I J;  f ,' ^ ^^ _  j,. 

Ich  lasse  einige  einfache  Beispiele  folgen. 

Für  n  =  2,  m  =  1  wird 

I  1»  «1»    <»    «i' 
0,    1,    2a,,  3a,« 


©2, 


1»    flfi     ««*.       «2* 

0,   1,   2a,,  3a,« 


=  («« -  «i)*- 


Vi 


Viflm  mm  Migßiibnmkt^  üMenuMsto  cic^ 


tfiu  n-^a,  m-i  w^r4 


«#,»- 


<f 


0,  I,   »«,,  »Vi  4tf/,  6a/ 

1,  tf,,   Äg*,   «,•,  a/,     a/ 

0,  I,  5?«g,  »a/,  4ap%  ß^ 

1,  /i|i  tf/i     a/,  a, 


((«,  -  «l)  («3  -  «|)  {«»  -  «t))*- 


»  • 


«».•- 


6a/ 


4(a,-a,)*. 


m  4 


*?\  K- 


(),    I,  »«g,  »a/.  4a/,  6a,* 

li  »II  «/.     «/.  fl/f 

0,   I.   »a,.  »a/,  4a/, 

0.  0.     »,    «aj.  12a/,  20a/ 

1,  «,,   «/.    ag*,  tfgS       a/ 
0,    li    «rt,,  JK».  4a,\    50,* 
(>,  (>,     a,     ««,.  12a,«,  2()a,« 

Auf  iin.m  lM«ikii  ult^h  mich  fol|^>nd«  goniometriscbe  Determinanieii  sa- 
vU^kfUhl'iilii  mMxff^  mioh  au  tUr  gioisMi  UuUmuoboDg  Teranlasst  haben. 

)i  ff^^s  *i^^kx    «wi)#i«     m'h^#i«  ...,      <^(i^l)«ibi        stll(1^-l)xibt      eosvi 

«s^  vUm  <iU«sv  A^f  hr^  uii^^(<M%JU  )S#^W  «kiM  |M4t%k  fcii^«  «Iwml  Ekneste  die 

S^^  >  -^  -  ^ 


:ftf 


4  -r   **  - 


V      % 

^ 


».^* 


^       • 


fc-    ^?     - 


^«iM  «  ^te^  UmIi^  ^^  •%.   -»-^  «M» 
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mit   kleinerem   Index  als  Subtrahend  genommen  wird,   so  kann  man  mit 
Hilfe  von  28)  in  sehr  einfacher  Weise  zeigen,  dass 

32)  ^(ai,a,,  ...,a„)  =  (2i)    »     .P,.e     ''     . 

Dann  folgt  aus  31) 

33)  ^  =  (-l)^2<21'-0(— 1)./>^4^5,-^^^ 

34)  J?  =  (-l)»-*.2<'''->K*-».P/.co5tf. 

2. 

Auf  die  in  1.  behandelte  Determinante  Gn^m  lässt  sich  auch  noch  eine 
andere  Determinante  von  viel  allgemeinerem  Charakter  zurückfuhren. 

Es  sei  v^^^^  eine  ganze  algebraische  Function  A^*°  Grades  von  Zk^  also 


35)  «'i*^=^  angZk'^. 

Der  p^  Differentialquotient  dieser  Function  nach  Zk  werde  durch  v^^  be- 
zeichnet, also  ,^,  ,fcv. 

36)  f4*)  =         ^     ' 

Dann  ist 

37)  «^i*;,  =  Ä!aÄ,Ä, 

38)  «'l^'p  =  0  für  p  >  Ä. 
Es  soll  die  Determinante  .   ^ 

39)  f;.,„  =  |»<;»),|    ä=0,  1,  ...,{«(m+l)-l), 

p  =  0,  1,  .. .,  f»i 

berechnet  werden.  Die  Anordnung  ist  wieder  so  zu  verstehen,  dass  n 
Systeme  von  je  {m+l)  Zeilen  vorhanden  sind,  fdr  X;=l,  2,  ...,  n,  dass 
ferner  im  einzelnen  System  die  Elemente  einer  folgenden  Zeile  die  Diffe- 
rentialquotienten  der  Elemente  der  vorhergehenden  Zeile  sind  und  dass  h 
der  Index  für  die  Colonnen  ist.  Denkt  man  sich  in  V^^m  &uch  die  nach 
38)  verschwindenden  Differentialqaotienten  mit  ihrem  Werthe  Null  als  Sum- 
manden hingeschrieben ,  so  stehen  in  der  q^*^  Colonne  überall  q  Summanden. 
Wenn  man  nun  die  untereinander  stehenden  Summanden  jedesmal  als  zu- 
sammengehörig betrachtet,  so  lässt  sich  Vn,m  in  (n(fn  +  l))\  neue  Deter- 
minanten W  zerspalten,  die  in  jeder  Colonne  immer  nur  einen  Theilsatz 
besitzen,  unter  diesen  Determinanten  W  ist  eine  einzige,  Wn^my  in  wel- 
cher sSmmtliche  Potenzen  von  Z/^  von  Zk^  bis  5^n(»»»+i)-»j  auftreten.  Bei 
allen  anderen  erscheinen  mindestens  zwei  Colonnen,  welche  die  nämlichen 
Potenzen,  etwa  Zk*'^  enthalten;  es  seien  dies  die  r^  und  die  s^*  Colonne. 
Aus  diesen  Colonnen  können  dann  die  Factoren  ar-1,9  ^^^  ^'-U9  ^^^  ^^® 
Determinante  gesetzt  werden,  und  man  erkennt,  dass  die  Determinante 
wegen  der  Identität  zweier  Colonnen  verschwindet.     Es  wird  deshalb 
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Nach  dem  oben  Ober  Wn,m  Gesagten  ergiebt  eich  sofort 


41)         TT«.,  = 


oder 
42) 


Ä  =  0,  l,  ....  (f.(m  +  l)-l), 

p  =  0,  1,  ...,  IM 


1^«,w  =  ao.O.Ö|,l  •••^(m  +  l)~l,fi(>"  +  i)— 1  • 


{d0k)^ 


Die  hier  auftretende  Determinante  ist  aber  genau  Gn,m  ^  (i^k  =  ßkj  man 
erhftlt  also  schliesslich  nach  24) 


43) 


F-^-=l<;i  = 


df 


ah,,»k^ 


I 


Ä  =  0,  1,  ...,  (n(m  +  l)-l), 
p  =  0,  1 1  . . . ,  in 


=  flO,0'Ol,l  •.•aa(M-|.|)-1,a(«.ft)-l 

X  (ml(m-l)! ...  2!  l!00"(^*(5,,  «„  ...,  ««jy+'J*. 
Dorpat,  8.  December  1889. 
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L  Heber  Thetafanctioneii,  deren  ArgnmeAte  einem  System 

▼on  Drittelperioden  gleich  find. 

Setzt  man  in  eine  Thetafanction  fttr  die  Argumente  ein  System  halber 
Periodicitätsmodoln  mit  angerader  Charakteristik  ein,  so  verschwindet  die- 
selbe. Soll  aber  eine  Thetafanction  verschwinden ,  wenn  fdr  die  Argamente 
ein  System  von  Drittelperioden  gesetzt  wird,  so  mass  zwischen  den  Modaln 
eine  Beziehang  statthaben.  Diese  Beziehang  mag  hier  fttr  den  Fall  der 
Thetafnnctionen  zweier  Veränderlichen  aafgestellt  werden. 

Der  sa  diesen  Fanctionen  gehörende  algebraische  Bereich  sei  {s,  5), 
wo  8  mit  0  durch  die  Oleichang 

verbanden  ist.  Femer  seien  u^(8, 5),  ft,(5,  0)  die  Oberall  endlichen  Normalinte- 
grale des  Bereiches ,  tu ,  Tj,  ,  x^  die  Modaln  der  Thetafnnctionen ,  and  zur  Ab- 
kOrznng  werde 

((«*  («,  ^)))  =  ((w))  =  (mi  (s,  0) ,  M,  («,  0)) , 

((O)  =  (i*"i  ^11  +  \^\  h%  +  W\*^^    i^'\  ^«1  +  4*"i »«+ i/'a  *«)» 
gesetzt.     Die  Charakteristiken 

seien  ungerade  und  ihre  Summe  sei  der  Charakteristik 


[n]-(oi 


gleich.     Alsdann  ist  die  Function 

eine  dreiwerthige  Function  von  5  und  jt,  deren  dritte  Potenz  im  Bereich 
(3^0)  einwerthig  ist.  Die  Anfangs werthe  der  u  seien  .so  bestimmt,  dass  in 
jedem  Yerzweigungspunkte  %|,  Ä;^,  ...,  Jc^  ((u))  einem  System  halber  Perio- 
dicitfttsmoduln  mit  ungerader  Charakteristik  gleich  ist,  und  zwar  mag  bez. 

((«))  =  ((«'))   ((«))  =  ((»"))   ((«))  =  ((O) 
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sein,  und  die  drei  übrigen  Verzweigungspunkte  mögen  %\  x^,  %"  sein.  So 
wird  fißy  b)  in  den  Punkten  k'\  k'"  unendlich  gross  erster  Ordnung.  Für 
5  =  Ar'  aber  wird  die  Function  f  unendlich  klein  erster  Ordnung  dann  und  nur 
dann,  wenn  sich  (5,  ir)  =  (<r,  {;)  so  bestimmen  l&sst,  dass 

((« (ff.  0))  =  ((«)) 

wird.     In  diesem  Falle  ist  P  in  der  Form  enthalten 

n{s,s,)-c{,-k) i,-k"n^-k-y ' 

und  es  muss  dieser  Ausdruck  für  (5 ,  1^)  =  (er,  i^)  unendlich  klein  dritter 
Ordnung  werden,  was  nicht  bei  jeder  Lage  der  Verzweigungspunkte  mög- 
lich ist.     Hierzu  ist  vielmehr  nöthig,  dass 

a«(5-Ä')«(i?-r)«(iP-Ä")«-««a-ÄV(f-ifc")«(J:-0* 
oder 

(t-  *')  (t-  O  (t-  *")  (*-*•)(*-  k")  (s  -  r ) 

-{t-lc'){t-k"){t-k"'Kg-»)(z-K'){t-x"') 

ffir  g  =  i  dreimal  verschwinde.  Bildet  man  die  erste  und  zweite  Ableitung 
dieses  Ansdmckes,  setzt  e^i,  so  erbSlt  man  zwei  Bedingungen,  die  durch 
geeignete  Combination  in  die  Form  gebracht  werden  kSnnen 

I)  !;»(r,-c,)  +  :»(C,r,-c,r,  +  3c,-3r,) 

+  3 1((7,  r,  -  c,  r.)  +  2(C,  r,  -  c,  r,) = o, 

II)  2£»(C,-r,)  +  3s;*(r,-C,)  +  j;(3C,-3r,+c,r,-c,r,) 

wenn  zur  Abkflrzung 

k'+  k"+  »'"=  (7, ,    *'*"+  k"k'  +  k"- k'=  C, ,    k'k"k"'  =  G, , 

X  +  X+X=rj,  XH+XX+XX  =  /j,         XXX      =i3 

gesetzt  wird.  Die  Resultante  dieser  beiden  in  den  einzelnen  Verzweigungs- 
punkten linearen  Gleichungen,  die  wir  mit 

Ä((0)) 
bezeichnen ,  ist  eine  ganze  Function  sechsten  Grades  in  jedem  Verzweigungs- 
punkte und  ist  in  k'k"k'"  und  in  %  %' %"  symmetrisch,  und  ändert  sich 
nicht ,  wenn  man  die  k  durchgehend  mit  den  x  vertauscht.  Hieraus  folgt  von 
selbst,  dass  es  gleichgiltig  ist,  welche  ungerade  Charakteristik  man  für  n 
nimmt.  Ist  7?((0))  =  0,  so  ist  ^  eindeutig  bestimmt,  für  <r  aber  ergeben 
sich  zwei  Werthe;  die  Summe  der  Drittelsjsteme  ((q>)),  die  diesen  beiden 
Werthen  entsprechen,  ist  congruent  ((0)). 

Es  ist  demnach  leicht,  die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  irgend 
ein  Drittelperiodensjstem  eine  Thetafunction  zum  Verschwinden  bringt,  wenn 
es  für  die  Argumente  derselben  gesetzt  wird;  welches  aber  dieses  System 
ist,  das  liegt  verborgener.  Es  giebt  40  Paare  solcher  Drittelsysteme,  wenn 
die  Summe  der  Systeme  eines  Paares  congruent  ((0))  ist;  sie  gehören  zu 
den  40  verschiedenen  dreiblättrigen  El&clieii  vom  Geschlecht  Eins  ^  mit  sechs 
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über  k^^  k^j  h^^  k^^  k^,  k^  liegenden  Neinfachen  Verzweigungspankten ,  welche 
wie  die  Function  ^      /./      \  ,  ^/  \ 

Terzweigt  sind.  Ist  R({0))  =  0^  so  verschwindet  d  in  dem  Verzweigungs- 
punkte  k'  dieser  dreiblättrigen  Fläche  und  auch  noch  in  dem  darüber  liegen- 
den Punkte. 

LSsst  sich  ein  System  von  Sechstelperioden  in  ein  System  von  Drittel- 
perioden und  ein  System  von  halben  Perioden  mit  gerader  Charakteristik 
zerlegen  in  ((q>  +  go)),  wo  i»  das  System  halber  Perioden  ist,  während  wieder 

''''^  ((«))  =  ((«'+V'+«'")) 

iflt,  wo  n'y  n\  n"  ungerade  zu  Verzweigungspunkten  k\  k'\  k"  gehörende 
Charakteristiken  sind,  und  bedeuten  %\  %'\  %"  die  übrigen  Verzweigungs- 
punkte, so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Thetafunction  ^((oo  +  c^)) 
verschwindet,  formell  dieselbe,  als  die  für  das  Verschwinden  von  '&((o>)); 
es  bilden  nur  die  Verzweigungspunkte  X;',  }i\  k'"  und  %\  %\  %"  eine  andere 
Gruppirung  als  dort.  Man  wird  diese  Bedingung  passend  mit  A(((o))  =  0 
bezeichnen. 

Das  Product  II R  ((co)) ,  in  welchem  die  zehn  Factoren  den  zehn  geraden 
Charakteristiken  entsprechen,  ist  eine  symmetrische  Function  der  Verzwei- 
gungspunkte *!,  *j,  ...,  Äg. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Function 

durch  eine  algebraische  Gleichung 

gegeben  sei,  worin  ao(if)  =  ao=  (ir  — ä")(^-"^'')  "°<^  ö«W  =  ö8»  Ö3(j8)  =  a5 
ganze  Functionen  von  z  vom  zweiten  Grade  sind,  mit  der  Eigenschaft,  dass 

««(Vöo+«i')  =  0 
für  0s=sk^y  A^,  ...,  k^  wird  und  ausserdem  eine  doppelte  Wurzel  besitzt, 
80  gehört  zu  d  gemäss  der  Definition  dieser  Function  durch  Thetafunctionen 
ein  ganz  bestimmtes  System  von  Drittelmoduln  ((od)).  Soll  nun  '9'((oi>)) 
verschwinden ,  so  muss  jeder  Werth  von  d  für  z  =  k'  Null  werden ,  woraus 
folgt,  dass  03  ein  vollständiges  Quadrat  sein  und  {\1t  z  =  k'  verschwinden 
muss,  was  zwei  Bedingungen  ergiebt 

Lassen  wir  nun  von  allgemeiner  Lage  her  die  k  so  variiren,  dass 
a^{k')  =  0  wird,  so  muss  auch  a,(A;')^0  sein,  weil  k'  ein  Verzweigungs- 
punkt des  Bereiches  (iS,ier)  ist.     Der  Ausdruck 

ist  linear  in  5,  und  gleich  Null  gesetzt,  muss  er  in  einem  Verzweigungs- 
punkie  verschwinden,  und  zwar  nochmals  in  k\  weil  sonst  die  zu  (1^,5) 
gehörende  Fläche  vier  einfache  und  zwei  doppelte  Wiiid\iiigä^v]L\ik.\A  ^t\i\<^V\fe^ 


und  es  rnuas  deshalb  a^[i)  fOr  g  =  k'  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 
werden ,  so  dass  die  eine  Bedingung  Og  {k')  ^  0  ftir  das  Verschwinden  von 
&((■>)))  ausreicht,  wenn  man  den  Fall  aopschliesst,  dase  Verzweignngspnnkte 
zasammenfaUen,  j  TaouiM. 


XL  Lieht  und  Elektrieit&t  ^1 

(Hiorza  Taf.  II.)  ^ 

Nachdem  kurz  Torher  in  einem  Artikel  der  Kölnischen  Zeitung  die  in 
JQngater  Zeit  vielbesprochenen  Versuche  des  Prof.  Hertz  in  Bonn  als  eine 
neue  und  grosse  Errungen  sc  haFt  und  als  ein  schlagender  Beweis  dafür  ge- 
feiert worden  war,  dass  „Licht  und  Slektricität  identisch"  seien, 
ist  in  der  Bohemia  vom  15.  Janaar  d.  J.  darauf  hingewiesen  worden,  dass 
Prof-  K.  W.  Zenger  in  Prag  dies  bereits  1885  ausgesprochen  und  auch 
veröffentlicht  habe,  und  es  hat  sich  dann  daselbst  in  Anlehnung  an  einen 
Aufsatz  von  K.  E.  Liesegang  in  der  Centralzeitang  ftlr  Optik  der  un- 
genannte Verfasser  eingehend  Aber  den  Satz  verbreitet:  ,Das  Auge  ein 
elektrisches  Organ."  Hier  mOge  auf  die  erstere  Andeutung  etwas  näher 
ein  gegangen  werden. 

Allerdings  habe  ich  in  meinem  Ende  1885  bei  Hartleben  in  Wien 
erschienenen  Werke:  „Ti'w  Meteorologie  der  Sonne  und  ihres  Systems"  es 
bereits  ausgesprochen  und  auch  den  Nachweis  dafUr  erbracht,  dass  die 
Grundform  der  Energie  die  ElektricitSt  sei,  und  dass  aus  ihr  sich  alle  an- 
deren Formen  durch  Abänderung  der  Art  der  Bewegung  ableiten.  Auf 
S.  231  dieses  Werkes  —  das  leider  bisher  viel  zu  wenig  beachtet  worden 
ist  —  habe  ich  ganz  klar  und  bestimmt  gesagt: 

„Als  Resumä  alles  Voran sgegangenen  lässt  sich  kurz  ansspreches,  dass 
alle  meteorologischen  Erscheinungen,  alle  endogenen  Störungen,  sowie  die 
Bewegungen  im  Sonnensysteme,  die  ErGcbeinungen  der  allgemeinen  Attrae- 
tion,*  der  elektrischen  und  magnetischen  EraftSusserung  auf  eine  einzige 
Drkr&fl  sich  inrOckfOhren  lassen,  die  ebenso  in  der  Sonne,  wie  im  klein- 
sten Theilchen  des  Ungeheuern  Sonnensystems  ihren  Sitz  hat,  and  deren 
Energie ,  nach  denselben  allgemeinen  Grundgesetzen  wirkend ,  ihre  Wirkung 
nur  in  verschiedenen  Formen  Sussert.  als  elektrische  und  magnetische 
Kraft,  von  der  alle  Qhrigen  Formen  derivirt  werden  kfinnen, 
seien  es  elastische.  Schall-,  Licht-  oder  WBrmewirkangen, 
oder  Gravitationswirkungen.* 

*  YergL  auch  Comptee  rendui  vom  ä  Sept.  18S9.  Bd.  10»  S.  «H;  danw  in 
B«iblAtt«r.  1889  Nr.  13.  in  La  Lami^re  glectriqae;  Bd.  33  S.  &U  n.  •.  w.  —  Ea  «j 
ngleich  auf  meine  frflheren  Uittbeilimgen  verwandten  Inhalt*  in  den  Comptec 
rendu  ISSS.  Bd.  9«  S.  110;  Bd.  lus  S.  965;  Bd.  103  S.  738;  Bd.  IM  S.  959.  1556 
amd  taS;  Bd.  KU  S.  439  hiagewieseo.  «owie  auf  die  jÜDgrte  von  37  Janiuu  lS9u, 

liwa  SM. 


In  der  That  habe  ich  (&nf  8.  160  bis  168)  an  der  gleichseitigen  Er- 
(cbeinutig  und  dem  ganzen  Verlaufe  gewaltiger  ProtubeTsnsierscbeintmgeD 
TOn  ausserordentlicher  Dauer  den  6.  uod  7.  September  1871  vom  Tacchini- 
(cben  Nordlichts typua  einerseits  und  auf  der  andern  Seite  eines  der  glSn- 
lendaten  Nordlichter,  welche  je  in  Schweden  beobachtet  worden  sind,  eines 
Nordlichtes,  das  ebenfalls  zwei  Tage  dauerte,  gezeigt,  daes  alte  Phasen  der 
Sonnen  vorgSnge  gleichsam  en  miniature  in  der  irdischen  Nor  d  lichte  rscb  ei - 
nnng  wiedergegeben  wurden,  und  dass  eich,  wie  bei  dieser,  drei  scharf  ge- 
ichiedene  Phasen  zeigten ,  aus  deren  nahezu  gleichen  Zeitintervallen  für  die 
Sonnen erscheinong  und  fUr  die  irdische  Erscheinung  (S.  160—165)  die 
ForIpÖanzungEgeEcb windigkeit  der  elektrischen  Sonnenradiation  von  mir  zn 
46S3  Kilometer  in  der  Secunde  bestimmt  wurde. 

Die  Comptes  rendus  vom  13.  Januar  1890  (Bd.  110  S.  72)  veröEfent- 
licfaen  genaue  Wiederholungen  und  Erweiterungen  der  Hertz'scben  Ver- 
racbe  von  E.  Sarasin  und  L.  de  la  Rive,  welche  klarlegen,  dass  die 
alektrische  Badiation  nicht  identisch  sein  künne  mit  der  Lichtstrahlung, 
da  beide  für  die  Lichtstrahlung  wichtige  Merkmale  fehlen,  die  Constanz 
sowohl  der  WellenlUnge,  wie  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit;  auch  Cornu 
(ebenda  S.  75;  vergl.  auch  Lumiäre  Electrique,  Bd.  35  S.  337)  schliesst  sich 
der  AnscbauDDg  an,  dass  die  Ergebniüse  der  Versuche  von  Sarasin  und 
de  la  Bive  nicht  vereinbar  sind  mit  der  von  Hertz  gemachten  Annahme, 
dass  die  von  ihm  als  periodisch  angenommenen  Erschütterungen  —  hervor- 
gebracht durch  den  Funken  des  ünterbrechungsapparateB  der  Inductorspnle 
—  anch  im  indicirten  Leitungsdrahte  periodische  hervorrufen,  welche  von 
einer  nnverfinderlichen ,  hlos  vom  Dnlerbrechnngsapparate  abhängigen  Periode 
oind.  Sowohl  die  Wellenlänge  I.,  als  auch  die  Schwingungsdauer  T  wurden 
Ton  Sarasin  und  de  la  Rive  als  vom  Beaonator  abhangig,  also  als  ver- 
Inderlich  befunden;  da  eine  veränderliche  FortpSan Zungsgeschwindigkeit  (F) 
der  Indnction  in  dem  Drahte,  welche  Hertz  nach  der  fUr  die  Wellenlänge 
des  Lichtes  giltigen  Gleichung  1l=VT  berechnet  und  welche  der  (anter 
ümaUUiden  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  identischen) 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  elektrischen  Welle  entspricht,  nicht  zu- 
gegeben werden  kann,  so  ist  auch  die  elektrische  und  die  Lichtentwickelung 
nicht  identisch. 

Dass  dem  so  sei,  habe  ich  an  einem  merkwürdigen  Blitzschlage  in 
einen  Spiegel  gezeigt  (vergl.  Compt«s  rendus,  Bd.  109  S.  295).  Dieser 
Blilischlag  traf  im  Juli  1889  in  der  Wohnung  des  Directors  der  Fabrik 
chemischer  Product«  in  Wolfsschlinge  bei  Aussig  einen  5  mm  dicken  Spiegel, 
dessen  Bückseite  versilbert  war.  Der  Spiegel  vrurde  nicht  blos  zertrümmert, 
sondern  auch  vielfach  durchlöchert  und  das  Glas  aus  den  conischen,  unt«n 
bis  3  mm  weiten  Durchbohrnngen  in  geschmolzenem  Znstande  weggeblasen, 
nicht  ohne  dass  au  der  Wand  derselben  feine  Fäden  von  gebcbmolzeuem 
GlaM  hängen   bheleo,    welche  die  Innenwand  mit  heVikoiiaVcTv  'Nvwiwi^wi 
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anskleideten.  Die  Photographie  dieser  DarobbohraDgem  »igt  dies  deutlich. 
Es  befand  sich  also  das  geEcbmolzene  Glas  in  einer  dergeitaltigen  Bewegung 
und  diese  Wirbelbewegnng  bat  die  scb □  ecken fSnnige  Spur  hinterlaaBen, 
Ist  nun  die  von  Lodge  mit  raucberftlllter  Luft  gemachte  Beobachtung 
durch  diese  vom  BÜCie  fainterlassene  Spur  bestätigt ,  so  mnaa  man  wohl 
annehmen,  dass  die  elektrische  Entladang  nicht  aaa  Wellenbewegungen  be- 
steht, sondern  ans  Wirbelhewegungen ,  bei  denen  dann  von  einer  Periode, 
wie  bei  den  Wellenbewegungen,  keine  Rede  sein  kann;  wohl  aber  gilt  für 
diese  das  Gesetz  Jer  geradlinigen  Fortpflanxung  der  Wirbel  im  iaotropen 
Medium  und  das  Gesetz  der  Quadrate  der  Entfernungen,  wie  Weyber  in 
seinem  kürzlich  erschienenen  Werke:  Les  tourbtllona,  Paris  1889,  Ganthier 
Villars,  nachgewiesen  bat.  Trifft  der  Wirbel  auf  ein  anderes  Mittel,  so 
wird  er  abgelenkt,  kann  reflectirt  und  gebrochen  werden,  ist  aber  trotzdem 
keine  Wellenbewegung,  sondern  bleibt  such  dann  eine  fortschreitende  Wirbel- 
bewegung. 

Die  Sonnenindaction  hat  mich  gleichfalls  xa  einer  ganz  andern,  etwa 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  elektrischen  Stromes  in  Unterseekabeln 
gleichkommenden  Fortpflanzung  der  elektrischen  Sonnenrad iattOD  im  Pia- 
netenraume  gefOhrt,  nnd  dies  widerspricht  der  IdeotitSt  der  Lichtntdiation 
and  der  eleklriicben  Radiation  und  schliefst  die  Identität  Ton  Licht  nnd 
ElektricitSt  ans.  Wohl  aber  kann  der  Eintritt  der  Elektiicil&tsradiation  in 
die  Erdatmosphäre  eine  Modification  durch  das  Dielektricnm  —  die  Luft  — 
lu  Wege  bringen,  welche  die  elektrische  Bewegnngsfonn  in  die  Wellen- 
bewegnug  des  Lichtes  Dherftthrt,  ein  Gedanke,  der  schon  1874  von  Max- 
well in  seiner  magnetischen  Lichttheorie  grUndlicb  ausgeMirt  worden  ist 
Die  einzigen  Geschwindigkeiten,  welche  sich  der  von  mir  fOr  die  elektrische 
SoDnenradiation  gefundenen  (4683  km  in  der  Secunde)  n&hem,  sind  einer- 
seits die  4000  km  betragende  Geschwindigkeit  der  Elektricitfit  im  untersee- 
ischen Kabel,  und  andererseits  die  11690  km  —  also  etwa  dreimal  soviel 
—  betragende  Geschwindigkeit  des  galvanischen  Stromes  im  Telegrapheu- 
drahte,  wShrend  das  Licht  bekanntlich  eine  Fortpflanzangsge&cbwi&digkeit 
nu  3UO0OO  km  in  der  Seeande  zeigt 

Ansserdem  habe  ich  femer  noch ,  unter  Wiederholung  der  bereits  be- 
rOhrten  Versuche  von  Lodge,  den  eiperimen teilen  Beweis  dafOr  erbracht, 
daas  mach  im  Inftverdannten  Baume  durch  elektrische  EnUadoogen  Wirbel- 
be wegnigen  und  Condensationen  von  StXubchen  und  DampfbUscfaen  eraeogt 
werden,  and  ich  habe  hieraos  die  Art  der  öeb^tragaiig  der  elehtrischen 
Soenenradiation  durch  den  mit  meteoritiscbeo  imd  kostnisdwn  Tbeilen  er- 
miten  Plasetenranm  klarzustellen  versucht  Cebrigens  beschSfligen  sich 
u.  A.  schon  iwei  Artikel,  welche  Dr.  E.  Zetische  in  der  Zeitschrift  fUr 
UaÜKBBtik  o.  PbTsik  (Jahrg.  3  S.  365  und  Jafarg.  4  S.  131;  Leipzig  1^8 
and  18o9)  BDter  dem  Titel:  .Die  Eletricit&tslehre  vom  Standpunkte  der 
UadalmtioaBthemie*  rerCSeBtlicbt  bat ,  nüt,  Aem  Qeiaik^vn  loa  &«m  aUn 


ji 
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TTebergang«  von  der  WellenlMwegung  schwererer  FlOsgiglceiten  zu  jener  des 
liicbtSthers ,  zo  den  Wärmeschwingungea ,  zu  jenen  Bewegungen,  die  wir 
ElektricilSt  und  Magnetiamna  nennen;  auch  enthalten  diese  beiden  Artikel 
ubireiche  Hinweise  auf  allere  verwandte  Versuche  und  Auffassungen,  und 
ftuf  S.  152  wird  namentlich  bereits  ansgesprochen ,  dass  die  oft  an  Bliti- 
abieitern,  bez,  an  vom  Blitze  getroffenen  Telegraph enetangen  beobachteten 
BpiralfSrmigen  Drehungen  und  Splitteruugen  auf  die  Beschaffenheit  der  elet- 
triscfaen  Schwingnngen  bindfuten  niUssteD. 

Was  indugsen  von  Prof.  Hertz  zweifellos  geleistet  worden  ist,  und 
was  sein  volles,  ungescbm&lertes  Verdienst  ist  und  bleiben  wird,  das  ist 
der  durch  Laboratoriums  versnebe  erbrachte  Beweis  fUr  die  Eiistenz  strah- 
lender Elektricitat ,  nnd  dadurch  ist  der  von  mir  aus  kosmischen  Erschei- 
nungen —  aus  der  Gleichzeitigkeit  zweier  groasartiger  Naturerscheinungen 
und  aas  ihrem  gleichartigen  Verlaufe  in  gleichen  Zeittntervallen  —  abgeleitete 
Caasalnexus  in  ein  neues  klares  Licht  gesetzt  worden,  etwa  so,  wie  die 
Bestimmungen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  durch  Rjimer 
und  Bradle;  aas  astronomiscben  Erscheinungen  in  den  scbCnen  Labora- 
toriumseiperimenten  Fizean's  und  später  Foucault'e  und  Cornu'g  ihre 
gISniende  Bestätigung  fanden. 

Die  Mängel  der  Versuch ametbode  des  Prof.  Hertz  liegen  in  der  Natur 
der  Sache.  Es  wird  namentlich  die  Bestimmung  der  Fortpflanzung  der  elek- 
trischen Badiation  eines  Inductoriums  auf  geringe  Entfernungen  bin  mit 
denselben  ungeheuren  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  haben,  auf  welche  jene 
der  Licbtfortpflanzung  gestossen  ist,  und  es  würde  sich  empfehlen,  dass 
Ueteorologen  und  Astronomen  die  Protitberanzerscheinungen  vom  Typus  des 
Nordlichtes  bei  der  nun  neu  beginnenden  Activitilteperiode  der  Sonne,  sowie 
die  Nordlichterscheinungen  systematisch  zu  dem  Zwecke  beobachten  möchten, 
■m  —  wie  icb  es  früher  getban  habe  —  ihre  Gleichzeitigkeit,  ibren  ana- 
logen Verlauf  und  die  Zeitintervalle  ihrer  unterschiedlichen  Phasen  zu  be- 
Btimmen  und  am  dann  daraus  genaue  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  elektrischen  Radiation*  abzuleiten. 

Eä  sei  hier  femer  noch  erwähnt,  dass  es  mir  gelungen  ist,  durch  die 
Bewegungen  einer  rotirenden  Kugel,  welche  in  einem  magnetischen  Felde 
nnsyni metrisch  zu  den  beiden  Polen  eines  Elektromagnetes  an  einem  elasti- 
uben,  tordirten  Faden  aufgehängt  war  (vergl.  Comptes  rendus,  Bd.  109 
8.  402),  alle  Bewegungen  eines  Planeten  in  elliptischer  Bahn  nachzuahmen, 
die  Constanz  der  grossen  Ase  und  der  Rotationsge  seh  windigkeit  der  Pla- 
Aetenkngeln   aus   den    elektrodynamischen  Gesetzen   abzuleiten"   und  durch 

■  Ea  msg  übrigens  hier  auf  die  Beobachtungen  T,  A.  Fleming'«  ober  mo- 
lecalare  Radiation  an  Olublampen  hingenieeen  weiden;  veigl.  PfailoBophical 
Magazine.  168:3,  S.  4H;  Diogler's  Journal.  Bd.  SüO  S.  329. 

**  Uanz  neuerdings  hat  Aebulichea  auch  Tis» e ran  d  versucht,  vergl.  Comptes 
7.  Febrnar  1890,  Bd.  110  S.  313;  lein  Versucb,  das  Gta"<Ma.'i.vin\4%e«:\.i. 
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EinzufQgimg  eines  dritten  Elektromagnetos  die  StSrungBersclieiiinngeii ,  die 
Gesetze  der  Einwirkung  dreier  Körper  grapbiacb  darzast«llen ,  indem  ich 
einen  feinen  elastischen  Stiel  am  Ende  der  Engel  befestigte,  welcher  die 
BabnbewegQng  auf  einer  berussten  Glasplatte  mit  einer  Feinheit  aufschrieb, 
welche  die  Messung  der  Aeiiderungeu  des  Radius  vectors  der  Bahn  unter 
dem  Binflusüe  des  dritten  Magnetpoles  ermöglichte. 

Da  die  Potentiale  der  drei  Pole  gemessen  werden  können  und  ihre 
Abstfinde  ebenfalls,  so  sind  alle  Daten  zum  Vergleiche  mit  der  Theorie 
gegeben. 

Endlich  habe  ich  auch  die  am  Faden  hängende  Kugel  ans  Knpfer  dnrcb 
eine  rasch  rotirende  Drehscheibe  ans  Bronze  ersetzt,  welche  mit  ihrer  Ase 
auf  die  OberQäcbe  einer  sie benzöll igen  Concavlinse  von  35  Zoll  KrOmmongs- 
radius  gestellt  wurde;  die  berussle  Glasfläche  zeigt  dann  nicht  nur  die  ellip- 
tiscbe  Planetenbahn,  sondern  auch  die  unter  den  Namen  Prficession  und 
Nutation  bekannten  Störungen  der  Botationsaie  (dnrcb  auf  die  Bahncurre 
aufgezeichnete  elliptische  Epicykloiden  von  grosser  Feinheit)  dargestellt.  So 
gelang  es,  alle  ßewegnngen  der  Erdaxe  im  Räume,  sowohl  des  ümlanfee, 
wie  der  PrScession  nnd  Nutation  derselben  graphisch  danuatellen  nnd  nach- 
zuahmen. 

Fig.  1  zeigt  den  von  mir  benutzten  Apparat.  A^  £  ist  ein  Elektro- 
magnet mit  Tollem  Eirenkern,  der  aaf  einer'Eisenscbiene  i)  steht.  Von  der 
Mitte  der  Schiene  D  geht  normal  zu  derselben  eine  zweite  Eiseoschiene  F 
ans,  und  in  einem  Schlitze  dieser  zweiten  Schiene  iKsst  sich  der  bewegliche 
stabformige  Elektromagnet  C  Terschieben.  Die  Polenden  der  drei  Bollen 
A,  ß,  C  bilden  somit  bestSndig  ein  gleichschenkliges,  bez.  gleichseitiges 
Dreieck.  Der  Betrag,  nm  welchen  eine  Verschiebung  von  C  gegen  A  nnd  B 
möglich  ist,  und  die  ge^nseitige  Lage  der  Pole  bei  den  beiden  Grenslagen 
von  C  ist  BUS  Fig.  2  lu  erkennen.  Der^  Elektromagnet  C  besitzt  als  Kern 
ein  EisendrabtbOndel ,  damit  bei  gleicher  Drahtbewickelung  durch  denselben 
Strom  ein  hSheres  magnetisches  Potential  erzielt  werde. 

Die  hohle  Kupferkugel  E  ist  in  der  Verlängemng  der  Rotationsaie  mit 
einer  Borste  versehen;  durch  die  Torsion  des  Fadess  H,  woran  sie  hängt, 
wird  ihr  eine  Drehbewegung  ertheilt.  Bei  unipolarer  Induction  h&ngt  die 
Kugel  E  ober  dem  Elektromagnet  C,  nahe  an  der  Aie  desselben,  jedoch 
nicht  ganz  in  dieser;  bei  bipolarer  und  tripolarer  Indnction  wird  die  KngoXK 
Über  den  Pol  A  oder  B  gehSngt,  wiederum  etwas  seitw&rtä  von  der  Aze. 
Will  man  eine  bipolare  Induction  auf  fausOben,  so  sendet  man  den  Strom 
blos  dnrch  Ä  nnd  B,  fOr  Lripolare  Induction  dagegen  durch  alle  drei  Elek- 

durch  die  Ge«etie  von  Gaaii  und  Weberin  eraeUeu,  erbring  eise  Beat&tignng 
meioer  elektrodjnanmcben  Theorie  und  würde  diei  noch  ToUst&ndigeT  Lbun,  wenn 
Tisierand  die  Bechnnng  etwa«  aaden  doidigeflltrt  hitte  und  wenn  er  anstatt 
.wooooktn  den  roa  mir  gefnadeneD.  bjer  beidta  erwftlntai  Werth  ;4«S3  Inn)  der 
Oeaebriadigkeit  der  eJeWrisdiat  SonnennAa&ob  önctw^X  bwte.  .^^ 
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trorosgnete.     Die   unteren  Pole   der   drei  Elektromagnete   Bind   durch  die 
Schienen  D  und  F  aus  weichem  Eisen  neutralisirt. 

Mittels  des  Stromwenders  W  kann  die  Richtnng  des  Strom 
Spule  des  BlektromagneteB  C  umgekehrt  werden.  Während 
Vorxeiohen  der  Wirkung  des  dritten  Poles  wechseln  kann,  vermag  i 
dnrch  die  Verschiehung  des  Elektromagnetea  C  auf  der  Schiene  F  die  Po- 
tentiale der  drei  Pole  gleich  gross  oder  verschieden  gross  zu  machen  und 
iDgleicb  die  Entfernung  der  Pole  von  der  Kugel  £  z\x  verändern. 

Die  benisste  Platte  endlich,  worauf  sich  die  Bewegungen  der  Kugel  K 
anfzeichnen  sollen,  ist  iu  Fig.  1   nicht  mit  gezeichnet. 

Schliesslich   füge   ich    einige    der   dabei  erhaltenen  Gurren  theils  in  \, 
theils   in   \  der  ursprtln glichen  Grösse  bei.     Fig.  3  zeigt  eine  kreisförmige 
,    welche    die    sich    drehende    Kugel    bei    unipolarer    Induction    durch 

1  Strom  Ton  120  Volt  und  10  Ampöre  beschrieben  hat;  diesen  Strom 
lieferte  eine  Dynamomaschine.  Bei  Anwendung  entsprechend  stärkerer  StrSme 
wird  die  Bahn  schon  etwas  elliptisch,  weil  dann  die  Eiaenschiene  nicht 
ganz  Busreicht,  um  den  zweiten  Pol  zu  neutral isiren. 

Fig.  4  und  Fig.  5  bieten  unter  bipolarer  Induction  von  A,  B  entstan- 
dene Curren.  Eier  sieht  man  elliptische  Spiralen,  welche  in  eine  einhül- 
lende Ellipse  übergehen.  In  Fig.  4  hatte  der  Strom  15  Ampere  bei  120 
Volt,  und  die  Kugelaie  war  etwas  entfernter  von  der  Axe  des  einen  Elek- 
tromagnetac henkeis  eingestellt.  In  Fig.  5  wirkte  ein  Strom  von  %b  Ampäre 
bei  120  Volt,  und  zugleich  war  die  Kngelase  sehr  weit  von  dem  einen 
Pole  des  fixen  Elektromagnetes  entfernt. 

Tripolare  Induction  war  in  Fig.  6  und  7  vorhanden.     In  Fig.  6  waren 

drei  Pole  vom  Strome  einer  Accumulatorbatterie  erregt,  der  35  Amp6re 
Starke  besftss  bei  20  Volt.  A  und  B  waren  der  Nordpol  und  der  SUdpol 
des  fixen  Elektromagnetes ,  der  Nordpol  C  des  beweglichen  war  ganz  an 
den  fixen  berangeschoben.  Diese  Figur  zeigt  die  Verschiebung  der  Knoten 
mit  einer  festliegend  gedachten,  die  Spiralen  durchschneidenden  Ebene,  wie 
1  Weltall  bei  Mercnr  und  bei  der  Mondbahn.  Fig.  7  bietet  dasselbe  unter 
der  Wirkung  eines  Djrnamostromea  von  35  Ampäre  und  12'J  Volt;  die  Curven 
sind  hier  keine  regelmässig  elliptischen  Spiralen,  sondern  mehr  oder  minder 
ovale  Spiralen ,  zeigen  aber,    wie  in  Fig.  6,  die  Verschiebung  der  Curvenaxe. 

Prag,  März  1890.  K.  W.  Zrnqer. 


IIL  Ort  der  KegelschnittsBehnen,  die  von  einem  gegebenen  Pnokte  am 

nnter  rechtem  Winkel  erRoheinen. 

(Hieran  Taf.  III.) 


Punkt  P.     Ein  rechter  Winkel 
€  xuAyB  treffen,  drehe  sich  u 

MbnmMtik  u.  iU/(ll  XXXri.  I 


id  ein  beliebiger  fester 
essen  Schenkel  FÄ,  PB 
a  Scheitel  P\  so  wird  di« 
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Sehne  AB  einen  nenen  Kegelschnitt  S  nmhflllen,  der  P  Enin 
Brennpunkte  and  die  Polare  p  von  P  mit  Bezishnag  anf  S  als 
zugehörige  Leitlinie  hat.  Der  andere  Brennpunkt  F  von  6  ist 
der  Schnittpunkt  des  LotheB  von  P  auf  f  mit  dem  Durcbmeaser 
yon  S,  der  dem  durch  P  laufenden  DurchmeBser  gleich  (und 
demgQm&BB  entgegengesetzt  wie  dieser  gegen  die  Aie  von  @ 
geneigt)  ist.  Bedeutet  0  den  Schnittpunkt  von  AB  mit  p,  so 
wird  das  Loth  in  P  auf  PQ  denBerührungapunkt  TonJBmitg 
bestimmen. 

Beweis  fUr  den  Fall,  dass  6  ein  Kreis  ist.  (Fig.  1.) 
Der  Mittelpunkt  von  @  sei  M;  dann  ßllt  hier  F  mit  M  zusammen. 
Die  anderen  Schnittpunkte  von  AP,  BP  mit  (S  seien  C,  D.  CD  IHuft 
durch  0,  ebenso  wie  sich  AD,  BC  in  einem  Punkte  Q'  auf  p  treffen. 
Weiter  seien  E.L  die  Mitten  der  Sehnen  AB.  CD,  so  ist  PK=KA  =  KB 
und  PL  —  LC^LD.  Aber  nach  einem  bekannten  Elementarsatie  (weü 
ACA_BD)  hat  man  CL^DL^MK.  AE=BK=ML.  Hieraus  folgt 
Pe=ML,  PL  =  ME.  d.  h.:  PKML  Ist  ein  Parallelogramm.  Hier- 
nach iat  LP(\]HE)±AB,  EP(IML)±CD:  in  Worten:  F  ist  der 
Höhenschnittpunkt  dea  Dreieckes  OSL.  und  folglich  QP  die  dritte  H5he 
darin:  QP±EL.  Darausfolgt:  LELM=LLOP.  Ferner  ist  Ä'KXP 
ein  Kreisviereck,  z.B.  also  LELM^LEQM,  demnach  LZ  P3f  =/./.(>  P. 
Es  seien  0.  B  die  Scbniltpunkle  des  Lotbes  in  P  auf  QP  mit  AB.  CD; 
dann  wird  OB\\EL  sein.  Bedeuten  weiter  O",  B'.  fi  die  Schnittpunkte  von 
OM.  BM,  PM  mMEL,  so  folgt  PS  =  nJf,  denn  Q  ist  der  Mittelpunkt 
des  Parallelogramms  TKML;  daher  ist  aber  auch  00'=CfM  und 
RR'=KM.  Da  LOKM=-^^  LRLM=-^  ist,  so  müssen  hiemach 
00' K  und  RR  L  gleichschenklige  Dreiecke  sein.  Daraus  zieht  man 
LQOP{=L0Sn')  =  LEOO',  ebenso  LQRP=LLf{R',  oder  Jn  Worten: 
PO  und  MO  (ebenso  wie  PH  nnd  MB)  sind  entgegengesetzt 
gleich  gegen  AB  geneigt  (I). 

Von    hier  aus  mögen  zwei  verschiedene,    mit  1),  2)  bezeichnete  Wege 
eingeschlagen  werden,  um  zum  Ziele  zu  gelangen. 

1.  Es  sei  U  der  Schnittpunkt  von  AM  mit  BP.  V  der  TOn  BM  mit 
AP.  Dann  ist  PUMYAB  ein  TolUtündiges  Vierseit.  Nennt  man  seine 
Diagonalpnnkte  PM.  177;  ÜV,  AB;  AB.  PM  der  Reihe  nach  X.  T.  Z. 
so  sind  einerseits  OP,  OM-.  OX.  OZ  harmonische  Strahlen,  von  denen 
aber  die  ersten  beiden  entgegengesetzt  gleich  gegen  den  vierten  geneigt  sind, 
80  dass  dieser  auf  dem  dritten  senkrecht  steht:  OX  J_  AB.  Andererseits 
sind  auch  07.  OU-.  OX,  OT  harmonische  Strahlen,  von  denen  die  letzten 
zwei  (OX,  Or  oder  OZ,  .AB},  wie  eben  gezeigt  wurde,  aufeinander  senk- 
recht stehen,  woraus  folgt,  dass  die  ersten  beiden  gleiche  Winkel  mit  AB 
bildea:  LAOV=LB0JJ.     Werden   daher  dw  LQ\iift  Uü',  TP'  aai  AB 
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geftllt,  80  Bind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  WO^  17 17'0  einander  fthnlich, 
es  ist  folglich  UU':VVs=  OU'iOV]  es  ist  aber  in  den  ebenfalls  einander 
ahnlichen  Dreiecken  UU'Äy  VV'B  auch  UU'iVV'=AU':BV\  Aus 
beiden  Proportionen  ergiebt  sich  OU':OV'=^Ä  Tf':BV\  woraus  weiter  folgt 

AOiBO  =  AU':By\ 

Nach  Construction  verhalten  sich  nun  die  Strecken  A  U\  B  V  zu  ein- 
ander wie  die  auf  AB  senkrechten  Componenten  derjenigen  Geschwindig* 
keiten ,  womit  sich  augenblicklich  die  Punkte  A ,  B  auf  @  bewegen  würden, 
falls  der  Winkel  AFB  sich  um  P  drehte.  Nennt  man  daher  diese  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  u\  v\  so  hat  man 

uiv^AOiBO, 

d.  h.:  0  ist  der  augenblickliche  Drehungspunkt  der  Sehne 
AB  (II). 

Ans  (I) ,  (II)  zusammen  folgt  sofort  der  Beweis  des  aufgestellten  Satzes, 
abgesehen  Yon  der  Behauptung,  die  sich  auf  die  zu  P  gehörende  Leitlinie 
bezieht. 

2.   Hier  mögen  folgende  drei  bekannte  Sätze  vorangestellt  werden: 

a)  In  jedem  Parallelogramme  PK  ML  ist  die  Summe  der  Seitenqua- 
drate gleich  der  Summe  der  Diagonalenquadrate. 

h)   Sind  ACy   BD   zwei   aufeinander   senkrechte  Kreissehnen,    so   ist 

ZB*-^-C^(=i^'+-BC^)  =  4Fi^  wo  U  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
bedeutet. 

e)  Bewegt  sich  eine  gerade  Linie  so ,  dass  das  Rechteck  aus  ihren  Ab- 
ständen von  zwei  festen  Punkten  eine  unveränderliche  Grösse  ist,  so  hOUt 
sie  einen  Kegelschnitt  ein,  der  die  beiden  Punkte  zu  Brennpunkten  hat. 

Es  seien  K\  V  die  Schnittpunkte  von  KP^  LP  mit  bez.  CD^  AB. 
Dann  wird  L'KLK'  ein  E[reisviereck  sein,  dessen  Mittelpunkts  ist;  denn 
fUlt  man  die  Lothe  Qi^^,  QZq  &uf  -^B,  CD^  so  muss  wegen  PQ=:QM 
auch  rKQ=:Kt,K,  und  K^LQ^L^Lsem,  mithin  Qi'=  QZ,  QK'^QL^ 
also    wegen    QK=^QL:    QK^QL'  =  QK'=QL.      Nun    ist    nach    a): 

IjK^+WP^=2(jM:^+ML^=^i{ÄB^+CD^)  {wegen  MK=LD  =  LC, 

ML  =  KA  =  KB),    nach    h)    aber    ^  {Tb^  +  CD^)  =  2 .WÄ^ -,    hiernach 

LK^  =  2 . MA^  —  MP^  =  const. ,  wenn  sich  das  Viereck  ABCDnm  P  dreht. 
Der  Kreis  Q  durch  K^  Ly  K\  L'  ist  also  auch  unveränderlich.  Deshalb 
ist  weiter  PL.PL'=^  PK.PK'=c<>nst.^  oder 

MK.Pr=^ML.PK'=-c(mst. 

Zufolge  e)  ist  damit  die  Behauptung  bewiesen ;  der  Berührungspunkt  0  von 
AB  bestimmt  sich  dann  nach  (I).  Ebenso  ist  dann  R  der  Berührungs- 
punkt von  CD. 

Dass  jp  die  zu  P  gehörende  Leitlinie  von  €  ist,  ergiebt  sich  augen- 
blicklich.    Denn  Wli  man  die  Lothe   00'\   RR"  auf  p^  und  \%t  R  der 
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tpankt  von  OR  mit  p,  eo  Eind  HP,  BO  banooDiacbe  Punkte,  weil 
p,  QB^  QP,  QO  im 'Vieraeiie  ABC DQQ'  harmonische  Strahlen  sind,  und 
Überdies  ist  p±PM. 

Daas  in  Fig.  1,  wo  G  eine  Ellipae  ist,  PO  +  MO  =  PR  +  MR  ist, 
sieht  man  sofort,  wenn  man  die  Spiegelbilder  M^,  M\  von  M  mit  Be- 
iiehungauf  j4B,  CD  zeichnet  und  berücksichtigt,  dasa  LEQM=LLQP\&\. 

Beweis  des  allgemeinen  Satzes  (Fig.  1). 

Ich  begnüge  mich  hier  damit,  die  Richtigkeit  des  Satzes  auf  nna- 
l^tiacbem.Wege  zu  bestätigen,  indem  ich  folgende  zwei  Sätze  als  bekannt 
vorausschicke : 

n)  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  seinen  auf  dem  Rande  eines 
Kegelschnittes  liegenden  festen  Scheitel,  so  wird  die  Hfpotenusensebne  sich 
um  einen  Pankt  auf  der  Normale  im  Scheitel  dreheo.  Dieser  Drehpunkt 
liegt  auch  aaf  dem  Durchmesser  des  Kegelschnittes,  der  dem  im  Scheitel 
endigenden  Durchmesser  gleich  (und  also  entgegengesetzt  wie  dieser  gegen 
die  Äse  geneigt)  ist.* 

ti)  Dreht  sich  eine  Sehne  eines  Kegelschnittes  um  einen  festen  Punkt, 
so  beschreibt  ihre  Mitte  einen  ähnlichen,  ähnlich  liegenden  Regelschnitt, 
der  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnittes  und  den  Drebungspankt 
zu  Gegenpunkten  (Endpunkten  eines  Durchmessers)  hat. 

Sind  G,  H  die  Mitt«n  der  auf  einander  senkrechten  Sehnen  APC, 
BPD  im  gegebenen  Kegelschnitt«  ©,  so  werden  bei  der  Drehung  G,  H 
nach  b)  einen  ahnlichen,  ähnlich  liegenden  Kegelschnitt  @'  beschreiben,  in 
dem  PM  ein  Durchmesser  ist.  Also  wird  nach  a)  die  Gerade  GS  sich 
um  einen  Punkt  Q  drehen.  Da  der  Mittelpnnkt  M'  von  ©'  die  Mitte  von 
MF  ist,  so  findet  man  Q  zufolge  a)  dadurch,  dass  man  JU'Q  entgegen- 
gesetf.t  wie  M'P  gegen  die  Aie  von  ©'  oder  (was  dasselbe  ist)  von  ©  zieht 
und  mit  der  Normale  f  Q  in  P  zum  Schnitte  bringt.  Diese  Normale  von  ©' 
ist  aber  parallel  der  Normale  von  @  in  P^,  wenn  Pg  das  Ende  des  Durch- 
messers MP  in  @  bedeutet,  mithin  senkrecht  auf  der  Polare  p  von  P  mit 
Betiebung  auf  ©,  denn  p  ist  senkrecht  zur  Tangente  an  ©  in  P^.  Ist 
überdies  F  der  Schnittpunkt  von  PQ  mit  dem  Durchmesser  von  @.  der 
entgegengesetzt  wie  MP^  gegen  die  Axe  geneigt  ist  (oder  also  parallel  ^'Q 
liegt),  BO  wird  Q  die  Mitte  von  PF  sein,  weil  JH'  die  Mitte  von  MP 
ist.    Hieraus  folgt: 

c)  Die  Verbindungslinie  GH' der  Mitten  der  Sehnen  ^C,  BD 
dreht  sich  um  einen  Punkt  Q.  Man  erbSlt  diesen,  wenn  mau 
das    Loth   von  P    auf  p    mit    dem   Durchmesser   zum  Schnitte  F 

*  Steiner,  Gee.  W.  Bd.  II,  S,  43i.  Vergl,  einen  Beweis  dieses  Satzes  in  der 
Zeitschrift  f.  Mathera.  u,  Physik.  Bd.  SS  S.  309.  DaBelbat  iat  taischlich  S.  332  «tatt 
43S  ajg  die  Stelle  angegeben,  wo  sich  Steinet"«  BemBitm^  ^dei.  ^^^^ 
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bringt,  der  entgegengesetzt  wie  MF  gegen  die  Axe  geneigt 
ist,  nnd  alsdann  FF  halbirt  [Ist  @  eine  Parabel,  so  tritt  selbst- 
Yerstftndlich  an  Stelle  dieses  Durchmessers  das  Spiegelbild  des  durch  F 
gehenden  Durchmessers  mit  Beziehung  auf  die  Parabelaxe.] 

P  sei  Coordinatenanfang,   ÄC,  BD  seien   die  Coordinatenaxen  x^  y^ 
die  Gleichung  von  @  sei 

Dann  ist  bekanntlich  .   ^ 

a  +  ß 

eine  Invariante  für  die  Drehung  des  Coordinatensystemes. 

Die  Punkte  Ä^  C  (y=^0)  haben  die  Abscissen : 

die  Pankte  £,  2>  (x  =  0)  die  Ordinaten 

nnd  p  hat  die  Gleichung        ,^  +  ,y  ^.  j  ^  0. 

Infolge  dessen  ist  das  Loth  von  P  auf  p : 

(l)  ex-Sy  =  0. 

Die  Mitten  von  AC,  BD  sind: 

die  Gerade  OH  hat  die  Gleichung: 

im)  aiX+ß6y  +  ös  =  0. 

Nach  c)   besitzt  daher  Q  als  Schnittpunkt  von  (m)  mit  {l)  die  Coordinaten 

(Q)  «0= — xp'  yo=- 


und  also  der  Punkt  F  [wiederum  nach  c)]: 

2d  2p 

{F)  «1  =  -— tä'   yi  =  - 


«  +  15       "»  a  +  ß 


Die  Gleichung  von  AB  ist   ,  H .  —1=0    oder 

(^J?)  a;A  +  yE  +  l  =  0, 

ebenso  die  von  CD: 

ifiD)  xA'+yE'  +  l  =  0, 

wenn  zur  Abkürzung  d  +  J^d*  -"  «  =  j  a'  ^^^  *  t  ^^t*  —  §  ~  \r:'  ^"^^^^^'^^^. 
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Nach  den  61.  {F)  und  {AB)  hat  das  Loih  FK  anf  AB  die  LSoga 

26A  +  2£E-fo  +  /5)! 


h^ 


{a  +  ß)]/A*  +  E^ 


f/A»  +  E* 
a  +  ß 

andererseits  das  Loth  PL'  aaf  AB  zufolge  der  61.  (AB) 

1 


Z'= 


Hieraus  aber  ergiebt  sich 


Jk.Z'= 


^A«  +  E=^f 
1 


=iConst. 


Das  Loth  FK  von  jP  auf  AB  hat  die  61eichung 

2 


(i^iT) 


a:E-yA  + 


(iE-€A)  =  0, 


das  Loth  PK'  auf  CD  nach  der  61.  (CD) 
(PK')  a;E'-yA'=0; 

woraus  man   nachweist,   dass  die  drei  6eraden  AB^  FK,  PK'  sich  in 
einem  Punkte,  n&mlich  IT,  schneiden;  denn  ihre  Determinante 

A        E  1 

2     ,„        ..         ._,     2 


E    -A 


.   .(6E-fA)  =AE'-EA'+     .   . 

a  +  ß  «  +  P 


(6E-fA)(AA'+EE') 


E'  -A'  0 

wird,  da  AE'-EA'=-2(6E-€A)  und  AA'+EE'=a  +  /J  ist,  gleich 
Null.  Es  ist  also  K'PK  eine  gerade  Linie,  ebenso  X'PX,  wenn  FLJ^CD; 
oder  es  ist  stets  PK  FL  ein  Parallelogramm,  so  dass  KL  durch  Q,  die 
Mitte  von  PJP,  hindurchgeht  und  die  Punkte  K,  L\  K\  L  sich  wegen 
der  Cnyer&nderlichkeit  von  k.V=k'J  auf  einem  festen  Kreise  um  Q  be- 
wegen.    [Dass   dieser   Kreis   fest   ist,    iSsst   sich    auch   so   zeigen:    es   ist 

.     ||{A*+E*-     ,         ,      y/^^  +  F» 

Jr=  r-j—  '  ebenso  i=  ' — -- 


;  mithin  3t*+P  = 


2 


2(a«+i«) 


a  +  ß  i  i    a  +  ^    ,' "    i^+ßr 

^{a  +  ß)  =  const. ,  da  ausser  «  +  /^  auch  6'  +  c'  inyariant  fDr  die  Drehung 
ist  Daraus  folgt  aber  nach  dem  Hilfssatze  ä)  S.  1 1  die  ünverftnderlichkeit 
Yon  KL^  da  sich  leicht  direct  nachweisen  l&sst,  dass  KL  durch  Q  geht]. 
—  Die  61eichung  kV=const,  zeigt  [s.  c)  S.  11].  dass  AB  (ebenso  CD)  einen 
Kegelschnitt  €  umhüllt,  dessen  Brennpunkte  P,  F  sind.  Dass  dann 
OPRA.PQ  die  Berflhrungspunkte  Ton  AB,  CD  bestimmt,  folgt  daraus, 
dass  PK  FL  ein  Parallelogramm  ist,  genau  w.  S.  10,  11,  ebenso,  dass  p 
die  in  P  gehörende  Leitlinie  von  6  ist  (s.  S.  12). 

Die  Berührungspunkte  0^,  B^  von  AD^  BC  findet  man,   indem  man 
du  Loth  OgPBi  auf  PQ'  errichtet    Die  BerUhrungssehnen  Oi2,  O^B^  liegen 
AC^  BD  ihre  WinkelhalVirenden  ^n^.    \>«sixi  daagfillM  ^t  Yon 


fQ,  P<j(  selbst,  da  PQ,  P^;  AC,  BD  harmonische  Strahlen  sind,  von 
denen  die  letzteren  zwei  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Bezeichnet  man  den  Ort  der  Punkte  (Kreis  bez.  Gerade  [Leitlinie  bei 
der  Parabel]),  von  denen  aus  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  an  @ 
geben,  mit  ft,  so  ist  6  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  P  inner- 
halb ®  oder  zwiechen  @  und  ß  liegt.  Nur  wenn  @  eine  stumpfwinklige 
Hyperbel  ist,  gilt  das  Umgekehrte.  Befindet  sich  P  auf  dem  Bande  von  ®, 
so  zerftllt  6  in  P  und  F;  liegt  P  auf  ^ ,  so  wird  6  zur  Polare  von  P  mit 
Beziehung  auf  €;  liegt  P  auf  dem  Übrigen  Gebiete  der  Ebene  (innerhalb 
bez.  ansserbalb  fi,  je  nachdem  @  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist),  so  ist  € 
imaginär.  Tat  ©  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  so  ist  unter  allen  ümstfinden 
6  eine  Parabel. 


Ist  "7  +  d"~1  "^i"  Gleichung  von  © 
5,  ij  die  Coordinaten  von  P,  so  sind  die 


i  bezogen,  und  sind 


liegt  dann  P  (und  also  auch  F)  auf  der  x-Aie, 


PF=MP-MF=2S. 


Ist  i 


PF=2i 


B.  ©   eine 


abel. 


A  +  B 

und    wird    dabei   . 


ist  €  ein  Kreis,  und  die  Geraden  ÖPS, 
a  AB,  CD  bestimmen,  sind  senkrecht 
ron  @,   so    sind    die    Linien  OPB   die 


gesetzt, 

—  —  ^__._  —  ^  —  =2y  gleich    dem  Parameter  von  © , 
A         a     a         a         '  ° 
Lage  anch  P  auf  der  Aie  habe. 

Ist  P  der  Jlittelpunkt  von  © ,  so 
die  die  Berührungspunkte  der  Sehne: 
auf  diesen;  ist  P  ein  Brennpunkt  ' 
Winkelhalbirenden  der  Winkel  APB. 

Die  Asymptoten  von  6  findet  man,  indem  man  den  Kreis  über  PQ 
als  Durchmesser  zieht;  seine  Schnittpunkte  mit  p  hat  man  mit  J!  zu  ver- 
binden. Die  Schnittpunkte  von  ©  mit  (£  erhält  man,  wenn  man  von  P 
die  Tangenten  an  ©  legt,  die  darauf  senkrechten  Secanten  durch  P  zieht 
nnd  deren  Schnittpunkte  mit  ©  bestimmt. 

Ist  ®  ein  zerfallender,  d.  h.  aus  zwei  Geraden  bestehender  Kegelschnitt, 
hO  gelten  selhstversländlich  dieselben  SQtze.  Dann  ist  d  ein  Kegelschnitt, 
der  jede  der  beiden  Geraden  berührt.  Diese  beiden  Berührungspunkte 
liegen  auf  dem  Lothe,  das  in  P  auf  PJIf  errichtet  ist,  wenn  M  den 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  beaeiebEet.  1  wird  aber  nach  den  oben 
gegebenen  SStzen  in  diesem  Falle  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sein ,  je  nach- 
dem P  in  einem  spitzen  oder  stumpfen  Winkelraume  liegt,  dagegen  stets 
eine  Parabel,  wenn  die  beiden  Geraden  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Dieser  Fall,  dass  ©  zerfSllt,  ist  auch  sehr  einfach  duec\.  z\).  >i%N\%'a&<ia^. 
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Db89  die  Sehneo-  AB  einen  Kegelschnitt  mit  P  ale  Breoupoiikt  ein- 
btilleu,  ist  bekannt  (a.  z.  B.  Salmon-Fiedler,  analjt.  Geom.  d.  K.,  Ö.Anfl., 
S.  743);  doch  wird  durch  die  Angaben  S.  10  der  Kegelschnitt  vollständig 
bestimmt. 

Leipzig,  17.  Mai  1890. Dr.  Otto  RiCHTEa. 

IT.   Einige  S&tie  Ober  die  räamliohe  CoUineatioii  und  Affinität, 
welche  eich  auf  die  Eifimmnng  von  Cnrven  and  FUcben  bezieben. 

1.  Beröhren  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte,  so  ändert  sich  das 
VerhSltnies  ihrer  (Gauas'schen)  KrUmmungsmaasse  in  jenem  Punkte  nicht, 
wenn  sie   einer  beliebigen    projectiven  Transformation   unterworfen  werden. 

Nächst  dem  Satze  von  Gauss,  wonach  hei  der  Biegung  einer  Fläche 
das  KrUmmungsmaass  in  jedem  einzelnen  Punkte  unverändert  bleibt,  ist  Tor- 
stehender  Satz  vielleicht  der  einfachste,  der  über  d&s  Krümmunggmaasa  aus- 
gesagt werden  kann. 

Für  die  Affinität  bat  man  noch  etwas  allgemeiner; 

la.  Berühren  zwei  Flächen  eine  und  dieselbe  Ebene  in  zwei  ver- 
achiedenen  Punkten,  so  ist  allen  affinen  Transformationen  gegenüber  das  Ver- 
h&ltniss  ihrer  ßrümmungsmaasse  in  den  Berührungspunkten  unveränderlich. 

2.  Wenn  zwei  Curven  einen  Punkt  und  in  demselben  die  Schmiegunga- 
ebene  gemein  haben,  während  ihre  Tangenten  in  jenem  Funkte  verschieden 
gerichtet  sein  können,  so  wird  bei  keiner  projectiven  Transformation  jener 
Curven  das  Verhältniss   ihrer  Torsionen   im    gemeinsamen  Punkte  geändert. 

2a.  Bei  affiner  Transformalion  genügt  es,  dass  beide  Curven  eine  und 
dieselbe  Ebene,  wenn  auch  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  oscnlirenj  das 
Verhältniaa  der  Torsionen  in  jenen  Punkten  ändert  sich  nicht. 

3.  Osculiren  sich  zwei  (räumliche)  Curven  in  einem  Punkte  und  bildet 
man  für  denselben  das  Terhältnias  ihrer  Krümmungen,  so  hat  eine  beliebige 
projective  Transformation  beider  Curven  auf  den  Werih  jenes  Verhältnisses 
keinen  Einfluss. 

3a.  Wendet  man  affine  Transformation  an,  so  dürfen  beide  Curven 
auch  eine  und  dieselbe  Gerade  in  zwei  verschiedenen  Punkten  berühren, 
vorausgesetzt,  dass  die  zu  jenen  Punkten  gehörigen  Schmiegungsebenen  zu- 
aammenfallen ;  das  Verhältnisa  der  Krümmungen  in  den  Berührungspunkten 
bleibt  ungeändert. 

4.  Da  der  zu  einer  Steile  einer  Raumcurve  gehl>rige  Krümmungsnüttel- 
punkt  von  drei  uuendlicb  nahen  Curvenponkten  gleich  weit  absteht  und  in 
deren  Yerbindungsebene  liegt,  so  kann,  wenn  man  die  Curve  sowohl  als 
die  Bahn  eines  Punktes,  wie  auch  als  die  Rückkehrourve  der  Hüllbahn  einer 
Ebene  auffasat,  als  das  dualiatische  Gegenstück  zum  Krümm ungamittelpunkte 
diejenige  Ebene  betrachtet  werden,  welche  mit  drei  unendlich  benachbarten 

Sohmieguossebeaea  gleiche  Winkel  einBchUoabt  aui  dTDttli  ihren  Schnittpunkt 


Kleinere  Mittheilungen. 


d.  b.  den  betreffendec  Carrenpnnkt  gebt.  Diese  Ebaae,  welche  auf  der 
rectificirendeD  Geraden  (der  Aie  des  Scbmieganga kegeis)  Dormal  ist,  kSnnte 
etwa  die  zur  fraglinbea  Curvenstelle  gehörige  KrQmmDngsebene  genannt 
werden.  Ihr  Winkel  mit  der  Scbmiegungsebene,  welcher  offenbar  dem 
ErflnunnngBbalbmeaser  duallstiecb  gegenüber  steht,  mOge  KrUmmungs- 
winkel  beia^en.     Ea  gilt  folgender  Satz: 

Haben  zwei  Curven  in  einem  gemeinsamen  Paukte  dieselbe  Tange nt«  und 
dieselbe  Scbmiegungsebene  und  bezeichnen  k  nnd  k  ihre  Krttmmnngswinkel 
in  jenem  Punkte,  so  Sndert  sieb  das  Verbältniss  lar^  x : lang x  bei  be- 
liebiger projectiver  Transformation  der  Curven  nicht. 

4a.  Bei  affiner  Transformation  bleibt  das  VerbSltniss  lang  r. 
mach  dann  nngeändert,  wenn  die  Curven  wobl  eine  gemeinsame  Tangente 
nnd  Scbmiegungsebene,  aber  mit  getrennten  Berllhrangspunkteu  besitzen 
nnd  X ,  x'  ihre  KrUmmungswinkel  in  jenen  Punkten  sind. 

5.  Der  Kürze  wegen  soll  von  nun  an  jeder  metrische  Ausdruck,  welcher 
beim  üebergange  von  der  ursprünglichen  Figur  zu  einer  beliebigen  ihr  projec- 
tiven  Figur  seinen  Werth  nicht  ändert,  projectiv  unveränderlich  genannt  werden. 

Berühren  sieb  eine  Curve  und  eine  Fläche  in  einem  Punkte  und  fallen 
äberdies  die  Scbmiegungsebene  der  Curve  und  die  Tangentenebene  der 
PlOche,  die  zu  jenem  Punkte  gehSren,  zusammen,  so  ist  dos  Product  aus 
dem  KrDmmungsmaasse  der  Flüche  und  dem  Quadrate  der  Torsion  der  Carve 
im  fraglichen  Punkte  projectiv  unveränderlich. 

5  a.  Fällt  irgend  eine  Scbmiegungsebene  einer  Curve  mit  einer  beliebigen 
Tangenten  ebene  einer  Fläche  zusammen ,  so  ist,  auch  wenn  die  beiden  Be- 
rUhrnngspnnkte  getrennt  liegen,  das  Product  aus  dem  KrUmmungsmaasse 
der  FlKcbe  und  dem  Quadrate  der  Torsion  der  Curve,  für  die  betreffenden 
Berflbmngspunkte  gebildet,  bezüglich  aller  affinen  Transformationen  un- 
verfinderlicb. 

6.  Auf  einer  Flüche  (oder  auf  zwei  verschiedenen  Flächen)  sind  zwei 
beliebige  Punkte  gewählt.  Bezeichnet  man  mit  K  und  K'  die  Krümmungs- 
maaese  der  Fläche  (oder  Flächen)  in  jenen  Punkten  und  mit  h  bezw.  h'  die 
Entfernung  des  ersten  beiw.  zweiten  Punktes  von  der  Tangentenebene  im 
tweit«u  bezw.  ersten,  so  ist 

.    ^  „  ^    r  ..  i.K:K'){h:hy 

projecbv  unveränderlich. 

1.  Auf  einer  Curve  (oder  auf  zwei  verschieden  Curven)  hat  man  zwei 
Punkte,  deren  zugehörige  Schmiegungsebenen  zusammenfallen.  Sind  k  und  k 
die  Krtlmmungen  in  jenen  Punkten  und  bezeichnet  Ä  bezw.  h'  die  Ent- 
fernung des    ersten   bezw.    zweiten   Punktes  von    der  Tangente    im    zweiten 

beiw.  ersten,  so  ist  ,,    ,„,,    ,.,, 

{le:k){h:hy 
projectiv  unveränderlich. 

8.  Haben  zwei  Curven  einen  geraeinsamen  Punkt  und  nennt  man  x,  x' 
ihre  KrQmmungswinkel  in  demselben  (a.  4) ,  ^  bezw.  ^  d^j^g«TL  d«a 


den  die  SchmiegangBebene  der  erBten  bezw.  zweiten  Curve  mit  der  Tangente 
der  zweiten  bezw.  ersten  Curve  in  jenem  Punkte  einechlieiist ,  so  ist 

{lang  x  :  fang  x')  (sin  (p  :  sin  tp'Y 
projectiv  unveränderlich. 

9.  Sind  t  und  ('  die  Toraionen  in  zwei  beliebigen  Punkten  einer  Curve 
(oder  auch  zweier  verschiedenen  Curven)  und  bezeichnet  man  durch  h  bezw.  h' 
die  Entfernung  des  ersten  bezw.  zweiten  Punktes  von  der  Sc bmiegucgs ebene 
im  zweiten  bexw.  ersten,  so  ist 

projectiv  unveränderlich. 

Anmerkung  zu  6,  7,  8,  9.  Bei  affiner  Transformation  bleiben 
die  angeführten  Ausdrücke  auch  dann  unveränderlich ,  wenn  man  in  6  (7, 9) 
h  bezw.  h'  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  statt  des  ersten  bezw. 
zweiten  Flachen  -  (Curven -)  Punktes  von  der  Tangentenebene  (Tangente, 
Schmieg  an  gsebeue)  im  zweiten  bezw.  ersten  bedeuten  Iftsst,  ferner  wenn  in 
S  statt  eines  gemeinsamen  Punktes  zwei  beliebige  getrennte  Pnnkte  ge- 
nommen werden. 

Wir  wollen  im  Folgenden  Punkte  mit  kleinen  lateinischen ,  Geraden 
mit  grossen  lateinischen,  Ebenen  mit  kleinen  gtiecbiscben  Buchstaben  be- 
zeichnen, Deberdies  möge  (a  ß)  die  Entfernung  des  Punktes  a  von  der 
Ebene  ß  und  mom{AB)  das  Moment  der  zu  einander  windschiefen  Geraden 
A  und  B  {das  Product  aus  der  kürzesten  Entfernung  und  dem  sin  des 
Winkels  derselben)  bedeuten.     Es  gelten  folgende  S&tze: 

10.  Sind  K  und  K'  die  Krümmungsmaasse  in  zwei  beliebigen  Punkten 
a  nnd  a  einer  Fläche  (oder  zweier  verschiedenen  Flächen),  et  nnd  a  die 
Tangentenebenen  der  Fläche  (oder  Flüchen)  in  jenen  Punkten,  x  ein  be- 
liebiger Punkt  und  ^  eine  beliebige  Ebene,  so  ist 

(jj-,f)A°s).(»s)y 

projecüv  unverSnderlich. 

10a.  Bei  affiner  Transformation  ist,  wenn  x  und  x  zwei  beliebig  an- 
genommene Pnnkte  sind  und  die  übrigen  Grössen  dieselbe  Bedeutung  haben, 
vrie  in  10,  der  Werth  des  Ausdruckes 

KiK' 
unveränderlich.  ((x«) :  (x«  )J* 

11.  Nennt  mau  Ic  und  h  die  Krümmungen  in  zwei  beliebigen  Punkten 
a  und  a  einer  Curve  (oder  zweier  verschiedenen  Curven),  A  und  A'  die 
Tangenten,  a  und  a  die  Schmiegungsebenen  in  jenen  Punkten  und  sind 
ferner  x  ein  beliebiger  Punkt,  g  eine  beliebige  Ebene  und  X  eine  beliebige 
Gerade  des  Raumes,  dann  ist 

inveränderlich. 
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IIa.   Bei  affiner  Transformation  bleibt  auch 


(k:Jc) 


ungeSndert.  '       (m(m(ÄX):fnom(Ä'X))^ 

12.  Bei  denselben  Bezeichnungen  wie  in  11  ist,  wenn  noch  x  und  % 
die  Krammungswinkel  (s.  4)  der  Curve  (oder  Curven)  in  den  Punkten  a 
and  a  genannt  werden^ 

(tang  x :  tang x)  ((aj) :  (a'{))  (— ^^^^ :  — ^m^)' 
projeetiT  nnyeränderlich. 

12  a.  Handelt  es  sich  nur  um  affine  Transformationen ,  so  behftlt 
schon  der  Ausdruck 

Oan^x:ton^x)(^^^^^:^;^^^^^^^j 

seinen  Werth  bei. 

13.  Auf  einer  Curve  (oder  auf  zwei  verschiedenen  Curven)  wählt  man 
zwei  beliebige  Punkte  a  und  a\  Heissen  t  und  t'  die  Torsionen  der  Curve 
(oder  Curven)  in  jenen  Punkten,  a  und  a  die  Schmiegungsebenen  in  den- 
selben, so  ist,  wenn  x  einen  willkürlichen  Punkt  und  §  eine  willkürliche 
Ebene  vorstellt,  ,,    ^^    ,  *v^vo 

"^       "^\(a;a)   {xa)/ 
projectiv  unveränderlich. 

13  a.  Von  affinen  Transformationen  bleibt  schon  der  Werth  des  Aus- 
druckes A  .  / 

unberührt.  ((x«):  (ajV))« 

Anmerkung.  Die  Sätze  6,  7,  8,  9  sind  in  den  Sätzen  10,  11,  12, 
13  als  besondere  Fälle  enthalten.  Lässt  man  z.  B.  x  mit  a\  £  mit  a  zu- 
siunmenfallen ,  so  geht  der  Ausdruck  unter  10  in  denjenigen  unter  6  über. 
Auch  können  die  zuletzt  aufgestellten  Sätze  zum  Theil  in  andere  Form  ge- 
bracht werden.     Statt  des  Ausdruckes  in  10  z.  B.  kann  man 


^  ^  \8m  (oiy) :  5in  (ö  ri)/ 


schreiben,  wo  y  einen  willkürlichen  Punkt  auf  der  Verbindungslinie  von  a 
mit  a'j  fi  eine  willkürliche  Ebene  durch  die  Schnittlinie  von  a  mit  a  bedeutet. 
Im  Folgenden  soll  {ah cd)  den  Bauminhalt  des  Tetraeders  ahcd^ 
sin  {aß yd)  diejenige  durch  das  Vierflach  aßyö  bestimmte  GrOsse  bezeichnen, 
welche  dem  Rauminhalte  (oder  eigentlich  dem  sechsfachen  Rauminhalte)  eines 
Tetraeders  (als  Eckengebilde  aufgefasst)  reciprok  ist,  nämlich 

8in{aßYÖ)  =«tn(/3yd).(aa), 

wo  a  die  der  Fläche  o  gegenüberliegende  Ecke  des  Vierflachs  aßyö  ist   und 
smißyö)  den  „ Sinus ^  des  Dreiflachs  ßyö,  d.  h.  die  Grösse 

sin  {ßy  d)  =  sin  {ßy)  ,8in  (2>6), 

mit  D  als  der*  Schnittkante  von  ß  und  ^,  vorstellt. 
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14.  Seien  a^hiCfd  vier  beliebige,  aber  nicht  ein  einer  nnd  derselben 
Ebene  enthaltene  Pankte  von  vier  Flftchen  (die  nicht  nothwendig  yerschieden 
zu  sein  braachen),  ferner  «,  j9,  y,  d  die  Tangentenebenen  und  K,  K\  K'\  K'" 
die  Erümmongsmasse  der  Flächen  in  jenen  Pankten,  dann  ist 

projectiY  unveränderlich.  \  r#    / 

15.  Bezeichnet  man  mit  Ä;,  Ic^  Jc\  Je"  die  Krümmungen  von  vier 
Curven  (die  auch  zusammenfallen  kOnnen)  in  vier  beliebigen,  jedoch  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  befindlichen  Paukten  a,  5,  c,  d;  mit  A^  B, 
C7,  D  die  Tangenten  und  mit  a^  ß^  y^  d  die  Schmiegungsebenen  der  Curven 
in  jenen  Punkten,  so  ist  .  r   h  A\  \» 

hk'k"k'\sin{aßyd)  ( -J|^£^L_) 

^  "^^   ^\mom{^B).m(m{CD)/ 
projectiv  unveränderlich. 

16.  Nennt  man,  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen, 
X,  x',  k\  %"  die  Krümmungswinkel  (s.  4)  der  Curven  in  den  fraglichen 
Punkten,  so  ist  ,  .    /   />    »x  v« 

tang»tangn  tangn  tang^   .  („6,d)^__^^^__^_j 

projectiv  unveränderlich. 

17.  Bezeichnet  man  noch  die  Torsion  der  Curven  in  den  Punkten  a, 
h,  c,  d  mit  t,  f,  (\  t"\  so  ist      /^.  /   ^^.xvs 

projectiv  unveränderlich. 

Darm  Stadt.  Prof.  Dr.  R.  Mbhhke. 


y.  Eine  Verallgemeinening  des  binomischen  Satzes. 

In  einem  mit  dieser  üeberschrift  versehenen  Aufsatze  ist  von  Herrn 
SchlOmilch  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  30  S.  19],  die  Aufgabe,  die  ganzen 
algebraischen  Functionen  ^(n),  /'^(n),  . .  so  zu  bestimmen,  dass  der  Summe 

/•(n)  =  (r=:0,  1,  ..)fr{n)x^ 
die  Eigenschaft 

Awi)An,)=/'(n,+n,) 

zukommt,  unter  der  Voraussetzung  ff^{n)=i  1  behandelt  und  darauf  in  der- 
selben Zeitschrift,  Bd.  32  S.  250,  von  Herrn  Saalschutz  in  dem  Aufsatze 
„Eine  Erweiterung  des  Factoriellensatzes^  auf  Grund  der  in  einer  andern, 
weniger  einfachen  Form  dargestellten  Gleichung 

n^+n^ /*»!  +  «2  +  r  v\ 

n^  +  n^  +  rv\  ^  ) 

=  (r..r,  =  0,...r)-^^-;:''''')-^^('''t'*'')'   n  +  r,  =  r 
eine  partikuläre  Lösung  dieser  Aufgabe  dutcbi  d\e  '!&Qa\AmTii\)Cü% 
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gegeben  worden.  ni-rv\ 

Die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  ergiebt  sich  aus  dem  Lagrange- 
schen Theorem 

f{z)^{r^O,h..)Dl'''r{y)(<p{y)y.x-:r\,    g=^x<p{g)+y, 

wenn  man  f{v)^  (^f(v)Y  setzt,  ersichtlich  in  der  Form 

iF{z)r  =  {r  =  0,U  ..)nD;'\F(y)y-^  F'(y)(<p{y)y.sr:rU  g=^xq>{z)  +  y. 

Diese  Function  hat,  da  aus  jenem  Theorem  dadurch,  dass  man  die  Gleich- 
ung nach  y  differenzirt  und  alsdann  f{v)  durch  f{v)  ersetzt,  die  Formel 

j— 547-  =  (r=0,l,  ..)-D»7(y)(«P(y)r«':»-!,    e  =  xq>{s)+y 
1  —  xg>  \JS) 

heryorgeht  und  hiernach 

-i-m§l-  =  {r  =  0,l,  ..)2)/(F(y))"(v(y)y.«':r!,    g  =  x<pi0)  +  y 

J  —  x<p  (g) 
ist ,  ausser  der  Potenzeigenschaft  überdies  die  Eigenschaft ,  dass  die  sie  dar- 
stellende Reihe  dem  Quotienten  zweier  Reihen  gleich  ist,  von  denen  die  eine 
sich  in  der  Reihe  der  letzten  Gleichung  darstellt  und  die  andere  aus  dieser 
für  n  =  0  hervorgeht. 

Insbesondere  ist,  wenn  man  <p(t')  =  (-F*(e))*  setzt, 

(FW)«=(r  =  0,l,  ..)--^-Z>y'"(^(y)r+''V^':H. 

^_^^^^^£,^P^  =  (r  =  0. 1.  .  .)2>/(F(y))-+".x':r., 

e  =  x(F{e)y+y 
and  darnach  f&r  F{v)  =  v 

I^^,  - (.-0, .,..)("+")»■— "-■ 

g  =  x£^  +  y 
und  für  F{v)  =  e^  und  y  =  0 

c"»  =  (r  =  0,  1,  ..)n(n  +  rvY-'^x^:r\. 
-^  =  (r  =  0,l,  ..)(n  +  rvyx^:r\, 

1  —  Vg 

Ersetzt  man  in  der  Formel 

^-iM_  =  (^=o,i,  .02>/Ay)(<p(y)y 

g  =  xq>{g)  +  y 

die  Function  f{v)  durch  die  Function  (1  — xqo' (»))-"'  + YW»  so  ergiebt  sich 
femer  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 


die  Formel 


(_l).(-«  +  l)=(«-2  +  «),   _o,l... 
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m 


(l  — a;g)'(jef))'" 

=  (r  =  0, 1, ..)  ((K, ,  X,  =  0. ..,  r)  ("^  '^^^''')  Dl^m (q>  (y)^((p'(y))«« :  x, l)  x% 

e^xq>{g)+yy     x,  +  Xj  =  r, 

ans  der  für  m  =  0  das  Lag  rang  ersehe  Theorem  und  für  m='l  die  obige 
aus  demselben  abgeleitete  Formel  hervorgeht.  YergL  Herrn  Hnrwitz' 
Aufsatz  „üeber  einige  Verallgemeinerungen  der  Leibniz'schen  Differential- 
formel und  des  polynomischen  Lehrsatzes''  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  35  S.  56. 
Nimmt  man  in  ihr  /'(p)  =  (^W)"  und  <p (©)  =  (F(»))*  an,  so  geht  sie 
in  die  Formel  .__,  ,. 


e  —  xfp{z)+yy    x,  +  x,  =  r 
über,  und  es  ist  insbesondere  für  F{v)  =  v 


iC» 


(1  — v^ir^-*)"» 

=  (r=0,l...)((«.,«.  =  0....r)('»-f+''')(~+--«')..>+"-r^. 

jer  =  a;i?»+y,     Xi  +  X8=r 
und  für  F(ti)  =  6"  und  y  =  0 

JET  =  056**,       Xj  +  Xj  =  r. 

Offenbar  gehen  die  Grössen 

(FW)». .  .  (FW)--,     (F(5))-.  . .  (F(«))--' .  i^^^j ' 

(F(«))»'  (FW)"« 

wenn  in  ihnen  die  Grössen  n^,  . . ,  ♦*!»  durch  die  Grössen  0, ..,  0,  n^  +  •  •  +  »m 
ersetzt  werden,  ohne  eine  Aenderung  ihres  Werthes  in  die  Grössen 

^^^'^^  '  \-Xq>\e)  (l-xq>\z))'^ 

über.  Ersetzt  man  daher  in  diesen  Grössen,  indem  man  unter  der  Voraus- 
setzung <p(«)  =  (^W)*  einmal  (F(t;))  =  t;  und  dann  /'(»)=«»  und  y  =  0 
annimmt,  die  einzelnen  Functionen  durch  die  bezüglichen  Reihenentwicke- 
lungen und  bestimmt  alsdann  die  Coefficienten  von  of ,  so  gelangt  man  -zu 
den  Gleichungen         «    .       .  ^       /t  -l     -Uti   -Ur«\ 
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n^       /^i  +  nv\ fhn  - 1  /»»m - 1  +  rm  - 1  vy  /n^  +  rm  y\ 

(x..x,  =  o....r)("-2+«.)(«.+"+«;^+— ''.)v». 

und 

(»1 H h  Wm)  (»1 H h  n,rt  +  r  vY  "  * 

r! 

=  (*-n  ••)  »•m  =  0,  ..,  r)— — — |-w,(ni+r,v)'"«-'  . .  n^  («m  +  r«  vy«  "  S 

(«i+"  +  w«  +  rv)''=(r,,  ..,^m  =  0,  ..,r) 
ff 

(x, .  X,  =  0,  ..,  r)  ^^  ("*  ~  f  "•"*»)  (fi, +..  + n„  +  rv)»^  V«. 

fV 

'  1  *   •  •  'in  * 
»"l  +  •  •  +  rm  =  ^      X,  +  Xg  =  r. 

Die  drei  letzten,  von  denen  die  zweite  für  m  =  2  von  Abel  herrfihrt, 
6nden  sich  in  dem  erwähnten  Hurwitz'schen  Aufsätze,  die  allererste  ist 
für  m  =  2  die  eingangs  gegebene  8  aal  seh  üt  zische  Gleichung.  Für  v  =  0 
gehen  sie  in  die  Gleichungen 

(».+•;+-)=„„. .„.=0,. .,,)(-;)..(::)■ 

f!  r 

(n^ +  ..  +  «„)•'=  (r, ,  ..,r,„  =  0,  ..,r)— — ^-T*  V*- •♦»«. 

nH hrm  =  r 

über.    Endlich  ist  beispielsweise  nach  der  dritten  für  v  =  1  die  Grösse 

(r,.  ..,r„  =  0,..,r)  (**'+'■'). .(*^  +  '''").    r,  +  ..  +  r»  =  r 
gleich  der  Grösse 

oder,  da  diese  Grösse  als  eine  dem  Falle  ms 2  entsprechende  Grösse  von 
derselben  Form  der  Grösse 

gtieich  ist  und,  unter  der  x**"  figurirten  Zahl  n^  Ordnung  die  Grösse 
(     X    )  ^o>^^d®°9    clie  Summe    der   r  +  l  ersten  figurirten  Zahlen  n^ 

Ordnung  für  xe=0,  ..,r  sich  in  der  Form  y  f  )  darstellt,  gleich 
der  6töm6 
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und  daher 


/«,  H h  w,„  +w~  l  +  r\ 


/«,+..  +  ««  +  m  -  1  +  r\ 

=  (r,,..,r^  =  0...,r)  (**»+''*). .(%+'''").    r,  +  ..  +  r^  =  r, 

eine  Formel,  die  fQr  in  =  2  von  Herrn  Banr  in  dem  in  dieser  Zeitschrift, 
Bd.  32  S.218,  YerOfifentlichten  Aufsatze  ^Einige  Eigenschaften  der  Binomial- 
coefficienten ,  mit  Anwendungen  auf  die  Combinationslehre^  gegeben  ist. 

Berlin,  21.  November  1890.  Leopold  Schendbl. 


VL  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  (z.  B.  2688)  durch  7  theil- 
bar  ist,  yerföhrt  man  nach  folgender  Regel: 

üian  multiplicirt  die  letzte  Ziffer  von  Z  (d.  i.  in  nnserm  Beispiele  8) 
mit  2  und  subtrahirt  das  erhaltene  Product  (d.  i.  16)  von  den  vorher- 
gehenden Ziffern  (d.  i.  268).  Ist  der  Best  (d.  i.  252)  durch  7  theilbar,  so 
ist  das  ein  Kriterium  dafür,  dass  Z  durch  7  getheilt  werden  kann. 

Diese  bekannte  Regel  gestattet  folgende  Verallgemeinerung: 

Um  zu  entscheiden ,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  n  getheilt  werden 
kann,  multiplicire  man  die  letzte  Ziffer  von  Z  mit  der  für  jedes  n  beson- 
ders zu  bestimmenden  Zahl  x  und  subtrahire  das  erhaltene  Product  von 
den  vorhergehenden  Ziffern.  Ist  der  gefundene  Rest  durch  n  theilbar,  so 
ist  es  auch  Z. 

Die  Zahl  x  bestimmt  sich  nach  folgender  Regel: 

Man  schreibe  alle  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,  welche  mit  der 
Ziffer  1  endigen,  und  streiche  diese  Ziffer  1  weg;  dann  genfigen  die  so 
erhaltenen  Zahlen  den  für  x  angegebenen  Bedingungen. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  7.  Die  Vielfachen  von  7,  welche  mit  der 
Ziffer  1  endigen,  sind  nun: 

3.7  =  21;     13.7  =  91;    23.7  =  161  etc. 

Streicht  man  die  Ziffer  1  weg,  so  erhält  man  die  Zahlen  2,  9,  16  etc. 
Dass  2  den  ffir  x  angegebenen  Bedingungen  genügt,  ist  bekannt;  dasselbe 
gilt  jedoch  auch  für  die  Zahlen  9,  16  etc.,  wie  man  sich  durch  Beispiele 
überzeugen  kann. 

Berlin.  Dibtrichkiut, 

Cand.  nutth. 


V. 
Ueber  die  Doppelpunkte  der  Koppelcurve.^ 

Von 

Prof.  Dr.  R-  Müller 

in  BrauDiohweig. 


1.  In  einem  gewöhnlichen,  also  nicht  durchschlagenden  Kurbelgetriebe 
beschreibt  jeder  Punkt  C  der  bewegten  Ebene  eine  tricirculare  Curve  sechster 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  C^,  C^,  C3,  von  denen  immer  zwei  ima- 
gin&r  sein  können;  zu  einem  reellen,  aber  isolirten  Doppelpunkte  gehören 
keine  reellen  Koppellagen.  Umgekehrt  entsprechen  jedem  Punkte  C^  der 
festen  Ebene  im  Allgemeinen  drei  Systempunkte  C,  C\  C'\  deren  Bahnen 
in  Cj  einen  Doppelpunkt  haben ,  nSmlich  die  Doppelpunkte  derjenigen  Koppel- 
curve ,  welche  C^  bei  der  umgekehrten  Bewegung  in  der  Ebene  der  Koppel 
erzengt.  Die  Punkte  der  bewegten  Ebene  stehen  also  mit  denen  der  festen 
Ebene  in  einer  drei-dreideutigen  Verwandtschaft  —  mit  der  Aus- 
nahme, dass  den  Endpunkten  der  Koppel  alle  Punkte  ihrer  Bahnkreise  als 
Doppelpunkte  entsprechen,  während  den  Endpunkten  des  Steges  alle  Punkte 
der  Kreise ,  die  sie  bei  der  umgekehrten  Bewegung  beschreiben ,  als  System- 
punkte zugeordnet  sind. 

In  Fig.  1  werde  durch  das  Viereck 
OffBÄ  ein  Kurbelgetriebe  mit  dem  festen 
Gliede  0  0'  in  einer  beliebigen  Phase  dar- 
gestellt. Beschreiben  wir  dann  über  AB 
und  00'  beziehungsweise  die  Kreise  h 
und  «,  welche  mit  diesen  Strecken  nach 
derselben  Seite  hin  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen,  so  erzeugt  jeder  Punkt  von  h 
bekanntlich  eine  Koppelcurve,  deren  drei 
Doppelpunkte  auf  i  liegen.  Die  Schnitt- 
ponkte  Ton  h  und  i  befinden  sich,  als  Systempunkte  betrachtet,  augen- 
blicklich in  Knotenpunkten  ihrer  Bahnen.  Wir  erhalten  demnach  den 
Ort  der   Systempunkte,   welche   in   der   betrachteten    Phase  Knotenpunkte 


^  Fortsetnmg  zu  den  Aufsätzen  Bd.  34  S.303  und  872,  und  Bd.  36  8. 11  dieser 
Zeitschrift. 

Zeltsehrift  f.  Mathematik  u.  Phyaik  XXXYI,  2.  ^ 
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durohaohreiten ,  aU  ErzeugniBB  zweier  projectiren  ETeisbtlBohel ,  deren  Cbor- 
dalen  AB  nnd  00'  einander  entspreoben ;  der  gesuchte  Ort  ist  also  die  als 
Fooalourve  bekannte  Curve  dritter  Ordnung.  Dieeelbe  gebt  dnrcb  J,  B, 
0,  0'  und  dnrcb  die  Schnittpunkte  ?ß  und  O  von  OÄ  und  ffB,  bez.  AB 
lind  00\  die  augenblicklichen  Poie  der  Systeme  AB  und  0&.  bez.  CA 
und  O'B.  Wird  für  jede  Phase  in  der  Ebene  der  Koppel  die  zugehörige 
Focalcurre  construirt,  so  geben  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
6,  4,  2  oder  keine  dieser  Curven,  je  nachdem  seine  Bahn  3,  2,  1  oder  0 
Knotenpunkte  enthält.  Hieraus  folgt,  dass  die  Focalcurven  einerseits  die 
Polcurre ,  andererseits  die  Theile  der  üebergangs curve  berühren ,  denen 
Selbstberührungspunkte  entaprecben. 

Die  Focalcurre  bat  einen  Doppelpunkt,  wenn  dem  Viereck  OffBA  ein 
Kreis  eingeschrieben  werden  kann,*  wenn  also  die  Summe  von  zwei  Seiten 
gleiob  der  Summe  der  beiden  anderen  ist.  Daher  sind  die  Focalcurren ,  die 
tu  den  s&mmtlicben  Phasen  eines  bestimmten  Kurbelgetriebes  gebQren,  ent- 
weder alle  eintheilig,  oder  alle  Kweitbeilig,  oder  alle  doppelpanktig.  Sie  sind 
eintbeilig  oder  zweitheilig,  je  nachdem  die  Summe  der  gröSEt«n  and  klein- 
sten Vierecksseite  grösser  oder  kleiner  ist,  als  die  Summe  der  beiden  an- 
deren, also  wenn  die  entsprechenden  Koppelcurren  beziehungsweise  eintheilig 
oder  tweitbeilig  sind ,  und  sind  doppelpunktig  im  Falle  des  durch scblagenden 
Kurbelgetriebes. 

3.  Wir  nehmen  jetit  an,  OOBA  sei  ein  durchschlagendes  Kurbe!- 

cetriebe.  ea  sei  etwa 

^  '  nO-+QA  =  ÄB  +  0'B. 

Dann  bat  die  Babncurve  eines  jeden  Sjstempunktea  C  vier  Doppelpunkte. 

n&mlich  wie  &&ber  die  drei  Fankte  C,,  C^.  C^  auf  einem  durcb  O  nnd  0' 

gehenden  Kreise   i   und   überdies   einen    Sonderdoppelpunkt  Cg   in  der 

Dorehschlagfilage    A^Hgl\.      Wir    wollen  C,,  C,,  C,   in  Ermangelung    einer 

andern  Benennnng  als  die  gewöhnlichen  Doppelpunkte  der  Koppelcnne 

beieicbneu. 

Wir  betrachten    nun   insbesondere   solche  Sjstempunkle  C,    die  in  der 

Durchscblagslage  einen  gewöhnlichen  Doppelpunkt  durchschreiten ,  bei  denen 

«leo  (7g  mit    einem    der    Dbngen    Doppelpunkte    zusammen  füllt      Dieselben 

^^^^^     erfOUeo  nach  dem  Vorigen  eine  gewisse  Focalcnrre,  aber  diese  besteht  gegen- 

^^^^^L  rtrtig,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  ans  der  Geraden  A  B  und  einem  Kreise. 

^^^^^B  Dem  Durchgänge  der  Koppel   durch   die  Phase  A^B^   entsprechen   auf 

^^^B    00'dioPoll»geD  ilJ',  ¥°   die  Doppelpunkte  der  dur^h  die  Paare  A^O',  B^O 

^P  boetimmten  Involntion,    und  auf  AB  die  Pole  P\  f^.**     Beschreiben  wir 

1        ^ 


*  Datige,  Matfaematücbe  Annalen,  Bd.  5  S.  93. 

"*  Bartaesler,  Kinematik  1.  S.  114.  —  Die  Polcurre,  die  na  allgemeinea 

Falle  von  der  acbten  Ordeung  iit,  letRUH  beim  durchschlageikdcn  Knrbdgetnebe 

dw  doppelt  tähleade  Oende  AB  uud  in  eine  bicire*iian  Com  ■ 

g  mit  Di>ppeipaiitten  in  A  und  B. 
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nnn  in  der  bewegten  Ebene  über  dem  Durcbmesser  P^P^  einen  Kreis  Je 
nnd  beieichnen  einen  Punkt  desselben  mit  C,  so  bestimmen  in  der  Darch- 
schlagslage  h^  (Fig.  2)  die  ^^  ^ 
Strahlenpaare  C^A^^Cq  0'  und  ^ J^ 

Qt-^o«  ^0^  ®^^  symmetrische 

InTolution,  weil  die  Doppel-  Cq 

strahlen  C^%^,   0^%^   einen 

rechten  Winkel  einschliessen. 


0-^ 


mi 


^-P 


Es  istal8oiiloCoJ^o  =  ^ö^oö' -4^, 
und  folglich  C^  ein  gewöhn- 
licher Doppelpunkt  der  von  C 
erzeugten  Koppelcurre. 

Setzen  wir,  wie  früher,  AB  —  c,  AC^l,  BC^a,  OO'^y,  OA=^r, 
(fBcsiSj  wobei  gegenwärtig 

1)  y  +  r^C  +  S 

ist,  so  f<^gt  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  A^^C^^O  and  B^C^O' 


also 


^  BqCqO'  ^  ü.O'Cq  ""7 


2)  ^«=^- 


Ebenso  ist 


(yCn      sh 


"0 


JA^C^B^^       ah       "c' 


d.h. 
3)  OC,,0\^l^ 


c 


und  folglich 

^  ^         C8  ^         er 

Es  ist  femer  co5//oCJ,jB^  =  c(wOCqO',  d.  h. 

ab         ■"         OCq.O'Cq        ' 
und  hieraus  ergiebt  sich  nach  3)  und  4)  als  Gleichung  des  Kreises  ä; 

5)  ra*  — «5*  +  cr«  =  0. 

Bezeichnet  nun  d  einen  gewöhnlichen  Doppelpunkt  der  zum  Punkte  C 
gehörigen  Koppelcurye,  und  setzen  wir 

-^^  ==Uiy    c*  —  y*  +  r*  +  5*  =  2  (er  -  CS  +  rs)  =  m*, 

80  gilt  für  jeden  Systempunkt  C7zur  Bestimmung  seiner  drei  gewöhnlichen 
Doppelpunkte  die  Gleichung* 


^  Bd.  84  dieser  Zeitschrift,  8.  304.    Je  nachdem  für  ut  aus  6)  ein  positiver 
oder  negaürer  Wertb  folgt,  ist LOdO'  entweder  =  L -^ C B  odei  =  \W^ - \^k.^^ . 


Ueber  die  Doppelpunkt«  der  Eoppelcurve. 


Liegt  aber  C  auf  dem  Kreise  k,   so  geht  infolge  5)  die  vorige  Qleichang 


und  es  ist  also 
8) 


(-")■{• 


d 


Es  fallen  daher  zwei  gewöhaliche  Doppelpunkt«  mit  C^  tnsammen,  d.  b. 
(7p  ist  ein  dreifacher  Punkt  der  Koppelcurve.* 

Wenn  im  Gelenkviereck  00' BA  nicht  die  Summen  yon  je  zwei  aufein- 
anderfolgenden ,  sondern  der  gegenUherliegenden  Seiten  einander  gleich  sind 
(c  +  }'K=r+s),  80  gelten  die  vorigen  Entwickelungen,  nur  sind  fUr  jeden 
Punkt  C  des  Kreises  It  die  Dreieckswinkel  ACB  und  OC^O'  nlcbt  einander 
gleich,  sondern  supplementär,  und  in  den  vorigen  Formeln  sind  /  und  s 
durch  —y  nnd  —s  la  ersetzen.  Es  gilt  daher  allgemein  der  Satz:  In 
jedem  durchschlagenden  Kurbelgetriebe  giebt  es  unendlich 
viele  Systempunkte,  welche  Koppelourven  mit  einem  drei- 
fachen Punkte  beschreiben.  Dieselben  erfüllen  den  Kreis  k, 
der  die  auf  der  Koppel  liegenden  Pole  f^,  P"  zu  Gegenpunk- 
ten  hat.  ^^ 

Soll  auch  M3  =  -;-7  Bein,  so  folgt  aus  7)  und  8)  die  Bedingung 

und  dann  ergeben  eich  mit  Rflcksicbt  auf  5)  für  ä*  die  Werthe 

j      cs  +  sj/cyrs 
oder 

Auf  dem  Kreise  h  liegi 
punkte  C,  für  welche  all 
Punkte  Cg  zusammenfallen, 

punkt  der  Koppelcurve;  dieselbe  wird  von  dem  Kreise  OC^O'  in  C^  einmal 
OBCulirt. 

Anmerkung.     Setzen  wir  00^  =  ^,   0'Cj=^p',  so  ist  nach  8) 

p'       Ha{o"  — s*)  pp'  ab 

und  wir  erhalten  durch  Elimination  von  a  und  b  mit  RUcksicht  auf  5)  die 
Gleichung 

ceV''('-9'-se'')-'-slrs(e*-fe'*)+(3c*-2cr  +  2cs-r»-s*)p«p»| 
+  2r's»j.»Ce'+  e''}  -  rVj-*  =  0. 

*  Liegt  C  statt  auf  k  auf  der  Geraden  AB,  die  den  andern  Theil  der  zur 
Darobschlagelage  gehörigen  Focalcurve  bildet,  ao  fällt  nur  ein  gewöhnlicher  Dop- 
pelpaakt  mit  Co  zusammen. 


■  und  a»  =  s.ß/'"  =  BoO'.Bo<lS". 

1  also  im  Allgemeinen  vier  Sjstem- 
vier  Doppelpunkte  im  dreifachen 
Cg  ist  dann  zugleich  ein  SelbstberUhrongG- 


Von  Prof.  Dr.  R.  Müller. 


Die  Doppelpunkte  C^,  die  den  Pnnkten  C  von  k  entsprechen,  erfüllen  dem- 
nach eine  tricirculare  Curve  aechster  Ordnung  mit  Doppelpunkten  und  Doppel- 
brennponkten  in  0  und  0'.  Der  dritte  Doppelbrennpunkt  theilt  die  Strecke 
00*  anssen  im  VerhSltniss  — ■  Ist  dagegen  c  +  y^r  +  Ä,  so  ergiebt  sich 
Ar  des  dritten  Doppelbrennpunkt  in  Bezug  auf  0  0'  das  Tbeilungaverhältniüs 
1  und  derselbe  liegt  innerhalb  00'. 

3.  Da  für  jeden  Funkt  des  Kreises  k  zwei  gewöhnliche  Dop]}elpankte 
laGammenf allen ,  so  bildet  k  einen  Theil  der  Oebergangecurve.  Die- 
selbe ist  beim  allgemeinen  Kurbelgetriebe  eine  vierfach  circulare  (Jurve  zehnter 
Ordnnng,  Im  hier  vorliegenden  Sonderfalle  fUbrt  die  weiter<*  Untersuchung 
der  Currengleichung ,  auf  die  wir  nicht  eingehen  wollen,  zu  dem  folgenden 
Ergebnisse:  Die  üebergangacurve  zerfällt  beim  durchschlagen- 
den Kurbelgetriebe  in  den  doppelt  zählenden  Kreis  k  uud  in 
eine  bicircttlaro  Curve  sechster  Ordnung  mit  Doppelpunkten 
in  A  nnd  B.  Dieselbe  berührt  den  Kreis  k  in  den  vier  vorbin 
bestimmten  Punkten,  denen  je  vier  zusammenfallende  Doppel- 
punkte entsprechen. 

Bei  den  bekannten  technisch  wichtigen  Specialformen  des  durchschla- 
genden Korbelgetriebes*  zerföUt  auch  jene  Curve  sechster  Ordnung  in  ein- 
fachere Corven.  Ist  zunähst  C  =  y,  r  =  s,  so  kann  das  beti-achtete  Getriebe 
als  Parallel-  und  als  Zwillingskurbelgetriebe  bewegt  werden,  und 
dann  beschreibt  jeder  Systempunkt  C  beziehungsweise  einen  Kreis  c,  oder 
die  Fnsspunktencurve  C«  eines  gewissen  Kegelschnittes.  Die  vollst^dige 
Koppelcorve  bat  also  fünf  Doppelpunkte,  cBmlich  den  Doppelpunkt  der  Cj 
und  die  vier  Schnittpunkte  von  c,  und  c^.  Den  beiden  Durchschlagslagen 
entsprechen  zwei  Kreise  k,  k'  als  Ort  der  Systempunkte,  die  in  der  be- 
trachteten Phase  einen  dreifachen  Punkt  durchschreiten ;  aber  jeder  derselheu 
serfUlt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  u^  und  eine  zweite  Gerade  i"  resp.  v*. 
Bezeichnen  wir  mit  '>/''„,  0^' 0^''  die  Punkte  von  AB,  die  beim  Durch- 
«cblagen  mit  0,  0'  zusammenfallen,  so  sind  v,  v*  die  Mittelse nkrecbten  von 
?on  JO'p,  BO^'.  Die  doppelt  zählenden  Geraden  «„,  v,  v'  bilden  den 
einen  Theil  der  üebergangscurve ,  und  da  dieselbe  A  und  B  zu  Doppel- 
punkten, die  imaginären  Kreispunkte  zu  vierfachen  Punkten  haben  muss, 
W  besieht  ihr  Rest  aus  zwei  Kreisen  tp,  if,  von  denen  jeder  durch  Ä  und  B 
gebt  und  die  Geraden  v,  v'  berührt.  Diese  Kreise  sind  imaginär,  wenn 
r<;c  ist**  — Fttr  alle  Systempunkte  C  auf  einer  der  Geraden  v,  t*  geht 


■  BarineHter,  Sinematik  I,  S.  300. 

**  Hierdurch  wird  eine  Bemerkung  in  dem  Aufsätze  Bd.  H  dieser  Zeitschrift, 

S.373  berichtigt.  —  Die  Geraden  v.  v*  sind  Tangenten  der  Palourve.    Dieee  zer- 

nilt  in  die  doppelt  zählende  Gerade  »„,  in  die  vierfach  zählende  Gerade  AB  und 

Kege!»chnilt  mit  den  Brennpunkten  ^,Bund  den  Scfe6it«\te,a5,eTAftu»i'^. 
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der  Kreis  Cj  durch  den  Doppelpunkt  der  C|,  der  hierdurch  xa  einem  drei- 
fachen Punkte  der  yollständigen  Eoppelcurve  wird.  Liegt  C  auf  ip  oder  ^, 
80  berflhrt  der  Kreis  €|  die  c^. 

Ist  femer  r=^c,  ^=^Xi  80  ergiebt  sich  für  7  <  o  ein  gleichschenk- 
liges Doppelkurbelgetriebe,  für  y'^c  ein  gleichschenkliges 
Schwingkurbelgetriebe.  Beim  Durchschlagen  fILllt  B  auf  0  und  J 
zweimal  in  die  Gerade  00';  wir  erhalten  also  wiederum  zwei  Kreise  k^  k^ 
als  Ort  der  Sjstempunkte,  die  dreifache  Punkte  erzeugen.  Es  seien 
^0*  ^0**^  diejenigen  Punkte  von  AB,  die  in  den  beiden  Durohschlagslagen 
mit  0'  zusammenfallen;  dann  gehen  k^  k*  durch  B  und  theilen  die  Strecken 
AO'q  bez.  AOq*'  harmonisch.  Da  A;,  k^  als  Bestandtheile  der  üebergangs- 
curve  doppelt  zählen  und  diese  in  J  einen  Doppelpunkt  haben  muss,  so 
folgt  als  Best  der  üebergangscurve  das  Paar  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten aus  A  B,n  kj  k^.  Dieselben  sind  imaginttr  ftlr  y^c  —  Die  Bahn- 
curve  eines  beliebigen  Sjstempunktes  C  besteht  aus  einem  Kreise  C|  um  0 
und,  wie  vorhin,  aus  der  Fusspunktenourve  Ct  eines  Kegelschnittes.  Liegt 
C  auf  k  oder  k^y  so  geht  C|  durch  den  Doppelpunkt  der  c^;  die  Punkte  der 
beiden  gemeinsamen  Tangenten  von  Ä;,  k^  beschreiben  Kreise,  welche  die 
zugehörige  Fusspunktenourve  berühren. 

Braunschweig,  9.  März  1890. 


VI. 

Ueber  gewisse  goniometrische  Determinanten  und 
damit  zusammenhängende  Systeme  von  linearen 

Gleichungen. 

Von 

Dr.  K.  Weihrauch, 

o.  Prot  d.  phyfikftl.  Oeogr.  ft.  d.  ünir.  Dorpftt. 


I. 

In  einer  früheren  Mittheilang*  habe  ich  die  Determinanten 

l)Ci,=  |l,  COSXmy  SinXmi  C0s2Xmy  Sin^Xm^  ...,   COS(vA)Xm,  8in{vA)Xmt  C08vXm\ 

nnd 
2)ft|,  =  |l,  COSXm^SinXmj  C082Xmf  8in2xmj  ...,  cos(v-l)Xm,  sin{v-\)xm^  sinvxml^ 

m  =  l,  2,  ...,  (2v) 

behandelt.     Bezeichnet  Pn  das  Prodnct  der  Sinns  der  — ^r — -  halben  Dif- 

ferenzen,  die  sich  ans  der  Argamentenreihe  Xi^  x^,  ...,  x^  derart  bilden 
lassen,  dass  immer  die  Grösse  mit  kleinerem  Index  als  Subtrahend  genom- 
men wird,  und  versteht  man  unter  a  die  Summe  aller  zur  Verwendung 
kommenden  Argumente,  also  m-=n 

3)  <^=2^m, 
80  ward  a.  a.  0.  gezeigt,  dass  *""* 

4)  Ci»=  (-1)^     .  2.4*'<^-i).  P^v.siny, 

5)  S7p^{-iy-K2A^(^-^KP2P.co8^ö 
ist. 

In  einer  andern  Schrift**  habe  ich  die  Untersuchung  auf  verwandte 

Determinanten  nnd  deren  erste  ünterdeterminanten  ausgedehnt  nnd  will  die 
Ergebnisse  hier  ohne  genaueres  Eingehen  auf  die  Beweise,  die  dort  aus- 
führlich gegeben  wurden,  zusammenstellen.  Die  Behandlnngs weise  ist  der- 
jenigen ganz  entsprechend,  welche  bei  obigen  Determinanten  zur  Anwen- 
dung kam.  Man  ersetzt  alle  auf  Xm  bezüglichen  goniometrischen  Functionen 
durch  Ezponentialausdrttcke ,  wobei  die  Abkürzung 

6)  (?*'"•  =  am 


•  Diese  Zeitschrift,  Jahrg.  83,  1888,  S.  126. 

**  Nene  Untersuchungen  über  die  BessePsche  Formel  und  deren  Verwendung 
in  der  Meteorologie  (Schriften,  herausgegeben  von  der  Naturforscher- OeBellächaft 
bei  der  ünivexsitilt  Dorpat,  IV.    Dorpat  1888). 
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eingeföbrt  werden  mag,  nnd  kommt  danii  oach  sehr  einfachen,  sieb  un- 
mittelbar darbietenden  TranaCormatJonen  zu  der  bekannten  Differenzendeter- 
minante J 

7)  J„=\\,a„,(^*,...,a^-'\,  ■ 

m  =  l,2,  ....fi,  ^ 

dem  Prodnct  der  — ^ — —  Differenzen,  die  sich  in  der  Elementanreibe  a, , 
Oj,  ...,  a,  derart  bilden  lassen,  dasa  die  Grösse  mit  kleinerem  Index  jedes- 
mal als  Subtrahend  verwendet  wird,  —  oder  deren  ersten  ünterdetermi- 
nanten.  Letztere  sind  leicht  darstellbar.  Sucht  man  beispieleweise  die  durch 
Untordi-Ückanff  der  A""  Zeile  und  der  p""  Colonne  in  J^  entstehende  Unter- 
determinante Oft,|i,  sö  ist  dieselbe  gleich  { — 1)''+p  mal  dem  Factor  von  b/"' 
in  J„.     Nun  hat  man 

8)  ^„  =  A,A-(aA— fl,)---  {ah—ai-i).{ai,  +  i  —  ai,)...  {on-a/,), 

wenn  .^».a  die  Differenzendeterminante  für  die  Reihe  a,,  a,,  ...,  a/,^i, 
QA^i,  ...,  a„  ist,  so  dasB  der  zweite  Index  h  die  Ausstossung  des  Elementes 
«A  aus  der  ursprtlnglicbeD  Reihe  a,,  %,  ...,  On  fordert.  Die  Gleichung  8] 
kann  auch  geschrieben  werden 

9)  ^«=(-l)—*^,,ft./I(aA-a„), 
m=\,  2 (A-1),  (A  +  1), 

Bezeichnet  man  dnrch  ^S^,h  die  Summe  aller  als  Producte  aufgefassten 
Combinationen  der  Elemente  o,,  ...,  ba— i,  ah^-i,  ....  di  zur  3*'"  Classe  ohne 
Wiederholungen,  dann  gebt  9}  über  in 


10)       4,=(-i)— '^.,,2; 

(- 1)'«; 

leb  dem  oben  Gesagten  ist  denn 

11)                                   »i,p  =  ^., 

.^A'„_,,,A 

4 


Man  hat  nun  m  7)  and  II)  die  Grössen  an  wieder  durch  ^'-  unter- 
setzen und  nachher  die  Exponent! alaubdrUcke  in  goniometrische  zu  verwan- 
deln.    Dabei  ist  idM+x  > 

12)  flm  —  a,  =  2 i am -^^j — --e      '       , 

nnd  Kf^i,  geht  über  in  e'i'i-*,  wenn  unter  yq^i,  eine  als  Summe  ihrer  Be- 
standtheile  aufgefasste  Combination  der  Argumente  x^,  x^,  ...,  x«_i, 
.rft+1,  ....  x„  zur  g'*"  Classe  ohne  Wiederholung  verstanden  wird.  Ein 
Siimmenzeichen  davor  bedeute  immer,  dass  man  alle  möglichen  Combina- 
tionen bilden  soll.     Ich  fOhre  noch 

13)  ai,  =  a-xh 

ein  und  will  unter  P„^i,  das  der  Grösse  P„  entsprechend  gebildete  Product 
verstehen,  wenn  in  der  Reihe  x,,  x^,  ...,  'x„  das  Element  za  unterdrückt 
iforden  ist.  Auf  dem  hier  angegebenen  Wege  wnrden  a.  a.  0.  folgende 
Detsrwjaantcn  ausgewertbet: 
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14)  j  ^^•+' 


15) 


od.a  = 


*,*= 


1,  cosxm^  sinXm^  €os2xmf  8in2xmy  ••.,  casvXmi  sinvx, 

m=l,  2,  ...,  (2v  +  l) 

cdsxmj  sinxm^  C082xmi  8in2xmj  .-.,  cosvXmi  8%nvx„ 
m=l,  2,  ...,  (Ä-1),  (Ä  +  1),  ...,  (2v  +  l) 

1,  cosXmt  sinxm^ ...,  C05(Ä:-l)a;OT,5in(Ä;-l)a;OT,  sinkxm^  co8{Jc+l)Xmj  $in(k+\)Xmi 

...,  COSVXm,  sinvXm 

m=  1,  2,  .,.,  (Ä-1),  (Ä+1), ...,  (2v+l) 
;1,  cosxmy  sinxm,  -..,  co5(Ä;-l)a:i„,  sm(Ä-l)a;m,  coskXm^  (»«(Ä+ljo?«,  5in(Ä?4-l)a?mi 

*,A=  ...,  COSVXmi  SinvXm 

m=  1,  2,  ...,  (Ä-1),  (Ä+1),  ...,  (2v+l) 
=  {-lY.2A^(^''KPtv+uk.28in{Y^+M,k-ioi,). 

Die  Determinanten  15),  16),  17)  sind  offenbar  die  ersten  ünterdeter- 
minanten  yon  14);  man  kann  daher  Div+i  in  bekannter  Weise  durch  jene 
Determinanten  ausdrücken,  was  merkwürdige  Relationen  ergiebt,  auf  die 
ich  hier  aber  nicht  weiter  eingehen  will. 

Die  sechs  folgenden  Determinanten  erscheinen  als  erste  ünterdetermi- 
nanten  von  Gz^  und  Szy,  nämlich  zuerst  durch  Unterdrückung  der  ersten 
Colonne  und  der  h^^^  Zeile: 

COSXmt  SinXmi  ..-,  C08(y'-\)Xmi  8m{y  —  \)Xmi  COSVXt 

m=l,  2,  ...,(Ä-1),(Ä  +  1),  ...,2v 
=  (- 1)^-1.4(1'-')«.  Pj^.Ä. 2: co5y^.A, 

cosxmysmxmy  ...,  co5(v  — 1)0?«,  sin(v  — l)»«,  sinvx^ 
m=l,2,  ...,(Ä-1),(Ä+1),  ...,(2v) 


I 
..., 


18) 


(tX  = 


19) 


-^11,*  = 


unterdrückt  man  femer  in  G^^  und  8%v  die  (2A;)**  Colonne  und  die  If^ 
Zeile,  so  seien  die  entstehenden  ünterdeterminanten  Ci%  und  8\^%,  Werden 
dagegen  die  (2X;  +  1)**  Colonne  und  die  ^^*  Zeile  unterdrückt,  so  sollen  die 
ünterdeterminanten  O/'i  und  8k%  heissen.     Man  findet  dann: 

20)  öi:jl  =  (--l)''+*.4t*-*)\/>2^.Ä.(^C05y,-M  +  ^«>«yi'+^Ä)» 

21)  C7A^:i[  =  (-l)^+^4C^-^>^/>2,r,A.(2:my^-;fc,Ä-2:5iny,^*,Ä), 

22)  «i;i  =  (- 1)^+*. 4(^-*)\  Pav. A .  {Esinyy^  it,^  +  Ztmy^^k.h) , 

23)  S/;i  =  (- 1  )»'+* .  4(^-1)*.  />2,.,Ä .  (-  ^  co5y^-it,Ä  +  Z  awyi.+it.Ä). 

Ich  habe  a.  a.  0.  auch  die  entsprechenden  Determinanten  für  die  un- 
geraden Vielfachen  der  halben  Winkel  als  Argumente  in  gleicher  Weise 
behandelt  luid  beschrftnke  mich  auch  hierbei  auf  die  Wiedergabe  der  Re- 
lültate.     Es  ist  in  Analogie  mit  D%v\\ 


74 


24) 
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3«.       ^,(a.-i)».  ,i.l2-i)'.i 

:1,2,    ...,(2V)  I 


»T- 


3». 
"-2- 


r 

H  Die  aoB  E-,^  durch  UnterdrUckung  der  (2*  — 1)'"°  Colonne   and   der 

H  A'«>  Zeile  entstehende  ünlerdetermiaant«  heisse  di,,h,  eatsprechend  die  dnich 

H  ÜDterdrtlcknng  der  (2^)""  Colonne  und  der  A'"  Zeile  erzeugte  Unterdeter- 

B  miDanta  tk.k-    Dann  ist  [man  vergl.  16)  und  17)]  r 

I  25)        <**,»  =  (-l)*-'.4C-')'./'2».*.£««(j'-+*-i,»-i»*),  I 

f  26)        /t,»  =  (-l)*-'.4<'-"'./'„,».X«Js(r,+t_,.«-iff4).  ^ 

Man  hat  ferner  in  Analogie  mit  Ot*  und  Siy 

;il5 


27) 


0»+ 


=  (-l)'.4'-.ft,+, 


*.+,=' 


3». 


.3*- 


3i. 
"-2- 


"2  '  "•  2   '  •' 
=  (-l)'.4".P„+,.si«J.. 


(2v-I)«i, 

2      ' 

,(2v  +  l) 

(2-1)1. 

,{2.H 


=  1,2, 


2 

=  1,2,  ..,,(2v  +  l) 


■.t^'-')'- 


Streicht  man  in  d^-i-i  und  Siy^i  die  (2^  —  1)'*  Colonne  nnd  die  A" 
Zeile,  so  seien  die  betreffenden  Unterdetenninanten  Dkji  und  Ti'\,  und 
entsprechend   bei   UnterdrOclning   der   (St)*"  Colonne   und   der  A*~  Zeile 

iJ*'i   und  Ti'.*.     Dann  ist 

29)  I»*'.'i  =  (-l)'+*+'.4'<»-". /'„+,,». {r«W)-,_*+,,»-,£cMy,+t,i), 

30)  D;.'i  =  (-l)'+*+'.4n»-i).P„+,,i.(2;rifi/,_*+H  +  j;my,+».»), 

31)  r^'2  =  (-l)'+*+'.4'"-»./'„+,,ft.(ZsM.;'.-,+,,*-i:«»y,+t,»). 

32)  r/;i  =  {-l).+*+'. 4'"-". />„+,,». (-^««y,_,+,,»_£««,,^,,,). 


Alle  in  1.  mitgetheilten  Determinantenwerthe  finden  Verwendung  bei 
der  a.  a.  0.  ebenfalls  gegebenen  Auflösung  gewisser  linearer  Gleicbungs- 
Systeme,  welche  als  dem  Gebiete  der  Interpolationsrechnung  angehörig  be- 
seiebnet  werden  kOnnen.  Da  man  öfters  in  die  Lage  kommen  kann ,  dieser 
ÄoflGsungen  zu  bedftrfen,  so  aollen  dieselben  ohne  weiteren  Beweis  hier 
mitgetheitt  werden. 

Die  betreffenden  Unbekannten  mOgen  in  den  einzelnen  FSIlen  durch  Ug, 
Pm,  <lm>  u,,  u>-|.i  bezeichnet  werden,  wShrend  x&,  u«  znsammengebSrende 
gegebene  Grössen  seien.  Der  Vereinfaehnng  wegen  seien  noch  die  GrOssen 
jCh     und  X»'*'  eingeführt,  welche  durch  die  Gleichnngeu  definirt  werden 
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«m 


2 


^n 


5itt 


2 


(ii)         .     X*-X       ,     Xn-X  .     fl?Ä-l"Ä       .     a?AH-l -a?  .     *n-aJ 

> '— *M^_! ^n    » .  ^,11 — ^ — .^j^ — z^ —  ...  5in    Q 


34)  ZÄ'  =  «w-in — 


1.  Es  seien  die  Coefficienten  der  Gleichung 

iyi=:iy 

35)  y  =  Wo  +  ^  (P»  coÄiiiic  +  qnt  sinmx) 
yennittelst  des  Systems 

36)  ak  =  u^+^iPm  cosmxh  +  qm  sinmxh) , 

Ä=l,2,  ...,(2v  +  l) 
zu  bestimmen.     Mit  Hilfe  der  in  1.  ermittelten  Determinanten  erhält  man 

1     ^1         «A 


37) 


dv+i)  ^^^iyv.h  —  iok), 


gik  =  (-l)*-T= 


(27+iJ -2?«n(yy  +  Ar,A  -  ic^A), 


Ganss  gab  in  seiner  berühmten  Abhandlang:*  „Theoria  interpolationis 
methodo  nova  tractata^  folgenden  Ausdruck  für  35): 


38) 


3f=    ^^ 


«* 


x; 


(2»+!) 


Diese  an  die  Interpolationsformel  von  Lagrange  erinnernde  Gleichung  ver- 
mittelt  die  Berechnung  des  zu  einem  bestimmten  x  gehörenden  y,  ohne  dass 
die  Coefficienten  n^^  Pk%  Qk  bekannt  zu  sein  brauchen;  dieselbe  kann,  wie 
in  meiner  obenerwfthnten  Schrift  gezeigt  wurde,  sehr  leicht  aus  der  Com- 
bination  von  35)  und  36)  abgeleitet  werden. 

2.  Man  habe  die  Coefficienten  der  Gleichung 

39)  y  =  WQ+^  (j^mC03inx-\'qmSinmx)  +  upsin{U^  +  vx), 
WO  Uv  eine  willkürliche  Winkelgrösse  ist,  durch  das  Sj^stem 

40)  «Ä  =  Wo  +  ^    {pm  cosmxk  +  qm  smmxh)  +  w^  ^n (üV  +  vxk) , 

Ä=l,  2,  ..m(2v) 
za  ermitteln. 
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üeber  gewisse  goniometrische  Determinanten  etc. 


41) 


A=Sr 


Es  ergiebt  sich: 

2  ,      . 


Oh 


«A  =  7i? 


Wv  = 


«Ä 


Ä;=l,2,  ...,(v-l). 

Auch  hierfür  giebt  Gauss  a.a.O.  eine  der  Oleichung  38)  entsprechende 
Formel,  die  ich  in  dem  Falle,  dass  nothwendigerweise  Uv  die  einzufahrende 
willkürliche  Constante  sei,  in  den  Ausdruck  umgestalten  konnte: 

I  h=79 

42)        y  = 


"*  xrcos{u,  +  ''-'^  +  ') 


A.  a.  0.  habe  ich  ansserdem  gezeigt,  dass  fttr  die  Anwendungen  in  der  Me- 
teorologie stets  17  —  _  1 

gesetzt  werden  mnss,  dass  also  die  Willkttrlichkeit  dieser  Constanten  damit 
anfgehoben  ist 


44) 


3.  Wenn  die  Coefficienten  der  Gleichung 

(2m -1)2 


=I( 


PmCOS 


2 


.   (2m-l)x^ 
+  qmsm  — 


▼ermittelst  des  Systems 


2       / 


45) 


«* 


PmCOS 


(2m-l)x>i 


+  qm8tn ö-^^ 


) 


A  =  l,2.  ...,(2v) 
berechnet  werden  sollen,  so  hat  man 


46) 


fei    ^* 


^*  = 


(_l)fc-l*^- 


Oh 


oder  in  anderer  Darstellung 


Ä=  1,  2,  ...,  V 


A  =  2» 


47) 


^~^>  b"»»'^*  *• 
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4,    Liegt  endlich  zur  Bestimmung 
Ao^      "^Z  (2m-\)x  .   (2m-l)a?\  .  /„        (2v+hx\ 


OT  =  # 


50) 


Pt  = 


y*= 


jft»        "^^Z         {2m-l)«4         .  (2m-l)«;j\  .   /_        (2v+\)xa\ 

49)  a»  =2j^p^eo8' — ^+q„sin' — ^\+u,+t8in(U,+i+^    ^  '  *\ , 

A  =  l,2,  ...,(2v  +  l) 
Tor,  wobei  17,^1  eine  wUlkOrliche  Coostante  ist,  so  findet  man 

^  (-1)" *=v  _?*_ 

oder  in  directer,  von  den  Grössen  pk^  gky  Up^i  freier  Darstellung 

Die  Formeln  38),  42),  47),  51)  eignen  sich  vorzüglich  zar  Berech- 
nung der  zu  einer  bestimmten  Abscisse  x  gehörenden  Ordinate  y^  sind 
aber  zur  Discnssion  der  Curven  35),  39),  44)  und  48)  wohl  kaum  ver- 
werthbar. 

Dorpat,  3.  December  1889. 


Ueber    absolute    Elementensyateme    auf    ebenen 
Unicursalcurven  vierter  und  dritter  Ordnung. 

Von 

Prof.  WlLH.    BlNDEH 

In  Wltaar^NdUtkdl. 

Hieno  Taf.  IV  u.  V. 


1.  Die  unicarsalen  Plancurvea  bis  einschliesslich  vom  vierten  Grade 
bilden  beute  ein  Gebiet  der  geometriscben  Wissenschaft,  das  man  nabeiu 
als  abgeschlossen  ansehen  kann,  soweit  es  sich  um  die  weseullicheii  Merkmale 
und  Eigenschaften  dieser  Gebilde  handelt.  Steiner,  PlBcker.  Cremona, 
Salmon  u.  A.  baben  auf  sjntbetiscbem  und  auf  analytischem  Wege  das  Stu- 
dium der  bezeichneten  Curvengattangen  angebahnt,  welches  später  von  Du- 
r^gO)  E.  Wejr  etc.  weitergeführt  wurde.  Insbesondere  dem  zuletztgenannten 
Mathematiker  verdankt  die  Wisgenachaft  der  Plancurven  dritter  und  vierter 
Ordnung  nach  der  synthetischen  Methode  die  bedeutendsten  Erfolge. 

2.  Das  Gesagte  schüesat  nicht  aus,  dass  es  verschiedene  Wege  geben 
kann,  um  bereits  Bekanntes  zu  erreichen,  welche  ein  wissenschaftticbes 
Interesse  hervorrufen.  Als  ein  Beispiel  hierfür  erwähne  ich  meine  Abhand- 
lung in  dieser  Zeitschrift ,*  in  welcher  ich  auf  den  ZusEtmmeuhang  des 
Systems  der  Tangential  punkte  einer  Curve  vierter  Ordnaog  mit  drei  Doppel- 
punkten und  den  lafleiionselementen  hingewiesen  habe,  wodurch  für  ge- 
wisse Special  isirun gen  sich  Linearconstructionen  der  Infleiionselemente  er- 
geben, die  bisher  nicht  bekannt  waren. 

Auch  der  gegenwLLrtige  Anfsatz  bezweckt  Analoges,  indem  ich  auf 
Elementensysteme  die  Aufmerksamkeit  lenke,  die  anf  einer  Ünicursal-Plan- 
curve  vierten  oder  dritten  Grades  a  priori  vorhanden  sind ,  weshalb  ich  sie 
als  „absolute  Systeme"  bezeichne. 

r. 

Curven  vierter  Ordnung. 

3.  Alle  Punkte  einer  nnicursalen  Plancurve  Cg*  bilden  ein  „System" 
für    sich,    in    dem  jedes  Element   von   einem   Paare   Tangentialpunkte  (die 
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Schnitte  der  betteffenden  Cnrventangente)  begleitet  ist.  und  welche  Tan- 
gen tialpunkten  paare  für  sich  wieder  ein  zweites  „System"  auf  der  Plancurve 
formiren.  Diese  beiden  ElementenBysteme  steben  zu  einander  in  einer  be- 
merke ne  wer  tben  Beziehung,  welche  wir  am  einfachsten  auf  einem  , Kegel- 
schnitt"  k  stndiren  können,  der  nach  einer  Steiner'schen  Verwand tachaft 
als  „Bild"  der  Plancnrre  C^*  gedacht  ist,  in  welcher  die  Knotenpunkte  0,, 
0|,  0,  homolog  den  Hauptpunkten  0,,  0^,  Oj  der  quadratiecben  Beziehung 
sind,  wie  wir  in  unseren  Abhandlungen  (A)*  und  (B)**  dieser  Zeitschrift 
auseinandergesetzt  haben.  Wir  haben  dort  das  Sj&tem  der  Plancurve  Cg* 
mit  £  und  jenes  des  Kegelschnittes  k,  den  wir  den  Grundkegelschnitt 
nannten,  mit  £  bezeichnet. 

4.  Der  leichteren  üebersicht  wegen  wiederholen  wir  die  Grundaufgabe, 
die  bei  unseren  folgenden  Betrachtungen  von  Wichtigkeit  ist  und  die  darin 
besteht:  „Auf  dem  Bildkegelschnitte  k  fflr  ein  beliebiges  Pank- 
tenelement  -T  das  „begleitende"  Elemeutenpaar  X'X"  zu  er- 
mitteln." (A  (4),]  Dabei  haben  wir  uns  den  Punkt  X  als  das  Bild  eines 
Pnnkies  X  und  das  Paar  X' X"  als  Bilder  der  beiden  Tan genti alpunkte 
X'X",  welche  durch  die  in  X  ziehende  Tangente  auf  der  Plancurve  Cg* 
susgeschnitten  werden,  vorzustellen. 

(Fig.  1.)  Wir  projiciren  aus  X  die  Hauptpunkte  0^,  0,,  0^  nach  X,, 
J,,  Xj  auf  den  Grundkegelschnitt  k  und  bestimmen  die  Schnitte: 

{|Z,X3|.  |Ö,0,|)-|,,    (IX.X,!,  10,0,1)-^,,    (1X,X,|,  |0.0,|)  =  |,. 
Die  Verbindungslinie  jl, |,|g|  =  x  trifft  den  Grundkegelschnitt  in  dem  ver- 
langten Punktenpaare  X'X".    (In  Fig.  1  sind  die  Elemente  X'X" imaginär.) 

5.  Die  Punkten  paare  X'X",  die  auf  diese  Weise  erhalten  werden,  for- 
miren noch  [A  (2)]  auf  dem  Grundkegelschnitte  ein  „symmetrisches  System 
vierten  Grades",  dessen  Eigenschaften  wir  a.  c.  0.  eingehend  nnlersucht 
haben.  Verfolgen  wir  jedoch  den  sich  von  selbst  aufdrängenden  Zusammen 
hang  dieses  Systems  mit  demjenigen  Systeme,  mit  welchem  es  nach  (3) 
in  einer  begleitenden  Beziehung  auch  auf  dem  Grandkegelschnitte  steht, 
»0  wird  sich  ans  den  nachfolgenden  synthetischen  Untersuchnngen  zur  Evi- 
denz der  Satz  ergeben -. 

„Die  beiden  auf  dem  Grundkegelschnitte  abgebildeten 
Elementensysteme  J'X",  X  sind  im  Allgemeinen  zwei-vier- 
deutig." 

Man  kann  Übrigens  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  durch  folgende  Be- 
trachtang nnmittelhar  ableiten.  Von  jedem  Punkte  der  zu  Grunde  liegenden 
Plancurve    C^*    kSnnen    hSchsteufalls    vier   Tangenten    an   dieselbe  gezogen 

'  Ueber    das    System    der  l'nngentialpnukte    einer  nnicnrealen  Fiat 
4,  Ordn.,  Bd.  XXXIV  8.  272. 

•■  Ueber  die  Realität  d.   Doppeltang.  rationaler  Plancurven  4,  Ordn 
Bd.  XXXV  S.  8. 


werden,  wobei  die  in  diesem  Punkte  vorkommende  nicht  mitgezfihlt  iat. 
Die  Beruh mngapunkte  dieser  Tangenten  bilden  ein  Quadrapel,  so  dass  in 
diesem  Sinne  den  einzelnen  Puoktenelement^n  der  Curve  jene  Quadrupel 
entsprechen,  was  ofienbttr  eine  „Vierdeuttgkeit"  ausdruckt.  Jede  einzelne 
Tangente  enthielt  zwei  Tangential  punkte  der  Plancnrve,  welche  man  ihrem 
Berührungspunkte  zuweisen  kann,  wodurch  sich  aber  jetzt  eine  „Zweideu- 
tigkeit" ausspricht.  Wir  Snden  also,  dass  jedem  Curvenpunkle  einerseits 
vier  Punktenelemente  und  andererseits  zwei  solche  Elemente  entsprechen, 
je  nachdem  man  ihn  dem  einen  oder  dem  andern  dieser  beiden  Systeme 
zuzählt,  weshalb  deren  Gesammtheit  in  die  beiden  zwei-vierdeutigen  Systeme 
der  PJancurve  zerfUlU. 

Diese  beiden  auf  k  conlocalen  zwei  -  vierdentigen  Systeme  kann  man 
auf  verschiedene  Art  zu  einander  In  Beziehung  treten  lassen.  Wir  wollen 
nachstehend  einige  hierher  gehörige  Falle  betrachten. 

6.  Wählt  man  auf  dem  Grundk egelschnitt  k  zwei  beliebige  Punkte  S,  S' 
als  Centren  von  Strahl enbUscheln  so,  dass  die  Elemente  von  S  durch  jene 
des  zweideutigen  Systems  X'X"  und  die  Elemente  von  8'  durch  diyenigen 
des  vierdentigen  Systems  X  incident  gehen,  dann  entstehen  zwei  Strahlen- 
bUschel  S,  S'  in  zwei  -  vierdeuUger  Beziehung, 

Jeder  Strahl  des  zweideutigen  Büschels  S  verschneidet  sich  mit  einem 
ihm  entsprechenden  Strahlenelemente  des  Büschels  S  in  einem  Punkte,  und 
der  Ort  dieser  Schnitte  ist  eine  Curve  sechster  Ordnung,  in  welcher 
der  1?- Punkt  einen  einfachen  und  der  S- Punkt  einen  Doppelknoten  bilden. 
Diese  Curve  von  der  Ordnung  2  -f  4  =  6  ist  wegen  der  beiden  vielfachen 
Pnnkte  S,  S'  von  der  Classe  2.2.4  =  16,  weshalb  ihr  im  Allgemeinen  das 
Symbol  Su  znkommt.* 

7.  Die  Curve  Sis  ist  für  den  Gm ndkegel schnitt  eine  „  Secantencurve", 
d.h.  sie  durchsetzt  denselben  bekanntlich  in  2.6  =  12  Punkten.  Von  diese  □ 
zwClf  Schnittpunkten  sind  aber  hBcbstenfalls  sechs  reell.  Eine  einfache 
geometrische  Ueberlegung  zeigt,  dass  in  einem  derartigen  Schnittpunkte  J 
sich  ein  Element  des  zweideutigen  Systems  mit  einem  solchen  des  vierden- 
tigen Systems  vereinigt,  woraus  wir  schliessen,  dass  die  J-Punkte  die 
Abbildung  der  sechs  Inflesionen  J,  welche  auf  der  zu  Grunde 
liegenden  Plancurve  Cg*  stattfinden,  auf  dem  Grund kegel- 
schnitte  h  bewerkstelligen. 

8.  Soll  man  von  einem  In flextonsp unkte  J,  welcher  mittels  der  Secan- 
tencurve  Ste  auf  dem  Grundkegelschnitte  k  abgebildet  wurde,  den  beglei- 
tenden Tangentialpunkt  T  ermitteln,  so  brauchen  wir  nur  das  Bild  J 
desselben   der  Construction  in  (4)  zu  unterwerfen,  wobei  man  finden  wirdi 


■  E.  Weyr,  Beitrltge  zur  Üurveu lehre,  S.  44,  und  Salmou-Fiedler,  Ana- 
IftiBcfae  Geometrie  d,  höh,  Plancurven  etc.,  S.  34, 


die  betreffende  x  Gerade  als  Secante  einerseits  durch  dieseo  tT-Pauki:, 
andererseits  aber  durch  das  Bild  T  des  fraglichen  Taogentialpunktes  auf 
dem  Gmndkegel  schnitte  geht,  Ea  ist  eelhstverBtSndliuh ,  dass  mit  imagi- 
Dfiren  In  flexi  onspuakten  J  auch  dereu  7- Punkte  imaginär  ausfallen,  mit 
anderen  Worten,  dass  die  betreffende  «-Gerade  für  den  Grundkegelschnitt  Ä 
eine  nneigenttiche  Secante  darstellen  müsste. 

9.  Eine  Secantencurve  anderer  Art  lässt  sich  dadurch  erzengen ,  wenn 
man  anf  dem  GmndkegeUchtiitt  einen  beliebigeo  Punkt  S  als  Centrum  des 
vierdeutigen  Systems  annimmt  <ind  dessen  Strahlenelemente  mit  den  ent- 
sprechenden 3:-Geraden  (4)  zum  Schnitte  bringt.  Die  dadurch  entatehende 
Ortacurve  enthält  das  Centrum  S  als  einen  zweifachen  Knotenpunkt  und  bat, 
wie  in  dem  vorigen  Falle,  mit  dem  Grund kegelscbnitte  die  J-Punkte  der 
sechs  Inflexionen  J  der  Plancurve  Og*  als  deren  Bilder  gemeinschaftlich. 
Für  die  Ermittelung  eines  Tangentialpunktes  T  ist  die  Construction  der- 
jenigen in  (8)  eine  analoge. 

Secanteccurven  vorbezeich  neter  Gattung  sind  für  die  Darstellung  der 
Infiexionselemente  einer  Plancurve  C^,  soweit  es  sich  um  graphische  Genauig- 
keit und  Prficision  handeln  wird,  am  vortheilhaf testen  verwendbar,  wobei 
bemerkt  sei,  dass  man  die  betreffenden  Cnrventheile  nur  dort,  wo  es  sich 
nm  ihre  Schnitte  am  Grnndkegelachnitt  handelt,  hervorzurufen  hat 

10.  Die  beiden  conlocalen  zwei-vierdeutigen  Punktensysteme  X'X",  X 
des  Grundkegebchnittes  in  (5)  lassen  eich  weiter  in  der  Weiae  verbinden, 
dase  man  das  mit  ihnen  perspectivisch  zusammenhlingende  Tangenten- 
system  des  Grundkegelgchnittes  verfolgt.  Wir  erkennen  leicht,  dass 
jeder  Tangente  des  vierdeutigen  Systems  vor  Allem  die  beiden  Tangenten 
des  zweideutigen  Systems  entsprechend  zugewiesen  sind.  Die  Schnittpunkte 
solcher  Art  formiren  einen  geometrischen  Ort,  welcher  die  Directionscnrve  der 
beiden  Tangenten  Systeme  ist.  Nach  Emil  Weyr*  ist  diese  Carve  2  +  4  =  6"' 
Ordnung,  weshalb  wir  sie  vor  der  Hand  mit  dem  Symbole  If  bezeichnen. 

Um  die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Directionscurve  kennen 
la  lernen,  etndiren  wir  die  Construction  der  i-Geraden  für  Singularlagen 
der  betreffenden  X- Punkte  am  Grund  kegelscbnitte  Jb. 

U.  (Fig.  2.)  Die  Tangenten  aus  einem  der  Hauptpunkte  fl,,  0,,  Og 
berühren  den  Grundkegelschnitt  h  m  einem  Paare  Verzweigungsele- 
mente  FF'.  Sucht  man  für  einen  Punkt  F  nach  der  Construction  (4) 
die  entsprechende  x-Secante,  so  findet  man  bierfUr  die  dem  betreffenden 
Hauptpunkte  0  gegenüberliegende  Seite  o  des  Hauptdreiecks  [A  (7)].  Ea 
entsprechen  demnach  einer  Verzweigungstangente  des  Gr und kegel Schnittes 
aus  einem  Hauptpunkte  0  die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  A,  A'  der 
gegenttberliegenden    Seite    des   Dreiecks  O^O^O^.     Weil  nun  jedem    Uanpt- 

'  Beiträge  vor  Gnrvenlehre,  S,  6. 
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punkte  0  ein  Paar  VerzweigungBelemente  YT"  des  Ornndkegelacbnittes 
eigen  sind,  so  ist  za  scbtiessen,  dasa  die  Pole  tÖ  der  Seiten  des 
Hauptdreiecks  O^O^O^  Knotenpunkte  der  DirectionBcnrve  D^ 
sind. 

Auf  diese  Weise  constatiren  wir  vorläufig  drei  Doppelpunkte  ra, ,  m,  ,  ü, 
von  i)"  mit  der  Beinerkung,  dass  die  in  den  Panktenpsaren  AA  an  den 
Grundkegelscbnitt  k  ziehenden  Tangente nelemente  gleichzeitig  Knotentan- 
geilten  der  Directionscurre  vorstellen,  und  bebalten  im  Äuge,  dass  be- 
kanntlicb  die  Punktepaare  AA'  nichts  Anderes  sind,  als  die  Bilder  der 
unendlich  nahe  befindlichen  Nachbarpunkte  eines  der  drei  Knotenpunkte  der 
Unicursalcurve  0^*. 

13.  Es  ist  bekannt,  dasa  einer  Doppeltangente  einer  Planciirve  Cg* 
bildlich  ein  Kegelschnitt  entspricht,  welcher  dem  Hauptdreieck  ^lO^O^  am- 
schrieben  ist  und  den  Grundkegelschnitt  k  in  Punkten  £,  'S  doppelt  be- 
rührt. Solcher  Doppeltangenten  giebt  es ,  wie  man  weiss,  vier.  Es  kommen 
also  auf  dem  Grnndkege] schnitte  vier  Verbindungslinien  \BB'\^p  vor, 
welche  auf  bekannte  Weise*  gefunden  werden  können,  und  wir  wollen  nur 
wieder  der  Vollständigkeit  wegen  einerseits,  andererseits  aber  der  späteren 
Bezugnahme  halber  die  diesbetreffende  Conatruction**  naebfolgend  anmerken- 

Wie  schon  in  (11)  gesagt  wurde,  treffen  die  Polaren  der  Hauptpunkte 
'^11  ^t\  ^s  (Pig-  2}  den  Grundkegelschnitt  in  den  Verzweigungen  T,  Y 
paarweise,  woraus  man  viererlei  Projecti  vi  taten  bilden  kann: 

{\y^y^,  if-, ?•,[)  =  £,,  {|y,F'j,  |F'.ni)  =  :;;         V 
(iF,F,i.  ir,  F',i)  =  £,.  (inm.  innn^r,-        ^ 

Die  drei  Punktenpaare  ü'  liegen  als  conjngirte  Pole  auf  den  Seiten  des 
Hauptdreiecks  f\0^0^  und  bilden  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
ecks,   dessen    vier  Verbindungslinien  f   die  ^-Punkte  tripelweise  enthalten: 

i!>£,i;inp„  ir,ä,i-,i-i.,.  i&!,r.|3p„  ir.r.r.i-j... 

Jede  p- Sehne  trifft,  wie  oben  bemerkt  ist,  den  Gmndk egelschnitt  in 
einem  Punktenpaare  BS,  dessen  Elemente  die  Bilder  der  Berflbrongspankte 
einer  Doppeltangente  auf  der  Plancurve  C^  sind. 

Für  imaginäre    F'- Punkte  verweisen  wir  auf  [B(16)]. 

13.  Nun  haben  wir  [A  (G)]  gezeigt,  dasa  einem  jeden  Endpunkte  B 
einer  BerDhrungssebne  ji  im  Systeme  der  x- Geraden  die  Tangente  im  an- 
dern Endpunkte  S  dieser  ^-Sebue  entsprechend  ist,  und  dass  diese  Eigen- 
schaft involntorisch  ist,  wie  ja  leicht  eingesehen  wird.  Hieraus  ist  fOr  den 
vorli^enden  Fall  nothwendig  lu  folgern,  dass  die  Pole  P  der  vier  Be- 
rflhrungssehnen    p    gleichfalls    Knotenpunkte   der    Directions- 

Projective  Qeainetrie,  2.  Heft  S,  132. 
Abhandlnng  B,  Art(l&). 


tnrre  D*  sein  mttssen  und  daBs,  vermfige  der  bezeichneten  In- 
TolntoritSt,  die  In  den  Endpunkten  £,£'  einer  aolobenp- Sehne 
gesogenen  Tangenten  des  Grundkegelschiiittes  jedesmal  als 
OoppelpnnktB-Tangenten  in  diesen  P-Punkten  erscheinen. 

14.  Die  bis  jetzt  gegebenen  Resultate  unserer  geometrischen  ünter- 
mcbnngen  der  absolulen  zwei  -  vierdeutigen  Tangenten  Systeme  auf  dem 
GrundkegeUchnitte  sind  ausreichend,  um  die  Classi&catioQ  der  Directions- 
Ctinre  dieser  beiden  Systeme  Festzufitellen.  Die  drei  w-Pole  und  die  vier 
f-Pole  geben  zusammen  für  die  Direetionacurve  sieben  Doppel-  oder 
Enotenpnnkte;  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Steiner'sche''  Formel 
erhalten  wir,  da  die  Curve  im  Allgemeinen  keine  Spitzen  hat  nnd  die 
Ordnnng  ^6  angenommen  wurde: 

6(6-l)-2.7  =  16 
als  Classenzahl  nnd  somit  das  YoUstSndige  Symbol  Z)jg  der  Directions- 
curve. 

Das  Qescblecht  unseres  Erzeugnisses  bestimmt  sich  nach  der  Cayley- 
tchen  OeBnition**  folgend.     Da  die  Corre  sechster  Ordnung  ist,  so  kämen 

ihr }—   —  =  10  Doppelpunkte  zu;   weil  aber  unsere  vorstehenden 

CntersnchuDgen  die  Maximalzahl  =7  feststellen,  so  ergiebt  sich  für  das 
Geschlecht  (Defect)  die  Zahl  10  —  7  =  3,  d.h.  dieselbe  ist  keine  Unicnraal- 
curve.  Die  Knotenanzahl  =7  linden  wir  aber  auch  nach  der  Weyr'sohen 
Formel*"  bestätigt ,  wenn  wir  bedenken,  dass  jedes  Element  der  zwei 
Gruppen  «ö,  P  ein  involu torisches  Elementenpaar  bedeutet;  denn  in  diesem 
Falle  »rbSlt  man  fQr  m  =  3  und  »  =  4: 

2(2-1)     4(4-1)  _ 

2     +      a     -'• 

Ebenso  finden  wir  eine  BestHtigung  der  Classe  nach  Weyr  (Curven- 
lehre,  8.7)  durch  die  Formel  2.2.4  =  16  und  des  Geschlechts  (4 -1)(2-1)=  3. 

15.  Die  Bestätigung  der  Ordnungszahl  =6  für  die  gefundene  Direc- 
tionscurve  wird  übrigens  auch  durch  nachstehende  Betmchtung  erwiesen. 
Wir  nehmen  eine  Tangente  a[  an,  welche  in  einem  ^, -Punkte  den  Grucd- 
kegelschnitt  berührt  Damit  sei  ein  Schnittpunkt  bezeichnet,  den  eine  der 
Seiten  0,  des  Hanptdreieoks  0^0^0^  auf  dem  Grundkegelscbnitte  Ic  bervor- 
biingt,  der  im  Vereine  mit  dem  zweiten  möglichen  Schnitte  A\  bekanntlich 
jenes  Pnnktenpaar  ^(.d',  ist,  welches  die  Bilder  der  unendlich  nahen  Nach- 
barpnnkte  des  betreffenden  homologen  Doppelpunktes  der  Plancurve  C^* 
vorstellt. 


•  Geaamraelte  Werke,  ü.  Bd.  S.  496, 

•  Salmon- Fiedler,  Analyl.  Geometrie  d.  hübet 
■  Beitriige  inr  Cnrvenlehi^S.  6. 
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Diese  Tangente  a^  iet,  wie  wir  ans  (11)  wissen,  eine  Doppelpnnkta- 
tangent«  im  EnDt«n  cÖ,  und  vereinigt  als  eolcbe  bekanntlich  daselbst  drei 
Panktenelemente  der  Directionsciirre  D^.  Nun  wissen  wir  aber  ebenfalls 
ans  (11),  dasB  der  Tangente  a,  die  ans  dem  der  Dreieoksseite  o,  gegen- 
überliegenden Hauptpunkte  0,  ziehenden  Verzweigungs strahlen  f, ,  c'^  ent- 
8precbend  sind ,  welche  auf  der  a,  -Tangente  zwei  weitere  Schnitte  ala 
Punktenelemente  der  Directionacnrve  Dm  erzeugen,  was  mit  den  drei  Ele- 
menten im  Doppelpunkte  cöj  zusammen  bereits  fUnf  Punkte  giebt. 

Einen  sechsten  Punkt  der  a, -Geraden  erhält  man  folge ndermassen. 
Unterziehen  wir  den  Berührungspunkt  Äj  als  Element  des  vierdentigen 
Systems  der  Fundamentalconstruction  (4),  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit 
erkennen,  ds^s  demselben  als  x-Gerade  die  Verbindungslinie  |0,J|{  zu- 
kommt, und  da  diese  letztere  den  Grundkegelschnitt  nur  noch  in  einem 
Punkte  Ai  trifft,  so  sehen  wir  die  Tangente  ai  dieses  Punktes  als  ein  Ele- 
ment des  zweideutigen  Systems,  welche  der  a, -Geraden  entspricht.  Der 
Schnitt  der  zwei  Tangenten  a,ai  ist  somit  jenes  sechste  Punkten  dement, 
welches  die  Directionscurve  I),Ä  mit  der  a,-Geraden  enthält.  Ausser  den 
bezeichneten  sechs  Punkten  besitzt  diese  Curve  mit  der  aj- Geraden  keinerlei 
Elemente  gemeioscbaftlich ,  welches  Ergebniss  die  Ordnungszahl  ^  6 ,  wie 
oben  behauptet  wurde,  bestfitigt. 

16.  Ein  Kegelschnitt  hat  mit  einer  Plancurve  sechst»  Ordnung,  wie 
bekannt,  höchstens  2.6=  12  Punktenelemente  gemeinschaftlich.  In  der  Tbat 
findet  dieses  Gesetz  auch  in  unserem  Falle  zwischen  dem  Gm ndk egelschnitte  k 
und  der  Erzeugnisscurre  Diu  seine  Anwendung  (Fig.  3),  jedoch  in  der  Art, 
dass  sieb  diese  zw5f  Punktenelemente  paaren,  so  dai^s  ^  ein  die  Directions- 
curve i)]fl  sechsmal  berührender  Kegelschnitt  ist.  Den  sechs  Be- 
rührungspunkten J  des  Grundkegel  Schnittes  h  kommen  ebensoviele  Ver- 
zweigungselemente zu,  d.  h.:  die  beiden  Ourven  werden  in  den  letz- 
teren von  Tangenten  gemein  seh  afti  ich  bertlhrt,  ohne  dass  etwa  ein  Contact 
der  beiden  Curven  stattfindet.  Wir  finden  vielmehr,  dass  die  Tangente  eines 
der  sechs  Contactpunkte  J,  von  denen  zuerst  die  Rede  war,  die  Curve  Dil 
in  einem  gewissen  Funkte  t  trifft,  in  welchem  eine  zwischen  ihr  und  dem 
Grundkegelschnitle  gemeinschaftliche  Tangent«  stattfindet  Diese  letztere 
berührt  den  Grundkegelschnitt  in  einem  Punkte  T,  welcher  sich  als  das  dem 
/•Punkte  zukommende  (begleitende)  Verzweigungselement  darstellt. 

17.  Das  tweideutige  System  enthält,  wie  wir  gesehen  haben,  2.4(2— 1)  =  8 
Tangenten  als  Doppelelemente,  deren  Berührungspunkte  fl  (13)  die  End- 
punkte der  vier  ^-Sehnen  sind,  in  welchen  der  Grundkegelschnitt  von  den 
Tier  mGglichen  Kegelschnitten  doppelt  berührt  wird,  die  dem  Dreiecke 
Ö,0j0,  umschrieben  sind.  Es  ist  bekannt,  dass  diese  vier  doppelt  berühren- 
den Kegelschnitte  Individnen  eines  Netzes  vorstellen,*  dessen  Gnmdpuakte 


"n  ^t>  ^a  sind.  Alle  Individuen  dieses  Ketaes  im  Systeme  £  des  Grund- 
legelschnittes  sind  die  Bilder  der  Geraden  im  System  £  der  Plancmre  Cj*, 
10  dasa  also  den  eiafaches  Tangenten  der  Curre  C/  in  diesem  Netze  je  ein 
Kegelschnitt  entspricht,  welcher  den  Grundkegelsobnitt  einfach  berührt,  und 
das3  den  vier  Doppeltangenten  der  Curve  jene  vier  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  bildlich  entsprechen. 

Das  vierdeutige  System  besitzt  2.2(4  — 1)  ^  12  Doppelelemente;  diese 
sind  die  in  (16)  bezeichneten  Coincidenzpaare  /,  in  welchen  zwischen  dem 
Grand kegelscbnitte  k  und  der  Directiocscurve  D,l  ein  Contact  vorkommt. 
In  ihnen  oaculirt  je  ein  Individuum  des  besprochenen  Kegel schnittnetzes  den 
Gmndkegelscbnitt,  welches  somit  im  quadratischen  Verwand tscbaftssinne 
das  Bild  einer  Inflezions taugen te  auf  der  Planeurve  C/  formirt,  deren 
es,  wie  bekannt,  sechs  giebt.  Hingegen  bilden  jene  in  (IG)  angegebenen, 
die  7- Punkte  begleitenden  Verzweigangselemente  T  des  Grund  kegeis chnittes  k 
im  Systeme  ^jedesmal  den  Tangentialpunkt  der  betreifenden  In flexions - 
tangente  auf  der  Plancurve  C^*  ab.  Man  kann  demnach  den  nachstehenden 
Sati  EusamoieDfassen : 

„Die  sechs  Doppelelemente  J,  in  welchen  der  Grnndkegel- 
schnitt  k  von  der  Directionscnrve  Dis  berOhrt  wird,  sind  die 
Bilder  der  Infleiionspnnkte  J  und  die  noch  weiter  zwischen 
diesen  zwei  Curven  stattfiudenden  sechs  gemeinsamen  Tan- 
genten berühren  die  erstere  in  den  Bildern  T  der  Tangential- 
punkte  r  jener  Infleiionstangenten  der  Plancurve  Cj,*," 

18.  (Fig.  2.)  Die  sieben  Doppelpunkte  äP  der  Directionscnrve  Dj* 
gestatten  eine  bemerke nswerthe  geometrische  Figur.  Sie  liegen  tripelweise 
Ulf  sechs  Geraden: 

I''.",''.!.  IP.'iM.  f.'iM,  \P,PM,  IP.P.-i.U  \P,P,<i,l- 

Aus  den  sieben  Doppelpunkten  ergeben  sich  inabesondere  zwei  perspectivische 
Dreiecke  {PiPtP^),  {ä^o,^ä^),  deren  Centrum  der  Pol  P^  ist.  Gleichfalls 
wird  man  eri<ehen,  dass  auch  im  Centrum  P^  eine  Perspectivit&t  zwischen 
den  Dreiecken  (Eififj),  (0,0^0^)  stattfindet. 

19.  Dass  die  Direclionscurve  der  beiden  absolnten  zwei-vierdeutigen 
Systeme  des  Grundkegelschnittes  einer  ebenen  Curve  C/  je  nach  der  Classen- 
inderung  dieser  letzteren  ebenfalls  einer  Deformation  unterworfen  sein  wird, 
liF>gt  auf  der  Hand.  In  Bezug  dessen  erlauben  unsere  synthetischen  Untor- 
jncbnngen,  den  Satz  auszusprechen: 

nJe  nachdem  die  Plancurve  Cg*  der  Classe  nach  degenerirt 
in  eine  Curve  mit  0,  1,  2,  3  Spitzen,  vermindert  sich  die  Ord- 
Bungezabl  der  Directionscnrve  Dil  um  ebensoviele  Einheiten," 
Wenu  also  z.  B.  die  Plancurve  vom  Symbole  Cg*  ist,  wobei  bekanntlich  der 
Grundkegelscbnitt  k  dem  Hauptdreieck  eingeschrieben  erscheint,  erholt  die 
Direclionscurve  des  zwei-vierdeutigen  Systems  das  Symbol  Ü/. 
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Der  vorstehende  Satz  iat  jedoch  im  beBchrfinkten  Sinne  aafzofassen, 
indem  man  die  betreffenden  Seiten  des  Hanptdreiecks  O^O^O^,  welche  den 
Grundkegekchnitt  h  tangiren,  jedesmal  als  Theilerzeugnisse  der  apecielleii 
Directionscurve  hinzurechnen  muss,  wodurch  eigentlich  die  Ordnungszahl 
^  6  nicht  alterirt  wird.  Man  wird  also  für  das  angezogene  Beispiel  einer 
Plancnrve  Cj*  (mit  drei  Spitzen)  eine  Directionscurve  erbalten,  in  welcher 
das  Dreieck  0^  0, 0^  ah  Theilerzeugnies  anzusehen  ist.  Sehen  wir  von  diesem 
letzteren  ab,  dann  wird  allerdings  die  obige  Behauptung  eintreffen,  dass  die 
Directionscurve  vom  Symbol  1)^  ist,  welche  das  Hauptdreieck  in  den  Be- 
rUbrnngspankten  des  Grund  kegeis  chnittes  gleichfalls  berührt,  so  dass  dieser 
letztere  ein  die  Directionscurve  B^  dreimal  berührender  Kegel- 
schnitt ist. 

Eine  kurze  Ueberlegang  wird  auch  sofort  zn  dem  Resultat  führen ,  dass 
der  Pol  P^  Doppelpunkt  (eigentlicher  oder  l8olirt«r)  für  die  Curve  Z>,' 
ist,  diese  somit  unicursal  ist. 

20.  Scbliessiicb  wollen  wir  nochmals  auf  die  Fruchtbarkeit  der  auf  dem 

Grund  kegeis  chnitte  k  conlocalen  absoluten  zwei-vierdeutigen  Systeme  hin- 
weisen, wenn  wir  dessen  Beziehung  von  einem  andern  Standpunkte  unserer 
Betrachtung  unterwerfen.  Wir  wissen  [A  (5)] ,  dass  das  zweideutige  Punk- 
tensf  stem ,  welches  bildlich  durch  die  Tangen tialpunktenpaare  der  Plancurve 
C^  auf  dem  Grundkegel schnitte  Ic  hervorgerufen  wird,  ein  symmetri. 
aches  System  vierten  Grades  ist.  Die  Verbindungslinien  ^  conjugirter 
Elemente  dieses  Systems  bilden  ein  Tangentensystem  vierter  Claase. 
In  gleicher  Weise  müssen  die  Tangenten  des  Grund kegelschnittes  als  ein 
Elementensy stem  sechster  Classe*  angesehen  werden.  Man  kann 
nun  die  gegenseitige  Beziehung  der  beiden  zwei- vierdeutigen  Tangen- 
tensysteme  in  der  Art  studlren,  dass  man  die  einander  entsprechenden 
Elemente  zum  Durchschnitt  bringt,  wodurch  wir  (Fig.  4)  eine  Ortscnrve 
erzeugen,  die  abermals  2-f  4  =  6'"  Ordnung  ist,  weshalb  wir  ihr  tot  der 
Hand  das  Symbol  2)"  beilegen, 

31.  Wir  sehen,  dass  die  zwei  bezeichneten  Tangenten  Systeme  nicht, 
wie  in  den  früheren  Fallen,  conlocal  sind.  Dennoch  wird  es  Doppelele- 
mente geben,  die  wir  vor  Allem  fixiren  müssen,  weil  dadurch  die  Classi- 
fication des  Erzeugnisses  bedingt  wird.  Wir  erinnern  zti  diesem  Zwecke 
an  die  Eigenschaft  der  Tangenten  in  den  Endpunkten  B,  B'  einer  p-Sehne 
(12).  Aus  diesem  Grunde  mllssen  die  vier  /'-Pole  dieser  Sehnen  in 
Bezug  auf  den  Gruudkegelschnitt  als  Doppelpunkte  der  Carve 
D^  wie  vorhin  auftreten. 

Jedes  Element  der  nach  (13)  auf  den  Seiten  des  Hanptdreiecks  0, 0^0, 
befindlichen    conjagirten    ££'-Pole,    in    welchem    sich   ein   Paar   p-Sehnen 

'  Weyr,  Beiträge  zur  Curvenlehre,  8.33. 


trefliBn,  ruft  auf  dem  Giundkegelschnitte  eine  qnodratigcbe  Strableainrolation 
hervor.  Sacht  map  för  eine  Asymptote  dieser  Involution,  als  Element  des 
Tangen tensyatem 3  am  Graadkegelscfanitte .  mit  Hilfe  der  Qrundconstruction 
(4)  die  entsprechende  a:-Gerade,  als  Element  des  Tange ntenaystems  vierten 
Grades  in  (20),  so  erhält  man  hierfür  abermals  einen  Strahl  der  Involntion, 
so  dasB  nach  der  ohigen  Beziehung  der  betreffende  f-Pol  ab  Punktenelo- 
ment  der  Erzeagnisscarve  I)^  angehört,  Da  aber  diese  Eigenschaft  auch 
für  dje  iweite  Asymptote  jener  Involntion  stattfinden  muss,  so  erkennen 
wir  die  sechs  {;-Pole  ebenfalls  als  Doppelpankte  derCurveD*. 

32.  Die  zuletzt  gemachten  Untersuchungen  ergeben,  dass  die  Er- 
leugniascurve  D"  im  Ganzen  zehn  Doppelpunkte  besitzt,  und 
dasa  sie  also  nach  (14)  in  Ueberein Stimmung  der  dort  angegebenen  Cayley- 
ioben  Formel  eine  ünicarBalcurve  ist.  Nunmehr  sind  nir  im  Staude, 
di.  Cl....  (i(6-l)-2.10=10 

festzusetzen,  weil  auch  diese  Curve  keine  Spitzen  besitzt,  weshalb  sie  de- 
finitiv mit  dem  Symbole  Dl«  zu  bezeichnen  ist, 

23.  Gemeinschaftliche  Elemente  enthält  die  Curve  D],,  mit  dem  Grund- 
kegelschnitte  *,  sowie  in  dem  früheren  Falle  einer  Directionscurve  Dm, 
2.6=  12,  die  sich  wieder  paaren  in  sechs  BerUhrungselementen  J,  weshalb 
auch  diesmal  k  ein  daa  Erzeugniss  D,o  sechsmal  berührender 
Kegelschnitt  ist. 

Die  sechs  Contactpunkte  /  sind  identisch  denjenigen,  welche  die  voran- 
gehenden Beziehungen  als  Bilder  im  Sinne  der  quadratischen  Verwandtschaft 
der  Inflezionen  auf  der  zu  Grunde  liegenden  Plancurve  vierter  Ordnung 
bezeichneten,  weshalb  das  früher  darüber  Gesagte  über  die  Bestimmung 
ihrer  Tangentialpunkte  etc.  auch  hier  seine  Anwendung  findet. 

24.  Endlich  mCge  auch  noch  die  Bemerkung  am  Platze  sein,  dass  die 
Doppelpankte  einer  jeden  der  erzeagt«n  Curven  D,e,  I^iu  ganz  oder  theil- 
weise  eigentliche  (Knoten)  oder  isoUrte  (Einsiedler)  Elemente  sein  können, 
und  d&sa  auch  die  Realität  der  damit  zusammenhängenden  /-Punkte  sich 
entsprechend  gestaltet.  Sind  die  /-Punkte  sämmtlich  reell  vorhanden,  dann 
zeigt  ihre  Verbindung  die  folgende  Figur: 

(Fig.  3.)  Das  vollständige  Vierseit  der  _p-Sebnen,  dessen  drei  Paare 
Gegenecken  die  Punktenpaare  t^  sind,  zerteilt  in  vier  Dreiecke,  deren  Ecken 
einzeln  auf  den  Seiten  des  Hauptdreiecka  0^0^0^  liegen.  Jedem  Dreieck 
ent&pricht  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  ein  polares  Dreieck.  Bekannt- 
lich sind  solche  Figuren  paare  perapectivisch,  d.h.  es  liegen  die  polar  gegen- 
Dberliegenden  Eckenpaare  auf  je  einer  Geraden  n,  welche  drei  Geraden  sich 
in  dem  Doppelpunkte  P^  schneiden.  Wir  finden  folgenden  geometrischen 
Zusammenhang: 


^Bf«b 


lieber  absolute  Elementensy steine  auf  ebenes  Unicursalcarreu  et£. 


«DieJ-Bilder  sind  die  Ecken  eines  dem  Grandkegelschnitte 
k  eingeschriebenen  Sechsecks,  dessen  drei  Diagonalen  sich  in 
Paaren   wechselweise   auf  den    Geraden   n    in   drei   Punkten   fi 

schneiden". 

Das  vorstehende  Gesetz  gestattet:  „bei  Bekannt^be  von  drei  diagonal 

gegenüberliegenden   /-Pnnkten   die  restlichen   drei  /-Elemente   linear  tu 
construiren." 

n. 

Cnrven  dritter  Ordnung. 

25.  Die  UnieurEal-Plaacurveu  vorstehender  Art  sind  vielfach  stndirt 
worden.  Unsere  Aufgabe  soll  sich  dahin  beechrSnken,  an  diesen  Curren 
die  Fruchtbarkeit  der  absoluten  Elementensyateme ,  welche  mit  ihnen  durch 
ihr  Tangente nsy st« m  verbunden  sind,  zu  zeigen,  indem  wir  daraus,  analog 
wie  im  ersten  Abschnitte  für  die  Cnrven  vierter  Ordnung,  Beziehungen  (Ur 
die  CoDstruction  der  Inflexionselemente  einer  Flancurve  dritter  Ordnung 
fixiren. 

BekEinntUch  hat  man  vorstehende  Ourven  zu  unterscheiden  in  solche 
mit  einem  Doppelpunkte  oder  mit  einem  Bückkehrpunkte,  weshalb  im  Fol- 
genden dießelbe  Classification  eingehalten  ist.  Ob  der  Doppelpunkt  ein 
Knoten  oder  ein  isolirter  Funkt  ist,  wird  für  unsere  Unters  ach  angen  inso- 
fern auseinander  zu  halten  sein,  als  bekanntlich  davon  die  Realität  der 
Inflexionen  einer  Curve  C^^  abhängt.  ^^M 

A.  Cniren  vom  Symbole  Ct'.  ^^^ 

26.  Wenn  wir,  conform  den  in  (3)  ausgesprochenen  Beziehungen ,  eine 
Flancurve  C^^  auf  einem  Kegelschnitte  k  abbilden  wollen,  so  muss  dieser 
Kegelschnitt  den  Hauptpunkt  0^,  welcher  dem  Doppelpunkte  0^  der  Curve 
homolog  ist,  incident  enthalten.  Die  quadratische  Verwand tscbaftabeziehung 
im  Sinne  unserer  Abhandlung  (B)  cit.  in  (3)  erreichen  wir  demnach  da- 
durch, wenn  wir  (Fig.  5)  ein  Dreieck  0^0^0^  mit  einem  durch  einen  Eck- 
punkt 0^  ziehenden  Grundkegelachnitte  k  annehmen.  Die  durch  den  Haupt- 
punkt Oj  zur  Geraden  |0,  Oj[  Parallele  trifft  den  Hauptkreis,  welcher  dem 
Dreiecke  O^O^O^  umschrieben*  ist,  in  dem  Punkte  Oj.  Das  Bild  des 
Grundkegelschnittes  h  ist  nach  den  Stetner'schen  Frincipien  eine  Flan- 
curve CJ^  welche  den  Og-Piinkt  als  Doppelpunkt,  die  Punkte  0^0^  aber 
als  einfache  Punktenelemente  besitzt,  Die  punktenweise  Bestimmung  dieser 
Curve  erläutert  unsere  Abhandlung  (B). 

27.  Die  Gesammtheit  der  Tangenten  auf  der  Flancurve  (7/  formirt  ein 
„System",  in  welchem  jedes  Element  einen  Berührungspunkt  X  und  einen 
Tangentialpunkt  T.   wie  bekannt  ist,   besitzt.     Dieses  Tangen tensj-atem  be- 

1  denke  sich  die  Figur  diesbezüglich  ergElnzt. 
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greift  sonaob  zwei  Panktensysteme  in  sich,  welche  absolut  auf 
der  Carye  Torbanden  sind.  Nun  weiss  man  aber,  dass  sich  tod  jedem 
Punkte  der  FlanccrTe  im  Allgemeinen  ein  Paar  Taogenten  an  dieselbe  zieben 
IlBst,  so  dass  also  irgend  einem  beliebigen  Carvenpunkte  immer  zwei  Punkte, 
die  Beruh rungselemente  des  betreffenden  Tange ntenpaares,  conjngirt  sind. 
Diese  Thatsache  berechtigt  den  Satz: 

„Auf  einer  ebenen  Curve  C^  sind  die  einzelnen  Carven- 
pnnkte  und  ihre  conjugirteu  Punktenpaare,  fOr  welche  sie  ge- 
meinschaftliche Tangentialpunkte  bilden,  zwei  ein-zweideu- 
tige  Pnnktenaysteme." 

28,  Um  die  Eigenschaften  vorbedachter  Elementensysteroe  studiren  «u 
kennen,  bilden  wir  sie  auf  dem  Grundke  gel  schnitte  k  ab.  Wir  verwenden 
hierzQ  die  Conetruction  in  (4)  mit  der  durch  die  vorliegende  Specificirung 
bedingten  Abänderung  in  der  Construction,     (Pig.  ö.) 

Ist  ein  beliebiger  Punkt  X  des  Gruudkegelschnittes  k  gedacht,  so  pro- 
jicire  man  ihn  aus  den  beiden  Hauptpunkten  0^0^  noch  X,Xj  auf  diesen 
Kegelschnitt  Die  Verbindungslinie  |  X,  Xj  |  trifft  die  Dreiecksseite  1 0,  Oj  |  :h  0, 
in  einem  Punkte  g,  und  der  Strahl  |",  ^,1  schneidet  auf  k  einen  Punkt  X^ 
ans,  der  offenbar  nichts  Anderes  ist,  als  das  Bild  jenes  Punktes  Xj,  wel- 
cher der  Tangentialpunk t  der  einen  in  dem  Büdpuukte  X  an  die  Flan- 
euire  gebenden  Tangente  Torstullt. 

Aus  dem  Punkt«  X,  zieht  nach  oben  noch  eine  zweite  Tangente  an 
die  Gurre  C^  mit  dem  Berührungspunkte  X'.  Die  Paare  XX'  enthalten 
bekanntlich  conjugirte  Elemente  einer  quadratischen  Involution,  welche 
Eigenschaft  durch  die  Steiner'sche  Abbildung  auf  dem  Grundkegelschnitte 
nicht  alterirt  wird.  Aas  diesem  Grunde  findet  man  auf  letzterem  das  zu 
dem  Punkte  X  conjugirte  Element  X',  wenn  man  X  mit  dem  Centrnm  Z 
der  dort  abgebildeten  Involution,  d,  i.  der  Pol  der  Dreiecksseite  o,  =  l^i^^gli 
verbindet  nnd  diese  Verbindungslinie  mit  dem  Grnndkegelachnitte  k  in  X' 
verschneidet. 

29.  Nach  (27}  sind  die  Elementensysteme  X,,  XX'  des  Grundkegel- 
Bchnittes  h  in  ein-zweidentiger  Beziehung.  Betrachten  wir  zunächst  diese 
beiden  Systeme,  wie  in  (6),  als  Scheine  zweier  Strahlenbüschel  5,  S', 
wovon  der  Einfachheit  wegen  das  Centrum  S'  des  zweideutigen  in  Pig.  6 
als  der  Hauptpunkt  0^,  das  Centrum  des  eindeutigen  aber  als  der  sonst 
beliebige  Punkt  iS'  des  Gnindkegelscbnittes  angenommen  wnrde,  so  ist  deren 
Erzengniss  bekanntlich*  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den 
Scheitel  0,  des  zweideutigen  Büschels  zum  Doppelpunkte  und 
denjenigen  S  des    eindeutigen   zu  einem  einfachen  Punkte  hat. 

Das  gedachte  Erzeugniss  ist  also  eine  Ünicursal curve  vom  Symbol  <S/ 
wegen  des  Doppelpunktes  0^  und  zählt  zu  jener  Gattung,  welche  wir  in  (7) 

*  E.  Weyr,  Beitr&ge  zur  Curvenlebre,  S.  fil. 
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als  „Secantencurren^  bezeichneten.  Mit  dem  Gnmdkegelschnitte  h  bat  sie 
2.3  =  6  gemeinsame  Schnittpunkte,  von  welchen  der  Doppelpunkt  0^  zwei 
und  das  Centrnm  S  ein  Element  consumiren.  Die  drei  übrig  bleiben- 
den Schnittpunkte  /|,  /g,  ^3  sind  die  Bilder  der  auf  der  Plan- 
curve  0^^  vorkommenden  Inflexionen. 

30.  Wenn  man  die  beiden  in  (27)  erwähnten  absoluten  ein -zweideu- 
tigen Punktensjsteme,  welche  auf  dem  Grundkegelschnitte  conlocal  sind,  in 
eine  solche  Beziehung  bringt,  dass  man  jeden  Punkt  X|  des  eindeutigen 
Systems  mit  jedem  Punkte  X,  X'  des  zweideutigen  Systems  durch  Strahlen 
verbindet,  so  ist  nach  Weyr*  die  Enveloppe  dieses  Strahlensystems  eine 
Directionscurve  vom  Symbol  D,^  mit  drei  Spitzen  und  einer 
Doppeltangente.     (Fig.  7.) 

Der  Grundkegelschnitt  h  wird  von  der  Directionscurve  D,^ 
in  den  Bildern  J^,  J,,  J^  der  drei  Inflexionspunkte  der  Basis- 
curve  C^  einfach  berührt,  so  dass  man  die  erstere  bezüglich  des 
Grundkegelschnittes  k  eine  Contactcurve,  im  Gegensatz  zu  der  oben  be- 
zeichneten Secantencurve,  nennen  kann. 

Wir  geben  femer  das  nachstehende  ausgezeichnete  Gesetz: 
pDie  drei  Spitzentangenten  |)  der  Directionscurve  D,^  tref- 
fen sich  in  dem  Z-Pole  (28)  gemeinschaftlich^  und  jede  von 
ihnen  schneidet  auf  dem  Grundkegelschnitte  h  ein  Bild  Jeines 
der  drei  Inflexionspunkte  J|,  J,,  «T,  der  Plancurve  C/  aus.^ 

31.  Die  Behauptung  in  (30),  dass  die  Directionscurve  D^^  für  den 
Grundkegelschnitt  k  ausschliesslich  Contactcurve  sei,  ist  nur  für  den  all- 
gemeinsten Fall  mit  drei  reellen  Bückkehrpunkten  giltig,  wo  dann  auch 
bekanntlich  die  Doppeltangente  eine  ideelle  ist  und  die  drei  cT- Punkte 
reell  sind. 

Wenn  aber  die  Doppeltangente  eine  eigentliche  Gerade  dieser  Art  ist, 
80  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird,  dieselbe  nur  als  die  Seite 
lOgOjl  =  0|  vorkommen,  was  dann  möglich  ist,  wenn  diese  Seite  des  Haupt- 
dreiecks OjOgOj,  wie  die  beiden  anderen,  den  Grundkegelschnitt  als  eigent- 
liche Secante  trifft.  In  diesem  Falle  durchsetzt  die  Directionscurve  D/  in  den 
zwei  Secantenpunkten  Äi^  Ä\  (Fig.  8)  diesen  Kegelschnitt,  welche  beiden 
Punkte  zugleich  die  Berührungselemente  der  Doppeltangente  o^  sind.  Selbst- 
verständlich werden  bei  dieser  Annahme  zwei  7 -Punkte  imaginär  und  der 
dritte  liegt ,  dem  Gesetze  in  (30)  gemäss ,  auf  der  einzigen  Spitzentangente  p, 
welche  reell  durch  den  Z-Pol  der  Dreiecksseite  o^  bezugs  des  Grundkegel- 
schnittes zieht.  In  diesem  letzteren  J-  Punkte  berührt  der  andere  Bestand- 
theil  der  Directionscurve  den  Grundkegelschnitt  k.  Diese  Untersuchung 
giebt  den  Satx: 

*  Beitiäge  »ir  Currenlehre,  S.  6. 
*^  K&M  bdEumte  Eigenachafl. 


.Die  Seit«  o,  =  |OjO,|  des  Hanptdteiecks  O^O^O^  ist  die  ein- 
zige reelle  Doppettangen te  der  DirectionBcorre  D^*;  sie  ist 
eine  ideelle,  wenn  sie  den  Grundkegelschnitt  Dicht  reell  schnei- 
det,   nnd    «ine    eigentliche,    wenn  das  Gegentheil  stattfindet." 

Die  Torstefaeaden  Ergebnisse  bestätigen  schliesslich  auch  die  Ordnung 
der  DirectioDscurve,  Denn  die  iwei  Secanten punkte  ^i,  A\  der  Dreiecka- 
seite  o,,  von  welchen  zuletzt  die  Rede  war,  sowie  die  drei  /-Punkte  als 
Contactelemente  der  DlrectJonscurve  reprSsentiren  zusammen  für  diese  letz- 
tere und  den  Grundkegel  schnitt  h  acht  Punkte  in  Gemeinschaft,  waa  nur 
möglich  ist,  wenn  die  Directionscurve  vierter  Ordnung  ist. 

32.  Die  polar-reciproke  Curve  der  Directionscurve  li^*  ist 
offenbar  eineUnicnrsalcurve  dritter  Ordnung  vom  Symbol  J>,^. 
Eine  solche  cenformirt  sich  mit  den  Beziehungen  in  (10).  Wir  haben  zu 
diesem  Behufe  das  in  (27)  bezeichnete  ein- zweideutige  Puaktensystem, 
welches  auf  dem  Grund kegel schnitte  k  conlocol  ist,  perspectivisch  mit  dem 
auf  diesem  Kegelschnitte  befindlichen  Tangen tensy stein  za  verbinden,  wo- 
durch zwei  ein-zweideutige  Tfingentensya teme  hervorgehen,  deren 
Directionscurve  die  polar-reciproke  D^  ist.  Diese  Curve  ist  also  ein 
geometrischer  Ort ,  dessen  einzelne  Punktenelemente  ans  dem  Schnitte  ent- 
sprechender Elemente  der  erzeugenden  Tangenten  Systeme  gebildet  erscheinen. 
Nach  den  vorausgegangenen  Erlttuternngen  unterliegt  die  betreffende  Con- 
ftmction  keiner  Schwierigkeit,  indem  wir  eben  nur  jede  Tangente  des  ein- 
denügen  mit  dem  Tangenten  paare  des  zweideutigen  Systems  znm  Schnitte 
bringen.     (Fig.  9.) 

33-  Durch  Polarisation  der  Curve  Dj*  erlUlirt  man  weiter,  dass  die 
Dir«cttonGcarve  D^  den  Pol  Z  der  Seite  0,  des  Hauptdreiecka  0^  0^  0^  znm 
einzigen  Doppelpunkt  besitzt  und  dass  gleichzeitig  die  in  den  Secanten- 
punkten  dieser  Geraden  (d.  s.  die  Bilder  Ai,  Ä\  der  Nacbbarpuukte  des 
Doppelpunktes  0^  der  Plancurve  C/)  an  den  Grundkegelschnitt  gehenden 
Tangenten  die  Doppelpunktstangenten  der  Directionscurve  D^^  sind. 
Dieser  Doppelpunkt  Z  ist  ein  „Knoten",  wenn  die  0,-Gerade  für  den  Gmnd- 
kegelscbnitt  eine  eigentliche  Secante  ist,  und  er  ist  „Einsiedler"  {Fig.  9), 
sobald  sie  Um  in  imaginären  Punkten  triS't. 

Die  Directionscurve  JO^^  kann  für  den  Grundkegelsohnitt  k  nur  Con- 
taetcTirve  sein,  und  zwar  hSchstenfalla  in  drei  und  mindestens  in  einem 
reellen  ./-Punkte,  was  mit  der  Ordnungszahl  derselben  Übereinstimmt.  Die 
drei  ^-Punkte  sind  wieder  Bilder  der  Inflexionenanfder  Baaia- 
cnrve  C,'. 

34.     (Fig.  9.)     Die    beiden    ein  ■  zweideutigen   Tangentensysteme    des 
Grundkegelflchnittes    k   werden   von   der  Dreiecksseite  o,   perspectivisch   in 
,  fliii'zweideutigen  Puuktensystemen   geschnitten,    die   also   auf  dieser  j 


Geraden  (als  TrSger)  conjectivisch  sind.  Bekanntlich*  besitzen  diese  con- 
jectivischen  Systeme  drei  Doppelelemente  P,,  P^,  Pg,  und  ee  wird  bei 
einiger  Ueberlegung  klar,  daas  die  Curve  Di'  dieselben  incident  enthalten 
maaa.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Constraction  der  Pankt- 
erzeugung  der  Directionsonrve  zu  verfolgen,  um  zur  Einsicht  zu  gelangen, 
dass  sich  in  einem  /-Punkte  zwei  entsprechende  Tangen  teil  elemente  decken, 
und  dass  also  der  Pol  P  eines  Strahles  p  der  Involution  Z  in  (28)  auf  o, 
mit  der  betreffenden  J ■  Punkt tangente  in  einem  /'-Punkte  zusammenfallen 
muss,  der  ein  Element  von  D/  ist.     Diese  Untersuchung  folgert  das  Gesetz: 

„Die  Hauptdreiecksseite  o,  wird  von  der  Directionscurve 
D/  in  drei  /"-Punkten  dnrchsetzt,  deren  p-Polaren  bezüglich 
des  Grundkegelschnittes,  diesen  in  /-Punkten  einerseits,  und 
andererseits  in  dem,  einem  solchen  conjugirten  Punkte  T  der 
Involution  Z  treffen."  Welche  Rolle  diese  Punkte  als  Bilder  dieser 
Plancurve  C,'  spielen,  gebt  aus  dem  Vorigen  hervor. 

Man  ersiebt  auch  die  bekannte  Figur,**  dass  die  Verbindungslinien  von 
je  zweien  der  drei  /-Punkte  auf  o,  Punkte  ausschneiden,  welche  mit  un- 
seren F-Punkten  identisch  sind,  und  femer  erkennt  man  die  bekannte 
Eigenschaft,  dass  von  einem  /'•Punkte  jedesmal  eine  der  Kegelschnitts  tan' 
genten  diesen  in  einem  /-Punkte  berührt. 

35.  Die  Resultate,  welche  mit  llilfe  der  Directiouscurve  DJ'  erzielt 
wurden,  kann  man  schliesslich  auf  eine  einfache  Kegelschnittsauf gäbe  red u- 
ciren.  Der  dabei  zu  beobachtende  Vorgang  sei  nachstehend  angedeutet. 
Die  Directionscurve  Z)^^  kann  nach  oben  durch  die  nothwendige  Anzahl  von 
Bestimmungsstücken ,  deren  bekanntlich  neun  erforderlich  sind,  festgesetzt 
werden.  Verbindet  man  diese  Curve  durch  eine  Steiner'sehe  Verwandt- 
schaft mit  einem  Kegelschnitte,  was  am  einfachsten  nach  den  Principieo 
unserer  Abhandlung  (B)  erreicht  wird,  so  entspricht  der  Geraden  0,  eben- 
falls ein  Kegelschnitt  im  Sinne  der  quadratischen  Beziehung,  und  die  vier 
gemeinschaftlichen  Elemente  dieser  beiden  Kegelschnitte  begreifen,  ausser 
dem  Bildpnnkte  des  Doppelpunktes  Z  der  Directionscurve,  das  Punkten- 
tripcl,  welches  die  drei  P- Elemente  abbildet.  Auf  solche  Weise  gelangen 
wir  somit  ohne  eigentliche  Curve nconstruction  zur  Kenntniss  der  verlangten 
InflexionseJemente  einer  Plancurve  C/. 

36.  Weit  einfacher  wird  dasselbe  Resultat  auf  folgendem  Wege,  wel- 
chen E.  Weyr  angegeben  hat,*"  erreicht.  Von  den  beiden  eindeutigen 
Punkten  Systemen  (27)  bildet  das  zweideutige  eine  quadratische  Involution. 
Die  Verbindungslinien  conjugirter  Elemente  derselben  sind  Kiemente  einer 


*  E.  Weyr,  Theorie  der  mehrdeutigeu  Jjlementargebilde  etc.,  3.  10. 
■*  E.  Woyr,    Deber  die  Abbildung  einer   rationalen  ebenen  Curve   dritter 
-B  Hto,,  SiUungBber,  d.  kaiseri,  Akad.  d-  Wiss.,  LXXIX.  Bd.  S.  439. 


StrahleniiiToliitioti  des  CentromB  Z.  Verbindet  man  aber  jedes  Pnnktele- 
meiit  des  eindeutigen  Bystems,  d.  i.  ein  gemein scbaftlic her  Tangen tialpankt 
iweier  conjngirten  Punkte  des  zweideutigen  Sjetems,  mit  einem  beliebigen 
Pankte  S  des  GnindkegelscbnitteB  h,  so  erhält  man  ein  Strahlen bOBObel. 
Die  zwei  StrahlenbUschel  Z,  S  sind  projectivisch  und  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt,  welcher  mit  dem  Orundk egelschnitte  ausser  dem  Centrum  8  noch 
die  drei  J- Punkte,  von  denen  selbstverständlich  zwei  imaginfir  sein  können, 
geneiiiBcbaftlich  bat. 

37.  Die  merkwürdige  Li nearbe Ziehung  der  J'- Punkte  und  der  Haupt- 
dreiecksseite  n^,  welcher  in  (34)  gedacht  worden  ist  und  die  am  einfachsten 
dadurch  ausgedrückt  wird,  dass  man  sagt:  „Die  y- Punkte  bilden  ein  Drei- 
eck, dessen  Seiten  sich  mit  den  in  seine  Ecken  gebenden  Grundkegel- 
Bchnittetangenten  paarweise  in  den  drei  APunktea  von  o,  schDetden",  ge- 
stattet es,  dass  man  bei  Angabe  eines  J- Punktes  die  beiden  übrigen  linear 
finden  kann,  was  Drasch*  gezeigt  hat.  Wir  geben  in  Fig.  9  noch  einen 
andern  Weg  der  Construction.  lüt  nSmlicb  ein  Punkt  J,  bekannt,  so  trifft 
Beine  Tangente  des  G r und kegel Schnittes  die  o, -Gerade  in  dem  Punkt«  I'^•, 
die  Polare  p,  von  /*,  schneidet  die  o, -Gerade  in  S  und  den  Grundkegel- 
schnitt in  T.  Der  auf  p,  liegende  Fol  Z  bildet  mit  dem  Puuktenpaare  TS 
ein  Tripel  einer  Harmonität,  in  welcher  ein  vierter  Punkt  ()  zu  Z  conjugirt 
ist,  80  dass  die  Relation  besteht: 

[TS,ZO)  =  -l. 
Die  Polare  von  0  i»  Bezug  auf  den  Grundkegekchnitt  k  schneidet  diesen 
in  den  iwei  Punkten  J^,  Jj,  welche  Gerade  selbstverstBodlich  durch  den 
/',-Pankt  zieht.  Der  Beweis  fUr  die  Richtigkeit  dieser  Constraction  ergiebt 
»eh  ans  den  harmonischen  Beziehungen  des  Dreiecks  JiJ^Js  und  des  Poles  Z 
zur  0,- Geraden. 

B.  Currcn  vom  Sjmtiol  Cs'. 

38,  Diese  Curven  besitzen  bekanntlich  einen  Rtlckkebrpunkt  (Spitze) 
nnd  nur  ein  einziges  Infleiionselement.  Bei  der  Abbildung  einer  solchen  Corve 
auf  einem  Kegelschnitte  im  Sinne  unserer  Voraussetzung  einer  Steiner- 
Echen  Verwandtschaft  wird  dos  Hauptdreieck  O^0g0g  gegen  den  Grund- 
kegelschnitt k  derart  in  Position  kommen,  dass  in  der  Annahme  (26)  die 
Dreiecksseite  o,  ^jO,  f)g|  (Fig.  10)  eine  Tangente  dieses  Kegelschnittes  ist. 

Um  die  Punktensjsteme  einer  Plancurve  C/  in  ihren  Eigen  sc  haften  zu 
erfahren,  betrachten  wir  dieselben,  wie  bisher,  auf  dem  Grundkegelschnitte  k. 
Man  weiss  übrigens,  dass  im  vorliegenden  Falle  jedem  Curvenpunkte  ein 
Tangentialpunkt  zugehörig  ist  und  dass  von  einem  Curvenpunkte  nur  eine 
einzige  Tangente    an    die  Curve    gezogen    werden   kann.     Auf  diese  Weise 

•  Beitrag  zur  e^ntbet.  Theorie  d.  ebenen  Curven  3.  Ordn.  etc.,  LXXXV.  Bd. 
d.  Sitiungiber.  d.  kaiser!.  Akad.  d.  Wiasenscfa.  II,  S.  646. 
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zerfalletL  die  gesammten  Curvenponkte  in  znei  Systeme,  welche  in  projec- 
tiviscber  (ein  -  eindeutiger)  Beziehang  stehen  nnd  deren  Bilder  anf  dem 
Grundkegelschnitte  k  conlocal  von  derselben  Eigenecbafl  sind.  Es  ist  ebenso 
bekannt,  daas  die  DireotioDscurve  projectivischer  Systeme  im 
Allgemeinen  immer  ein  Kegelschnitt  C^  ist,  der  den  Grund- 
kegelschnitt  doppelt  berührt.  Ebenso  weiss  man,  dass  von  den 
zwei  gemeinschaftlichen  Berührungspunkten  der  eine  Jener  Punkt  A,  ist,  in 
welchem  die  o^-Gerade  den  Grundkegel  schnitt  tangirt,  während  der  andere 
den  einzigen  J-Punkt  vorstellt. 

Diese  zuletzt  erwähnten  Beziehungen  lassen  einseben,  dass  die  Con- 
struction  des  einzigen  /-Punktes  linear  ausführbar  ist,  wie  auch  Weyr* 
gezeigt  bat.  Wir  werden  unten  mehrere  lineare  Constrnctionen  nach  nn- 
serer  Methode  angeben,  die  ebenfalls  einfach  und  nnmittelbar  zum  Ziele 
fuhren.  Vorerst  wollen  wir  in  Consequenz  nnserer  Methode  eine  kurze  Be- 
trachtung der  dnrcb  den  vorliegenden  Specialfatl  bedingten  Modificationen 
jener  absoluten  Etementensysteme  und  ihrer  Erzeugnisse  anstellen,  von  denen 
oben  die  Hede  war,  indem  wir  dieselben  in  Einklang  mit  dem  allgemeinen 
Falle  einer  Curve  C^^  setzen, 

39.  Anlangend  zunächst  die  Construction ,  SO  findet  man  genau  so, 
wie  in  (38)  angegeben  worden  ist,  zu  jedem  X-Pankte  den  zugehörigen 
X|-Pnnkt  als  das  auf  dem  Grund  kegeis  chnitte  k  (Fig.  5)  abgebildete  Ele- 
ment des  Tangentialpunktes  X^  der  betreffenden  in  dem  Punkte  X  ziehenden 
Tangente  der  Plancurve  C^^:  Wir  projiciren  nSmlich  X  aus  den  Haupt- 
punkten Oj,  0^  auf  den  Grundkegelecbnitt  nach  X^X^,  suchen  den  Schnitt 

i\x,x,\,  |0,OJ)  =  S,, 
so  trifft  der  Strahl  \0^^^\  diesen  Kegelschnitt  in  Z, , 

Als  Centra  für  die  zwei  (krummlinigen)  Reihen  X,  X,  in  der  Be- 
ziehung (29)  wühlen  wir  am  einfachsten  die  Punkte  0^,  Ä^  (Fig.  10).  wo- 
durch also  zwei  projectivische  StrahlenbUschel  entstehen,  deren  Erzengniss 
ein  Kegelschnitt  K*  ist.  Nachdem  die  in  (28)  bezeichnete  Involution  der 
Paare  X,  X'  alle  X  -Elemente  in  dem  vorliegeaden  Specialfalle  im  .^, -Punkte 
vereinigt  (parabolischer  Fall),  so  ist  einzusehen,  dass  der  Kegelschnitt  K^ 
in  dem  letzteren  Falle  den  Grund  kegelschnitt  k  einfach  berührt  nnd  dass 
die  Dreiecksseite  o,  die  gern  ei  asc  haftliche  Tangente  ist.  Ferner  weiss  mau, 
dass  auch  der  Büschel  seh  eitel  0^  ein  Punktenelement  von  £'  sein  muss;  es 
bleibt  also  nur  noch  ein  einziger  Punkt  J  Übrig,  welcher  diesen  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschaftlich  ist.  Dieser  J- Punkt  ist  das  Bild  des  be- 
sagten luflexionspunktes  auf  C,^. 

Unsere  Construction  ISsst  mit  Leichtigkeit  fünf  beliebige  Bestimmnngs- 
stflcke  des  Kegelschnittes  K*  feststellen,   von  denen  der  Annahme  gemSss 

Deber  die  Abbildung  einer  rationalen  ebenen  Curve  etc.,  Sitiungaber.  d. 
d.  WiasenFOh,,  I.XXIX,  M.  \\.  \bth,  Sw«.  


a  priori  durch  die  Packt«  0,,  Aj  und  die  Tangente  r>,  drei  bekannt  sind. 
Hieraus  folgt  eise  lineare  Ermittelung  äes  7- Punktes,  wie  oben  bemerkt 
wnrde. 

40.  Geht  man  nach  der  Methode  in  (30)  zu  Werke,  so  bilden  die 
gesammten  |0,X,|- Strahlen  ein  Tangentensystem ,  dessen  Enveloppe  aber- 
mals ein  Kegelschnitt  A**  ist,  welcher  jedoch  den  Grundkegelschoitt  dop- 
pelt berObrt.  Die  Berührung  erfolgt,  wie  ohne  Schwierigkeit  erkannt 
wird,  in  dem  Pouktenpaare  A^J. 

Die  Pelaritiation  der  vorstehenden  Beziehung  muas  Belbstyei-ständlich 
auch  wieder  einen  Kegelschnitt  (A'')  reeultiren,  der  die  gleiche  Eigenschaft 
der  in  dem  Punktenpaare  ^,^  stattfindenden  doppelten  Berflbrung  mit  dem 
Grandkegelschnitte  k  nachweist.  Insofern  ist  der  zuletzt  erhaltene  Kegeh 
Bcbnitt  (Ä"')  als  die  Direetionsourve  der  projecti riechen  Systeme  X,  X,  nach 
der  Anachanang  in  (32)  aufzufassen. 

Jeder  der  beiden  letzteren  Kegelschnitte  ff',  (A'')  kann  immerhin  mit- 
tels der  Grundconstruction  durch  fllnf  beliebige  BestimmnngsstUcke  fixirt 
werden,  was  ausspricht,  daas  die  Construction  des  gesuchten  ./-Punktes 
auch  diesfalls  linear  durchgeführt  werden  kann.  Wir  wollen  jedoch  un- 
mittelbar folgend  einige  höchst  einfache  Linearbeziehuagen  anzeigen, 

41.  Die  Verbindungslinie  \AiJ\ee.p  ist  eine  gemeiuschaftli  che  See  ante 
xwiacben  dem  Grundkegelscbnitte  k  und  jedem  der  Kegelschnitte  ff^,  (A**), 
Man  kann  nun  ausser  dem  gegebenen  <ä, -Punkte  noch  einen  zweiten  Punkt 
dieser  Becante  auf  Grund  nachstehender  Betrachtung  erhalten. 

Die  Polare  des  Hauptpunktes  0^  trifft  den  Qrundkegel schnitt  k,  ausser 
in  A,,  noch  in  einem  zweiten  Punkte  F,;  analog  erhttlt  man  einen  Punkt 
F,  bezüglich  des  Hauptpunktes  0^.  Bekanntlich  ist  der  Punkt  F,  das  Bild 
eines  Punktes  V^  der  Plancurve  Cj',  in  welchem  eine  Tangente  an  diese 
Caire  zieht,  deren  Tangenti alpunkt  offenbar  durch  den  nu  O^  homologen 
Hauptpunkt  0^,  welcher  für  die  Curve  ein  einfaches  Element  ist,  reprüsentirt 
wird.  In  der  That  ergiebt  auch  unsere  Grundconstruction ,  wenn  dieselbe 
ftlr  den  F^- Punkt  durchgeführt  wird,  als  den  entsprechenden  jenen  Punkt 
J,  des  GrandkegelsohDittea,  der  ausser  dem  Hauptpunkte  0,  auf  der  Drei- 
ecksselt«  o,  =  |0,  Ojj  liegt,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird.  Ganz 
Ihnlich  verhält  es  sieb  mit  dem  Punkte  F^,  für  den  man  als  entsprechendes 
Element  den  zweiten  Schnittpunkt  Ä^  auf  der  Geraden  o^zl\0^0^\  erhült- 
In  gewissem  Sinne  sind  die  Punkte  Fj,  Fg  für  den  Grundkegel  schnitt  k 
und  deren  Bilder  F,,  Fg  auf  der  Plancnrve  (>,^  sozusagen  „Verzweignngs- 
elemente"   der  Hauptpunkte  0,,  Oj  resp.  Oj,  Oj. 

42.  Die  gemeinschaftliche  Secante  |J,/|  =J7  kann  als  Verbindungslinie 
des  gegebenen  .J, -Punktes  mit  dem  Schnitte: 

a)                                      (|P,A|,  \V,A,\)  =  G 
het^mmt  werden, ^B 


F 
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Projiciren  wir  die  Paukte  A^,  Ä^  ans  den  Hauptpunkten  0,,  Og  nach 
Ä\,  Ä"\  auf  den  GrundkegelHcbnitt  k,  so  findet  man  ein  zweites  Ponkteo- 
element  der  gemeinscbaftlioben  Secante  \A,J\=p  mittels  der  Coostruction : 

b)  {]A,A~,\,\Ä,r,\)  =  ^. 

Endlich  erhält  man  einen  dritten  Bestimmungspankt  der  Secante  |J,-/j  =p 
aus  der  folgenden  Linearbeziehung : 

c)  {\t,ä-,\.\t,a:;i)  =  ,'; 

wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  der  Punkt  a"  gleichzeitig  auf  der  Ver- 
binduDgalinie  l^i^jl  zu  liegen  kommt,  was  gewiss  zar  Vereinfachung  der 
Construction  wesentlich  beiträgt. 

Anhang, 

43.  Id  den  Figuren,  welche  unseren  Dotersuchuagen  zur  Grundlage 
dienen,  haben  wir  die  Flancurve,  von  der  wir  ausgehen,  nicht  eingezeichnet, 
um  das  Bild  der  betreffenden  Constructionen ,  die  wir  auf  dem  Grundkegel- 
scboitte  zeigen,  nicht  zu  beeinträchtigen.  Eine  Ausnahme  hiervon  macht 
nur  die  letzte  Fig.  10  unserer  Taf.  V,  welche  die  bezügliche  Basiscurve  C/ 
angiebt.  Eh  unterliegt  keiner  Schwierigkeit ,  die  Basiscurven  in  den  vor- 
ausgegangenen Fällen  graphisch  hervorzurufen ,  wenn  nach  den  Grundsätzen, 
die  wir  fUr  die  Erzeugung  einer  Plaucnrve  in  unserer  citirten  Abhandlung 
(B)*  angefUbrt  haben,  verfahren  wird.  In  diesem  Sinne  sei  wenigstens  ßr 
den  einen  Fall  der  Fig.  10  nachstehend  die  Construction  angedeutet. 

44.  Der  vorausgesetzten  Speciulisirung  einer  Plancurve  C^^  gemäss 
wissen  wir,  dass  das  Hauptdreieck  0,0, Og  in  der  Weise  aituirt  ist,  dass  der 
eine  Hauptpunkt  0,  auf  dem  Grundkegelschoitte  liegt,  während  die  ihm  gegen- 
überliegende Dreieck  sseite  0,  =  |(ijOg|  ihn  in  einem  Paukte  J[  berührt,  der 
das  Bild  des  Rückkehrpunktes  0^  der  Plancurve  Cj'  vorstellt. 

Die  quadratische  Verwandtschaftsbeziehung  verlangt  den  Hauptkreis  x. 
welcher  dem  Dreieck  O^O^O^  umschrieben  ist.  Zieht  mau  die  Gerade 
l^s"sl  '  l^i'^tli  ^^  ^"^  *^'^B^  ^^^  Kreis  k  in  jenem  dem  Hauptpunkte  O^ 
homologen  Hauptpunkte  Og.  Die  Punkte  0,,  0^  sind  für  C^^  einfache  Ele- 
mente, während  0,,  wie  schon  gesagt  wurde,  jener  Punkt  ist,  in  welchem 
die  Curve  eine  Spitze  formirt.  Die  Spitzen  taugen  te  s  erhält  man,  wenn 
mau  den  f^-Punkt  mit  demjenigen  H au ptk reisschnitte  verbindet,  der  aus 
dem  Centrum  0^   durch    die  zu  |^i.äj  gleichlaufende  Gerade  erzeugt  wird. 

45.  Ein  beliebiger  Punkt  X  des  Grundkegelschnittes  wird  durch  Strahlen 
der  C'entra  0,,  0,,  0^  fliirt.  Die  homologen  Strahlen  der  Centra  0,,  0,,  Oj 
treffen  sich  in  einem  Punkte  X  der  Curve  C^\  Z,  B. :  Die  Gerade,  welche 
dem  Strahle  |0,X|   parallel  geht  und  durch  das  Perspectivitätacentrum  0^ 

•  ZeiUchrift  f.  Math.  n.  Phjs.  XSXV,  S.  36:  Ueber  die  ReaUtät  der  Doppel- 
tangenten  etc. 


lieht,  Bchneidet  den  Hauptkreia  in  einem  Pankte,  dessen  Verbindimg  mit  0^ 
den  zn  \0^X\  homologen  Strahl  giebt  Für  den  Strahl  |03Ji_findet 
unmittelbar  den  bomologen  als  Verbiodungstinte  des  Centruma  0,  mit  jenem 
Haaptkreisscbnitte,  welchen  [0^X\  hervorbringt. 

Insbesondere  sind  auch  die  Tangenten  in  den  einfachen  Pankten  0, 
der  Plancurve  C/  zu  erwähnen.  Die  Tangente  in  Oj  wird  sofort  erhalten, 
wenn  man  0^  mit  demjenigen  Kreiaschnitte  verbindet,  der  durch  die  Gerade 
|0,.^|  entätebt.  Für  die  Taugente  in  0,  bedenke  man  die  Grundconstrac- 
tion,  wonach  leicht  eingesehen  wird,  daes,  wenn  durch  0^  eio  zur  Geraden 
|0,j^|  gl  ei  cb  gerichteter  Strahl  gezogen  wird,  dieser  den  Hauptkreis  x  in 
einem  Punkte  trifft,    der  mit  0^  verbunden,    die  fragliche  Tangente  bildet. 

46.  Eine  Plancurve  C^,''  besitzt  bekanntlich  höchstens  drei  Asymptoten 
das  sind  Tangenten,  welche  die  Curve  in  den  unendücb  fernen  Punkten 
berühren.  Drei  reelle  Asymptoten  können  nur  dann  vorkommen ,  wenn  der 
Grtindkegel schnitt  k  Hyperbel  ist;  jedenfalls  werden  zwei  dieser  Elemente 
imaginSr,  sobald  der  Grundkegelschnitt  eine  im  Endlichen  verlaufende  Curve 
(Ellipse,  Kreis)  ist.     In  unserer  Fig.  10  ist  der  letztere  Fall  zutreffend. 

Das  Bild  eines  Asjmptoteupanktes  ist  offenbar  einer  der  drei,  ausser 
dem  0|- Punkte,  gemeinschaftlichen  Schnitte  ü,  vrelcfae  zwischen  dem  Grund* 
kegelscbnitte  k  und  dem  Hauptkreiae  x  stattfinden.  In  dem  vorliegenden 
Falle  giebt  es  nur  einen  i7- Punkt  und  demzufolge  für  die  Planearve  C,' 
nur  eine  einzige  Asymptote  m.  Auf  Grund  des  Vorausgegangenen  drtlckt 
die  Verbindungslinie  \UOt,\  unmittelbar  die  Äsymptot«Qrichtung  aus.  Die 
Lage  der  Asymptote  w  wird  deshalb  fiiirt  sein,  wenn  ihr  Tangenti alpunkt  T 
gegeben  ist;  diesen  finden  wir  aber,  wenn  der  C-Pankt  der  Constmction 
in  (39)  unterworfen  wird. 

47.  Schliesslich  erübrigt  die  Conatmction  der  beiden  InflexionBelements 
der  Plancurve  Cj™,  n&mlich  des  Wendepunktes  J  und  der  Wendetangant«  ». 

Den  7-Punkt  erhalten  wir  sofort,  wenn  der  nach  einer  der  drei  Me- 
tboden in  (42)  linear  gefundene  /-Punkt  des  Grandkegele cbnittea  k  dem 
Verfahren  in  (45)  unterzogen  wird.  Eine  Complication  stellt  sich  aber  fUr 
die  Constmction  der  Wendetangente  t  heraas,  die  jedoch  am  Ende  ebenfalls 
eine  lineare  ist,  wie  wir  gleich  zeigen  werden. 

Die  Wendetangeute  i  kann  man  auf  zweifache  Weise  fixiren: 
a)  Bekanntlich  stellt  sie  das  Bild  eines  Kegelschnittes  Ä'j  vor,  welcher 
den  Grundkegelschnitt  k  in  dem  J- Punkte  osculirt  und  dem  Hauptdreieck 
O^OjO^  umschrieben  ist,  so  daas  er  also  in  dem  Hauptpunkte  Oj  den  Grund- 
kegelschnitt k  zum  zweiten  Male  schneidet.  Durch  das  Punktenqnadrupel 
O^OjO^J  nnd  die  in  J  gehende  Grundkegelschnittstangente  t  ist  der  Kegel- 
schnitt &'t  ausreichend  bestimmt  und  man  kann  nach  bekannten  Constructionen* 
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immerhin  einen  beliebigen  Punkt  dieses  Kegelschnittes  linear  ermitteln,  dessen 
Bild  im  System  der  Plancurve  C^^  ansser  dem  cT"- Punkte,  einen  zweiten 
Bestimmungspnnkt  der  gesachten  Inflezionstangente  %  anzeigt. 

h)  Zieht  man  in  dem  7- Punkte  an  den  Orundkegelschnitt  "k  die  Tan- 
gente f,  so  entspricht  derselben  nach  den  erörterten  Principien  bildlich  ein 
Kegelschnitt  Kij  welcher  dem  Hauptdreieok  O^O^O^  umschrieben  ist  und 
die  Plancurve  C^  im  J- Punkte  einfach  berührt.  Von  diesem  Kegelschnitte 
sind  also  a  priori  vier  Bestimmungselemente  bekannt,  und  wir  sind  im 
Stande,  in  jedem  Moment  ein  beliebiges  fClnfkes  mittels  der  Construction 
(45)  zu  erhalten,  wenn  man  statt  des  dort  Yorausgesetzten  Orundkegel« 
Schnittes  k  die  Gerade  i  substituirt« 

Mit  Hilfe  der  bezeichneten  fünf  Bestimmungspunkte  kann  man  durch 
eine  einfache  Elementarconstruction*  die  in  dem  J- Punkte  gehende  Wende- 
tangente f  ebenfalls  linear  feststellen« 


*  Staudigl,  Neuere  (Geometrie,  8. 117. 
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Analytisclie  Untersuchungen  über  die  Constitution 

der    in    krummen   Flächen  gebrochenen    a   priori 

astigniatisohen  Strahlenbündel   mit  Anwendungen 

der  neueren  Geometrie. 


Von 

Dr.  A.  Ahbbndt 

Id  Boitoek. 


^^^^THe  Bllgemeine  Theorie  unendlich  dOnner  gerBdliniger  Strahl enbandel 
ist  TOQ  Kummer*)  im  Jabre  18Ö9  aufgeBtellt.  Kammer  findet,  dass  aile 
Strahlen  durch  zwei  unendlich  kleine  gerade  Linien  (Brennlinien)  gehen, 
die  EU  dem  mittleren  Strahl  (Rauptstrabl)  senkrecht  stehen.  Die  Ebenen 
durch  den  Hauptstrahl  und  die  Brennlinieu,  Brennebenen  genannt,  stehen 
im  Allgemeinen  nicht  aufeinander  senkrecht,  wohl  aber  in  dem  Falle,  wo 
das  StrahlenbUndel  ein  System  von  Orthogonalfi Sehen  ziilBsst  Solche  BUndel 
beiasen  regulär  und  haben  ftlr  die  Optik  die  grösate  Wichtigkeit  Aus  dem 
Malns'schen  Satze  folgt  nümücb,  dass  ein  regnlltres  BUndel  nach  der 
Brecbang  in  beliebig  vielen  isotropen  Medien  wieder  in  ein  regul&rea  BQndel 
abergeht.  Die  näcbsle  Aufgabe  der  Dioptrik  ist  daher,  die  Constitution 
eines  gebrochenen  Strahlenbtlndels  zu  finden,  falls  die  des  einfallenden  ge- 
geben ist. 

Diese  Aufgabe  ist  U.A.  von   Carl  Nenmann')  gelöst.     Der  Einfall  s- 
pnnkt   des  Strablenbündela   sei   der  Coordicatenanfang   und   die  brechende 
Flache  berühre  die  ZT-Ebeue  im  Coordinatenanfang,  habe  also  die  Z-Aie 
ZOT  Normale,  dann  ist  ihre  Gleichung: 
1)  Mx*  +  20xy  +  Ny^  -2^  =  0. 

Es  seien  ferner  $,  and  p,  die  beiden  HauptkrUmmungsradien  im  Co. 
crdinatenanfaug  und  t  das  Azimath  des  ersten  Haupt  normale  chnittes  gegen 
die  XZ' Ebene,  so  ist 

n)  jf=^+5=ll,  if="J?^+« 


1)  Crelle's  Journal,  Bd.  57. 

!)  Berichte  der  K.  Sachs.  GeselUchafl  d.  WisBenacb. 
Beiirtge  sur  Dioptrik  des  Augee,  g  Vi.    Leipzig  1884. 
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Der  Eauptstrahl  Z  dea  einfallenden  astigmatischen  regal&ren  Bündels 
liege  in  der  ^Z-Ebeue  (Einfallsebene),  sein  Einfallswinkel  sei  e^.  Als- 
dann liegt  auch  der  Hanptstrahl  Z^  des  gebrochenen  Bündels  in  der  XZ- 
Ebene  und  es  ist,  falls  e^  den  Brechungswinkel  bezeichnet, 

(ür  n  als  Brechungsindei  der  brechenden  Fläche,  Man  versteht  nun  unter 
einem  Brennpunkte  des  astigmatischen  Bündels  den  Schnittpunkt  einer 
Brennlinie  mit  dem  Hauptatrahle.  Ein  astigmatisches  Bündel  hat  demnach 
zwei  Brennpunkte.  Unter  Brennweite  versteht  man  den  Abstand  eines 
Brennpunktes  vom  Einfallspunkte.  Im  Folgenden  sollen  die  Brennweiten 
des  einfallenden  Bündels  mit  ig  und  Xq,  die  des  gebrochenen  mitx,  and  x, 
bezeichnet  werden,  und  zwar  sollen  alle  vier  Strecken  in  der  Bicfatung  des 
durchgehenden  Lichte»  gemessen  werden.  Durch  die  Lage  der  Brennpunkte 
eines  astigmatiscbeu  Bündels  ist  die  Constitution  desselben  noch  nicht  be- 
stimmt; vielmehr  muss  noch  die  Lage  der  Brennebenen  gegeben  sein.  Da 
im  Folgenden  nur  reguläre  Bündel  betrachtet  werden,  so  genUgt  es,  die 
Lage  einer  Brennebene  anzugeben;  die  zweite  steht  dann  senkrecht  zur  ersten. 
Es  seien  die  zu  den  Brennweiten 

,  „  .  n         !■   ■  ^ot   *0i  ä^^ll  "^s 

gehörigen  Brennlinien 

b^,  b^,  a^,  a,; 

alsdann  bezeichne  man  das  Azimnth  der  Ebenen  (Zb,)  and  iZ^a^)  gegen 
die  Einfallsebene  mit  9,  und  9^,  so  sind  die  Azimuthe  von  {Zb^)  nnd  (£,a,) 
bezüglich  90"  +  ^,  und  W  +  tf,.  Naumann  bestimmt  nun  a;,,  a:,,  ö, 
als  Functionen  von  iCq,  ^q,  #,,  p,,  pj,  «,  Cg,  t.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

■  «.        ■  iin  f. cos' e,  + Ja--  ■  >.' — - 

»8^     swrff,  _  '  ■  B.«*! 


n . cos*e, 
III)  c  =  !!^+E^.  IV)   9,^ !!^ 


_  ,   -  sin{e,  —  e,) 

E.cose.  +  0' — V! '- 

sinsi 


80  sind  Pj ,  Qj,  Bj  gegebene  Grössen.     Dann  sind  x,  nnd  x,  Wurzeln  der 

quadratischen  Gleichung 

nnd  es  ist 
VI)  „2»,  =  ^^- 

Die  Constitution  des  gebrochenen  Bündels  ist  also  bestimmt. 

Wir   haben   bisher  angenommen,    dass  die  Brennlinien  eines  unendlich 
dünnen  Strahl enbündels  zum  Hauptstrahl  senkrecht  stehen.    Dieses  TheOK 


'«m^^ 


Von  Dr.  A.  ÄnKEKo: 


tnarat  von  Starm,')  dem  Begründer  der  Tfaettrie  des  Aatigmatiamus ,  aaf- 
gestellt,  ist  dorcb  die  Eammer'Echen  untersuch ongen  und  die  Quincke- 

Bchen  Versuche*)  beatfitigt  worden.  Allein  schon  Be-jsch')  zeigte,  daas 
die  tweite  Breuslinie  des  in  einer  KugelSSche  gebrochen^  homocentrischen 
BUndetä  in  der  Cenlrale  dea  leuchtenden  Punktes  liege ,  alsu  nicht 
Eanptatrahl  senkrecht  steht,  and  wie  später  Ma.tthiegsen'J  diiYch  ana- 
lytische BetrRchtiingen  gezeigt  hat,  stehen  im  allgemeinen  Falle  d'.r  Brech- 
ung eines  a  priori  astigmatischen  Bündels  die  Brennlinien  schief  zum  Hnupt- 
atr&h).  Dieser  scheinbare  Widerspruch  gegen  die  Kunimer'sche  The&rje 
erkl&rt  sich  durch  die  Art,  wie  Kummer  die  Brennlinien  definirt.  Indem 
er  nämlich  alle  senkrecht  zum  Hauptetrabt  geführten  Querschnitte  des  Bün- 
dels (WellenöHchenelemente)  miteinander  vergleicht,  findet  er,  dass  diese 
Qaerscbuitte  in  den  Brennpunkten  den  Werth  Null  haben,  d.  b.  Flächen- 
stücke sind,  die  mindestens  von  der  dritten  Ordnung  unendlich  klein  werden 
und  in  eine  unendlich  kleine  Linie  degeneriren.  Neuerdings  hat  nun  Wein* 
garten^)  gezeigt,  dass  alle  Querschnitte  in  den  Brennpunkten  dieselbe 
Eigenschaft  haben;  es  können  also  alle  Geraden,  die  durch  einen  Brenn- 
punkt geben  und  in  der  zugehörigen  Focalebene  liegen,  als  Brennlinien  dea 
BOndels  aafgefasst  werden.  Die  Frage  ist  nun,  welcher  von  diesen  unend- 
lich vielen  Brennlinien  der  Name  Brennlinie  im  physikalischen  Sinne  am 
meisten  zukommt.  Man  darf  wohl  behaupten,  dass  es  diejenige  ae in  wird, 
welcher  der  relativ  kleinste  Querschnitt  als  Fläcbenelement  dritter  Ordnung 
entspricht;  mit  anderen  Worten:  es  wird  dies  der  geometrische  Ort  der 
Brennpunkte  der  in  derselben  Focalebene  unendlich  nahe  gelegenen  auf- 
einander folgenden  Strahlenföcher  sein,  also  im  Allgemeinen  schief  gegen 
die  Strablen  liegen.  Bezeichnet  man  das  in  der  Focalebene  liegende  Bogen- 
element  der  WellenflSche  mit  3s,  den  Zuwachs  des  Krümmungsradius  im 
Normal  schnitte  mit  dp  und  die  Brennlinie  mit  8  a,  so  ist  die  Neigung  S 
derselben  bestimmt  durch 


_3e_ 


^ 


C08i  =  ^-=- 


In  diesem  Sinne  hat  Matthiessen^)  die  Neumann'sche  Theorie  i 
gebani     Die  Lagen   der  Brennpunkte   und  Brennebenen  werden  durcb  < 


1]  Compt.  rend.  1815;  flbenetzt  in  Poggend.  Ann.  Bd.  66  (1S45). 
!}  Poggend.  Ann.  Bd.  117  (1862). 
8)  Poggend.  Ann.  Bd.  ISO  (1867), 

4)  Acta  mathematica,  Bd.  1,  9  (1884).    SitzangBberiobte  der  K.  bayer 
Akademie,  mathem.  Cl.  1883,  Beft  1.    Zeitschritt  f,  vergleichende  Augenheilkunde, 


Vi.  1 


5)  Journal  f.  reine  u.  angewaadte  Mathem.,  Bd.  98  (18S&). 
t)  Scbiömilch's  Zeitschrift,  Bd.  S3  (1888). 


naasD  Betrachtungen  nicht-. äodjGcirt,  ein  umstand,  auf  den  bereits  Zech') 
hinwies.     Matthiea^e^-Wieicbnut  die  Inclinationen  der  Breunliaieu 


gegen  die  Hanp^t^i^en  mit 


B\   S,,  6",  a, 


*  VII) 


indsf  folgende  DiETerentiEdbeziehungen : 

;-,?j!ij  =  —  sine, ■  3a:  +  co( dj  •  "         \cosef.sin&, . 3«  —  cos &i . 3 y | , 

»  _  t 
8L  =  —  sme,.dx  +  cot^  •— — —  icose,.cos9..dx  +  sM&,.ds\ 

9a;,  =  —  sinei-dx  +  eotÜf-— ■'  jC(Me,.Bi«ff,.aa!  — cMÖi-Sy} 

dxi  =  —  sinei.dx  +  cotd"'— ■'  {cosei.co89j.d x  +  siH^^.djf]. 


1 


Der  Einfallspunkt  und  der  benachbarte  Punkt  (dx,  dy)  bestimaien  einen 
windacbiefen  Strahlent^cber ;  nacb  der  Brechung  hat  eine  Drehung  des 
Strahlen  fächere  stattgefunden,  so  dass  nunmehr  {,8x,  dy)  der  Grenzpunkt 
ist.  Legt  man  durch  die  StrahlenfScher  im  Einfallspunkte  die  Querschnitte 
3 9  und  dg,,  und  sind  j  und  j,  die  entsprechenden  Azimntbe,  so  gelten 
die  Relationen 

Till)       cosx.dy  —  sinx-eose^.dx,   cosxj.dy'=sinxi.eosei.dx'. 

In  der  nacbutehenden  Arbeit  wird  nun  versucht,  für  bestimmte  bre- 
chende Flachen  aas  den  angeführten  Formeln  geometrische  Beziehungen  her- 
zuleiten, die  die  Abhängigkeit  des  gebrochenen  Bündels  vom  einfallenden 
zu  zeigen  geeignet  erscheinen.  Besonders  wird  auch  Rücksicht  genommen 
auf  die  Veränderungen,  die  im  gebrochenen  Bündel  Tor  eich  gehen,  falls 
im  einfallenden  Verschiebung  der  Brennpunkte,  Drehung  der  Brennebenen, 
sowie  Drehung  der  Brennlinien  eintritt;  bei  diesen  Untersach ungen  können 
die  Besultate  der  elementaren  synthetischen  Geometrie  mit  Erfolg  angewendet 
werden.  Es  wird  der  Reibe  nacb  die  Brechung  in  einer  ebenen ,  abwickel- 
baren und  beliebigen  Fläche  untersucht.  Die  Brechung  in  Kugelflächen  hat 
keine  besondere  Berücksichtigung  gefunden,  da  dieselbe  von  Lippich*) 
and  Anderen^)  in  schöner  und  erschSpfendsr  Weise  bebandelt  ist. 


§!■ 
UnterBuohsng  des  Falles  p,  =  p,  =  cc. 

Wir  nehmen  an,  daas  im  Einfallspunkte  beide  HauptkrUmmungen  der 
brechenden  Fläche  den  Werth  Null  haben,  eine  Annahme,  die  beispiet sweise 


1)  Sohlömilch'g  Zeitschrift,  Bd.  24  {1B79). 

S)  DeakBcbiiftea  der  k,  k.  Äkad.  tn  Wien,  math.  Classe,  Bd.  38  (I8T7). 

""  ~         die  angeführten  Ätbeilen  ^oiiläBU&v&u'[^u&^U%V^U«saeu. 


J 


Von  Dr.  A.  äbsekdt. 


in   alleo  Punkten   einer  £bene    erfüllt    ist.     Das  Charakteristisohe  solcher 

BinfaUspiiiikte  ist,  dasa 

*     w-»u-       *  M=N=O  =  0 

ist.     Mithin  ist: 

'      M.cos'e,       ^i      ■»      •       i      n.cossi 
Betrachten   wir   zunächst   den    Fall    der   senkrecUten    Incidenz 
«,  =  c,  =  0",  so  wird 

F,=P:n,     Q^  =  Q:n,     B,  =  B:n, 
und  die  quadratische  Gleichung  V)  lautet 

daraus  folgt: 

1)  a:i  =  n||,,    x^^nx^. 
Weiter  ergiebt  sich  nach  VI): 

2)  #,  =  &,. 
Aus  1)  und  2}  folgt: 

Die  neuen  Brennweiten  sind  den  alten  proportional,  und  eine 
Drehung  der  Brennebenen   findet  nicht   statt.     Bei  einer  Drehung 
des  einfallenden  Bündels  um  £  findet  eine  Drehung  des  gebroche- 
nen BOudels  um  £,  statt,  dagegen  keine  Äenderung  der  Constitu- 
tion.    Das  gebrochene  Bündel  ist  nur  dann  bomocentrisch ,  falls  es 
das  einfallende  ist. 
Wir  betrachten  jetzt  die  Keigung  der  Reusch'Bchen  Brennlioien  gegen 
die  Hanptstrahlen    für   den  Strahlenf^cher   in   der  Ebene  £&,.     Dann   ist 
X  =  *,  =  90'',  und  es  ist  nach  VIII)r 

8x  =  dx'=0,     dy==dy', 


uiUiiii  nach  VII): 


■dy,     dxi  '=  cot^' 


■'  ^~^f  . 


darch  Division  der  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  bei  Beachtung  von  1): 

3a)  cotS"  =  n.cot5'. 

Aaalog  ergiebt  sich  für  die  Brenntinien  in  der  zweiten  Brennebene: 
3b)  cotä^  =  n.cotii. 

Aas  1),  2)  und  3)  folgt: 

Dreht  man  im  einfallenden  Bündel  eine  Brennlinie  um  Ihren 
Brennpunkt  derart,  daas  sie  immer  in  der  Brennebene  bleibt,  so 
beschreibt  im  gebrochenen  BUndel  die  entsprechende  Brenulinie  ein 
perspectivisches  Strahleobüscbel  um  ihren  Brennpunkt,  während  alle 
anderen  Elemente  ungeändert  bleiben.  Die  perspectiviscbe  Axe  der 
beiden  StrahlenbUndet  ist  die  Schnittlinie  der  zugehörigen  Brenn- 
ebene mit  der  brechenden  Fläche. 
Es  ist  hiernach  leicht,  die  Beuscb'sche  Brennlinie  im  gebrochenen 
BOndel  lu  construiren,  falls  die  Jm  einfallenden  BOndel  gegeben  ist. 
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Wir   gehen   lar  Betrachtung   der   schiefen  Incideni   &ber  und 
untersuchen  zunKchat  die  Drehung  der  Brennebenen  bei  der  Brechung,    Es  ist 

,.      2  2R, 2(a:o-|o)c(^e^■eMe,■OT«2»^ 

^  '  Pi-Qi  (Xo+&)(«s*e,-««'ej)  +  «>s29,.{ia-|j)(cös*e,+cos*e,}' 
Im  Allgemeinen  findet  somit  eine  Drehung  der  Brennebenen  statt;  auch  ist 
ea  mSglich ,  das  nene  Azimnth  &,  geometrisch  nach  4)  zu  conatruiren.  Eine 
Drehung  findet  nicht  statt  für  #,  =  0"  oder  #j  =  90'',  und  ferner  ist 
e,  =  a,  für 

lo  — ajj    cosei+eose,  ■ 

Dreht  man  das  einfallende  BUndel  am  seinen  Hauptatrahl,  so  dreht  sich 
auch  daa  gebrochene  um  seinen  Hauptstrahl ;  die  Scbnlltlinie  entsprechender 
Brennebenen  beschreibt  dabei  einen  Kegel  dritten  Grades,  dessen  Spitze  im 
Einfallspunkte  Hegt.  Jedoch  sind  die  Eigenschaften  dieses  Kegels  keine 
einfachen  mehr. 

Die  Brennweiten  dea  gebrochenen  Bündels  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Im  Allgemeinen  ist  das  gebrochene  BUndel  astigmatiscb.  Es  ist  homooen- 
trisch,  falls  nur  reelle  Elemente  in  Betreeht  gesogen  werden,  für 

Pco^ef  =  Qco^e^,    Beose,=:0; 
man  kann  diese  Bedingungen  aucb  so  achreiben: 

(IjCos^Ö, +  a;gSi«'ö,)«)s'e,  =^(5oSiM'3,  +  x^cos*9^)  cos'e^, 
(^  —  ij)  «in  3, .  cos  »1 .  cose,  =  0  i 
hiemach  ist  das  gebrochene  Bündel  homocentrisoh  fOr 
1.    #,  =  0",      ^  OM^Cg  =  Xf,  ccs*e,; 
3.    &i  =  90°,   £o  eos'ei  =  x^  eoa*e,  j 
3.     «0  —  ^1         cos*ei  =  co^ef  (aenkr.  Incidene). 
In   allen  übrigen  FSllen  ist  das  gebrochene  Bündel  astigmatiach.     Die 
Gleichung  5)  lehrt  dann,  dass  der  Quotient 

X^Xi j  cos'e, 

Xa^  cos'e, 

nuabbBngig  ist  von  9j.  Hieraus  folgt,  und  dies  gilt  für  die  Brechung  in 
jedem  Kabelpunkte: 

Legt  man  durch  die  vier  Brennpunkte  der  beiden  Strahlen- 
bfindel  eine  Parabel  und  dreht  man  das  einfallende  Bündel  um  den 
Hauptatrahl,  so  bewegen  sich  im  gebrochenen  Bündel  die  Brenn- 
paukte  so,  dass  die  genannte  Parabel  Et«ts  durch  denselben  unend- 
-  lieh  fanien  Punkt  geht. 


I 


Aas  GlflieboDg  5)  folgt  weiter 

'.+«.=■  »'4^"  ^■^'.+"^'.+..,.9,.„srii  ""''■ -■"''■ 

'       '  a  cos^Cf  '  a  cos'e, 

=  r+p.cos29^. 

Es  findert  sieb  also  bei  der  Drehung  der  Strahl enbUndel  um  ihre  Haupt- 
strahlen  die  Summe  der  neuen  Brennweiten,  wie  der  Radius  vector  der 
Fasspunktcarve  eines  Kreises  vom  Radius  r,  falls  p  der  Abstand  des  Poles  P 
Tom  Kreiscentrum  C  ist  und  2d,  den  Polarwiakel  gegen  die  Axe  PC  be- 
deotet- 

Betracbten  wir  jetzt  die  VeranderoDgen,  die  im  gebrochenen  BUndel 
Tor  sich  geben,  falls  im  einfallenden  die  Lage  der  Brennpunkte  sich  ändert, 
wShrend  die  Brennebenen  dieselben  bleiben,  so  folgt  aus  5): 

Da  im  vorliegenden  Falle  P, ,  §,,  B,  homogene  Functionen  von  x^,  und  ^ 
sind,  so  folgt,  daas,  wenn  Xg  und  ^^  sich  so  ändern,  dass  ihr  VerhältnisB 
immer  dasselbe  bleibt,  dann  sich  auch  x,  und  x^  so  ändern,  dass  ihr  Yer- 
hiltniss  constant  bleibt.  Wir  erhalten  somit  zwei  perspectiviach  ähnliche 
Punktreiben.  Auch  die  Lage  der  neuen  Brennebenen  wird  wegen  der  Re- 
lation 4)  bei  der  angenommenen  Verschiebung  nicht  geändert. 

Eb  möge  nun  die  eine  Brennlinie,  etwa  b, ,  senkrecht  zur  EinfalUebene 
liegen,  also  b^  in  der  Einfallsehene ,  dann  ist  #1^90°  und  die  erste  Brenn- 
ebene £b,  steht  senkrecht  zur  Einfallsebene.  In  diesem  Falle  findet  keine 
Drehung  der  Brennebenen  statt,  und  es  ist 


6) 


=  lo»- 


a^  =  lofl. 


Die  2u  Xg  und  Xj  gehörigen  Brennpunkte  S,  und  A^  liegen  also  auf  einer 
Geraden,  die  parallel  ist  zum  Einfatlsloth.  Fttr  den  Strahlenfäcber  in  der 
Brennebene  £6,  ist  nun  j  =  9,  =  90".     Demnach  ist  nach  VIII) : 

dx  =  dx'^0,     dy  =  Bjf', 
nnd  nach  VII): 


i'^nnJo 


Darana  folgt  bei  Beachtung  ^ 
7  a)  cotd"=a. 


dy. 


dxt^cotd"' 


»''.(«.-1.1 


Hfl  cos*  e, 


-IfCOS^e 


Wir  bemerken,    dass   diese   Formel   für   £3  =  ^,   in    3a)    übergebt. 

den  Strablenfächer  in   der   zweiten  Brennebene  £6,   finden    wir  analog  fUr 

3y"=3y'"  =  0,     dx"='dx"'=d 
mitbin  ist  nach  VH 
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So 

Sxi='~~  sine,.dx  +  cotdj-  — -cose,.Sx, 

und  mit  Beachtung  von  6)  folgt: 

7b)  cotS.=         ,^°""''     ,     \sin^,-nsine,  +  ncoBe,'^^^^cot8,\-     fl 

Für  den  Fall  £^  =  «,  =  0"  gebt  diese  Formel  in  3b)  über. 

Die  Formeln  7)  geben  die  Neigungen  der  ReuEcb'Echen  Brennlinien  fDr 
das  gebrochene  Bündel.  Aus  7a)  folgt,  dase  für  d'=  90°  oder  im  Falle  des 
horoocentriEch  einfallenden  Bündels  ä"=  90°  ist;  für  d'=  0°  ist  auch  i"=  0". 
Ebengo  ist  nach  7b)  für  ^,  =  0"  auch  S^'=0''.  Die  Neigung  der  Brenn- 
linien  im  gebrochenen  Bündel  bleibt  dieselbe,  falle  im  einfallenden  die 
Brennitnien  parallel  sich  selbst  derart  verschoben  werden,  dass  das  VerbSlt- 
nis8  Xg :  ^  einen  constanten  Werth  behält. 

Eine  andere  Frage  ist  die,  welche  Veränderungen  im  gebrochenen 
Bündel  vor  sich  gehen,  falls  im  einfallenden  nar  eine  Brennlinie  parallel 
sich  selbst  verschoben  wird.  Aus  den  Formeln  6)  und  7)  folgt,  dass,  falls 
Ig  sich  ändert,  dann  x,,  6",  d^  sich  auch  ändern,  wShrend  x^  constant  ist. 
Bei  der  Aenderung  von  x„  ändern  sich  z,,  ä',  ä";  dagegen  bleibt  x,  con> 
atant.  Aus  der  Form  der  citirten  Gleichungen  erkennen  wir  unmittelbar 
folgende  Sätze: 

Verschiebt  man  in  einem  a  priori  astigmatischen  Strahlen- 
bündel, dessen  eine  Brennebene  mit  der  Einfallsebene  coincidirt, 
die  in  der  Einfallsebene  liegende  Reusch'scbe  Brennlinie  parallel 
sich  selbst,  während  alle  anderen  Elemente  nngefindert  bleiben,  so 
dreht  steh  in  dem  in  einer  Ebene  gebrochenen  Bündel  die  eine 
Brennlinie  um  einen  festen  Punkt  und  beschreibt  ein  projectivisches 
S  trab  lenbUsc  bei  in  der  Ebene  senkrecht  zur  Ei  n  falls  ebene ;  die  in 
der  Einfallsebene  liegende  Brennlinie  des  gebrochenen  Bündels  um- 
hüllt einen  festen  Kegelschnitt.  Verschiebt  man  aber  im  einfal- 
lenden Bündel  die  andere  Brenulinte  parallel  sich  selbst,  so  tritt 
im  gebrochenen  Bündel  das  umgekehrte  ein:  die  vorhin  sich  drehende 
Brennlinie  ombullt  einen  Kegelschnitt  und  die  vorher  umhüllende 
dreht  sich  jetzt  am  den  festen  Brennpunkt. 

Aus  Gleichung  7)  folgt  ferner,  dass,  falls  man  im  einfallenden 
Bändel  eine  Brennlinie  um  ihren  Brennpunkt  dreht,  dann  die  ent- 
sprechende Brennlinie  im  {^hrocbenen  Bündel  um  ihren  Brennponkt 
ein  projectivisches  Strablenbüschel  beschreibt. 


ITntersaohun^  des  Fallei  g^  =  oo. 

Dieser  Fall  amfasBt  alle  diejenigen  Flächen,  deren  Gausa'nches  ErUm- 
muDgemaass  den  Wertb  Null  hat,  also  vornehmlich  die  abwickelbaren  Flächen; 
specielle  Ffitle  bilden  die  Cjlinder-  und  Kegelflächen. 

Wir  untersnchen  zunilchst  den  Fall  der  senkrechten  Incideuz  und 

beieichnen    das  mittlere  Krümmungemaass   im   Einfatlspunkte  mit  %  =  — ■ 

Vt 
Wegen  der  senkrechten  Incideuz  sind  nir  berechtigt,  e  =  0  zu  setzen; 
dann   ist 

M  =  0,     N=k,     0  =  0i 


hierans  folgt,  da  fUr  e, 


.ri,=0' 

Hill-. 


—  cös  Cj  =  n  —  1 
ist: 

P^  =  P:n,     e,  =  ie  +  *i«-l)|:n,     fl,=  fl:n. 
P,  0,  R  sind  die   in  Formel  III)  definirten  Grossen.     Jedoch  ist  za   be> 
merken,  dafis  #,  der  Ifeigongswinkel  Ton  Zi>^  gegen  die  Ebene  des  ersten 
Hanptnornialschnittee  ist,  da  wir  gemäss  obiger  Annahme  f  =  0  diese  Ebene 
als  Einfallsebene  angesehen  haben. 

Für  die    Neigung    der  Brennebene    £^  a,    gegen    die  Ebene  des   ersten 
Hauptnormalschnittes  gilt  die  Beziehnng 

^'   '      %-x,)cos2d^-kx^i,{n-\)' 
Im  Allgemeinen  findet  also  aach  schon  bei  senkrechter  Incideni  eine  Drehung 
der  Brennebenen  bei  der  Brechung  statt.    Da  die  Formel  8)  auch  in  der  Form 

«■«2 Ö, :  ««2 (9j  -  #,)  =  ^  -  a^o  ■  ^=^o so 
geschrieben  werden  kann ,  so  folgt ,  dass  bei  der  Drehung  der  Strahlen- 
bOndel  nm  die  E au pts trabten  die  Winkel  2dj  nnd2(^g— ^i)  sich  verhalten 
wie  zwei  Winkel  eines  Dreiecks,  deren  Gegenseiten  von  constanter  Länge 
sind,  während  die  Länge  der  dritten  Seite  variirt  —  Nach  8)  coincidiren 
ent«preohende  Brennebenen  für  ö,  =  0"  oder  01  =  90",  sowie  für  x  =  0 
oder  1  =  0. 

Das   gebrochene  Bündel  ist  im  Allgemeinen  astigmatisch;   nur  in  den 
Fällen  P|  =  C|>   Aj  =  0  ist  es  homooentrisch,  also  fttr 

Die«en  beiden  Bedingungen  wird  genügt  in  den  Fällen 

1.  Xa  =  |(,,    ft  =  0,    homocentr.  Brechung  in  der  Ebene; 

2.  #,  =  0,      ft=(|„-xj:{ti-l)a;,|„i 
=  90,    k  =  {x,-^):{n-l)x^^. 
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Bei  einer  eigentlichen  abwickelbaren  Fläche  kann  eine  homocentrische 
Brechung  also  nur  dann  stattfinden,  wenn  die  Brennebenen  des  einfallenden 
BUndeis  mit  den  Hauptebenen  coincidiren. 

Die  Brennpunkte  des  gebrochenen  Bündels  wandern  auf  £,,  falls  das 
einfallende  Bündel  um  E  gedreht  wird.  Sie  bewegen  sich  so,  dass  sie 
stets  zum  Einfall  sp unkte  nnd  einem  zweiten  festen  Punkte  harmonisch  liegen. 
In  der  That  liegt  der  genannte  vierte  harmonische  Punkt  in  einem  Abstände 
h  =  —  '"^    vom  Einfallspankte.    Nach  Früherem  ist  aber 

unabhängig  von  -&, ;  somit  ist  auch  h  unabhängig  von  9, . 

Dieser  feste  Punkt  ist  der  Brennpunkt  des  homocentrisch  gebrochenen 
Bündels,  falls  Überhaupt  eine  homocentrische  Brechung  möglich  ist.  Geo- 
metrisch ist  dieser  Satz  evident,  da  zwei  Punkte,  die  sich  so  bewegen,  dass 
sie  zu  zwei  festen  Punkten  steta  harmonisch  liegen,  zusammenfallen,  falls 
einer  von  ihnen  mit  einem  der  festen  Punkte  zuaammenl^llt.  Analytisch 
ISsat  sich  der  Satz  so  beweisen :  Es  sei  eine  homocentrische  Brechung  mCg- 
liofa,  es  sei  etwa  nach  9) 

9=0"      h=   ~^    .''°~^- 
'         '  n  — 1      ar^So  ' 

der  neue  Brennpunkt  hat  dann  die  Abacisse 

Andererseits  liegt  der  viert«  harmonische  Punkt  im  Abstände  '  J 

4  =  2»:[|  +  l+i(n-l)j  ■ 

vom  Einfallspunkte,  und  fUr  den  citirten  Werth  von  h  folgt  /t^^nXg,  was 
zu  beweisen  war. 

Nehmen  wir  das  einfallende  Bündel  wieder  von  beliebiger  Constitution 
an,  setzen  aber  voraus,  dass  die  zweite  Brennebene  mit  der  Einfallsebene 
coincidire,  also  '?,  =  90",  so  liefert  die  quadratische  Gleichung  der  Brenn- 
weiten die  Wurzeln 
10)  a!i  =  «lo,    a^  = 


«apPa 


L 


Da  X,  unabhSngig  ist  von  f,,   die  Panktreihe  x^  aber  projectivisch  ist  zur 

Pnnktreihe  n^,  so  folgt: 

Wird  ein  astigmatisches  Bündel  in  einer  Ebene  gebrochen,  so 
ist  es  wieder  astigmatisch.  Biegt  man  nun,  senkrechte  Incideni 
vorausgesetzt,  die  brechende  Fläche  so,  dass  eine  abwickelbare 
Fläche  entsteht,  deren  Erzeagende  in  einer  Brennebene  liegt,  so 
bleibt  bei  dieser  Biegnng  die  Lage  des  einen  Brennpunktes  im 
gebrochenen  Bündel  ungeändert;  der  andere  Brennpunkt  beschreibt 
auf  der  Fl  Heben  normalen  eine  Punktreihe,  die  projectivisch  ist  zur 
Beibe  der  KrOmmungscentra.     Die  zum  erstgenannten  Brennpunkte 
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gehörige    Brennebene    ateht    senkrecht   zam   eretes    Hauptschnitte 

(p  =  Qo);   die   zniD   Eweiten  gehörige  Brennebene   liegt   im   ersten 

Eauptschnitte. 

Wir    gehen    nunmehr    dazu  über,    das   Verhalten  der  Beaech'schen 

Brennlinien    bei   der  Biegung  der  brechenden  FISche  zn  nnieranchen.     Wir 

betrachten  zunSobst  den  StrablenfScber  in  der  Ebene  Zb^  und  haben: 


8i,  =  cot6'- 
woraus  folgt: 

IIa)  cot  5"= 

NBbert  sieb  die  FlKche  ( 


■•Sy,    dx^  =  coti' 


r  Ebene,  bo  wird 
cotd"=n.cotS'. 


6,(«-l) 


Wird  die  Fläche  immer  mehr  gekrümmt,  so  nähert  sich  a,  der  aenkrechten 
Stellung  gegen  den  Hauptslrabl  £,.     Aus  IIa)  folgt: 

Die  Brennlinie    a,    dreht    sich  bei  der  Biegung  der  Fläche  um 
den  Punkt  Xj^w^u  ond  beschreibt  ein  Strahlenbttaobel ,   das  pro- 
jectivisch  ist  der  Reihe  der  ErUmmungscentra. 
FBr  den  Strahl enfUcb er  im  ersten  Hauptschnitte  folgt  in  analoger  Weise 


t.eoli,  - 


Hb)        eCtS^^n.ctna, -. -r r-, rm i 1 TT7" 

Für  pj  =  a>  wird  ca(Öj  =  M,cöM, ;  fUr  p,  =  0  wird  62  =  90°.  Je  mehr  also 
die  brechende  Fläche  gekrümmt  wird,  desto  mehr  aucbt  die  Brennlinie  Oj 
eine  senkrechte  Stellung  gegen  £,  einzunehmen. 

Einfache  Gesetze  für  die  Äenderung  der  Reusch'schen  Biennlinien 
ergeben  sich  auch,  falls  wir  im  einfallenden  Bündel  die  Brennlinien  parallel 
sich  selbst  verschieben.     Aus  10)  und  11)  folgt: 

Verschieben  wir  6,  parallel  sich  selbst,  so  umhuUt  a,  einen 
Kegelschnitt  und  n,  beschreibt  um  den  festen  Brennpunkt  A^  ein 
projectivisches  Strahlen  bOscbel.  Bei  der  Parallel  Verschiebung  von 
b,  beschreibt  a,  um  einen  festen  Brennpunkt  ein  projectivisches 
Strahlenbtlscbel ,  dagegen  ist  die  Bewegung  von  o,  keine  ein- 
fache mehr. 
Wir  verlassen  den  Fall  der  senkrechten  Incidenz  und  gehen  zur  schiefen 
Incideni  Über.     Dann  ist  nach  II): 

12)  JK'=i.siM*«,    N=k,cos'*c,    O=^k.sint.cost, 

und  nach  IV): 

„       r/cos"*,  ,  sin^öA      ,      .  ,    ,  ,     sin(e,  —  e,)']  . 

'      L\    lo           »0     '  stwe,      J  ' 

loi  rx       r/«n'9,  ,  cos'9^\  .    sin{e^  —  e,)'\ 

13)  0,=     'H r^i  +}ccos*c-- — V — —  h«, 

=    ( —  )sinQ,.coi9,,co8e,  +  ksittt.co8i r^ ~ 
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Die  Bedingungen  der  homoceutrischen  Brechung  sind  wieder  P^  =  (), 
und  lti  =  0.  Ist  das  einfallende  Btlndel  homocentrisch ,  so  iat  mithin  das 
gebrochene  homocentriaoh  in  den  FSllsn:  h 

1.  1  =  0",  3:|,.sm(c,— c,)  =  e.sifl*e, .(«'— 1),  fl 

2.  1  =  90",    jCq.cos*«,  .sin(ej  — e,)  =  p.sin'e[,(l  — n*). 

Es  rnnss  also  das  einfallende  Bündel  in  einem  der  Hauptschnitte  verlaufen. 

Es  sei  das  einfallende  Bündel  jetzt  astigmatisch,  verlaufe  aber  in  einem 

der  Hanptschnitte ,    dann    ist  das    gebrochene  Bündel   homocentrisch  in  fol- 

(renden  vier  Fällen :  _  . 

1.      £  =  0",      *i  =  0",      1  =  — z-^  +  kcos'e 


K-".). 


i.      (  =  90", 

Ans  diesen  Oleichnngen  ersehen  wir,  dass,  falls  ein  Hauptnormal  schnitt 
Einfallsebene  ist  und  eine  Brennebene  mit  der  KinfallsebeDe  coincidirt,  die 
Brennweiten  des  einfallenden  Bündels  stets  so  gefunden  werden  können, 
dasB  das  gebrochene  Bündel  homocentrisch  ist.  Die  in  der  dritten  Columoe 
stehenden  Gleichungen  stellen  vier  Hyperbeln  dar,  die  paarweise  identisch  sind. 
Wir  untersuchen  zunächst  den  Fall  c  =  0"  näher,  auch  für  den  Fall 
der  astigmatischen  Brechung.  Im  Allgemeinen  haben  die  neuen  Brennebenen 
andere  Incünationen  gegen  die  Einfallsebene,  als  die  alten;  nur  für  #|  =0" 
nnd  9,  =  90°  bleiben  die  Inclinationen  dieselben.  Im  Folgenden  soll  der 
Fall  e  =  0°,  ■ff,  =  0''  untersucht  werden;  der  Fall  £  =  0°,  #,  =  90°  bringt 
dann  nichts  Neues.     Nach  13)  ist 

mithin               '      ^       ''        '      \k  «««.       ( 

,  j\                       (  1    ,  .  M»(cj— e,)l  ,  , 

14)         x,=n:  {  — +  * r — —!■<    x,  =  nx^cos'e,  '.cos^e,. 

'  '  Uo  «»C,         J  *  "  1  " 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ersieht  man ,  dass ,  falls  der  Brennpunkt  £j  anf 
£  verschoben  wird,  der  Brennpunkt  A^  auf  2",  eine  perspeotivisch  ahnliche 
Funktreihe  beschreibt.  Demnach  ist  die  geometrische  Construction  von  A^ 
für  eine  gegebene  Lage  von  B^  einfach, 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  geometrische  Construction  von  Ay  als 
entsprechenden  Funkt  von  B, .  Denn  nach  der  ersten  Gleichung  14)  ist 
die  Reihe  der  Funkte  A^  perspectivisch  ähnlich  der  Reihe  der  Funkte  £, . 
Das  Perspectiv itätscentrum  ist  aber  das  Krümm ungscentrum  der  brechenden 
Flache.  Denn  nehmen  wir  die  FlUchennormale  zur  Aze  der  y,  die  Gerade, 
in  der  die  Einrallsebene  die  brechende  FlUcbe  schneidet,  zur  Aie  der  x,  so 
Bind  die  Coordinaten  von  B,  und  A. 


x"=  «1  eosCi ,     (/"=  «,  siwe, 
nnd  die  Gleichung  der  Geraden  A^B^  ist 

lo»m(«,  — «,),(««'«,«  — sinc,y+«esi«Ci)  +  a;psine,(«»äe,—  ncosei)  =  0. 
Diese  Gerade  geht  fQr  jeden  Werth  von  Ig  durch  den  Pimkt 

a;=0,    secöscj  — y  sine, +  *if sine,  =  0, 
oder  durch  den  Punkt  z  —  O      v  =  o 

d.h.  darch  das  KrDmmangscentrum  C     Ist  S,  gegeben, 
der  Schnittpunkt  von  CB,  mit  2, . 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  die  Einfallaebene  mit  dem 
zweiten  EanptDormalschDitt«  zusammenfallt,  wo  also  b^OO"  ist.  Im  All- 
gemeinen findet  auch  hier  bei  der  Brechung  eine  Drehung  der  Brennebenen 
statt,  nur  nicht  in  den  Ffiilen  9^  =  0"  and  8,  =  90".  Wir  betrachten  wieder 
nor  den  Fall  #,  =  0°,  da  der  andere  dann  nichts  Neues  bringt.  Fttr  diese 
Beschrflnkuogen  ist 

'       \    Xfl  stne,      /  !■       i  ^7       1 

und  mithin  sind  die  Brennweiten  des  gebrochenen  Bündels 
sin  e,  ■  cos*e, 


15) 


a;,  =  »lo,     Xj  =  - 


Ana  der  ersten  Gleichnng  folgt,  wie 
bei  Formel  6),  dase  die  Brennpunkte 
Bi  und  ^^  gleichen  Abstand  von  der 
FlSchenuormale  haben ;  die  Construc- 
tion  von  A^  ist  somit  einfach.  Die 
tngehCtrigen  Brennebenen  liegen  im 
iweiten  Hauptnormalschnitte.  —  Die 
iweite  Gleichung  lehrt,  dasa  die  Punkt- 
reihe .^  perspectivisch  liegt  zur  Punkt- 
reihe  B,.  Die  Constrnction  des  Cen- 
tmms  C  der  PerspectivitSt  ergiebt 
sich      »OB     der     Correspondenz     der 

Werthepaare  , 

stne^.cos'e. 


sine,.cos*e. 

Legt  man  also  durch  das  gesuc'**^ 
Centram  C  Parallelen  zu  £  und  .£, , 
so  schneiden  diese  auf  der  FlSchen- 
Qormale  Strecken  von  den  Längen 
OL  =  (.cos^c 


s*e,  +  kx^ 


ÖM=  Q.cos^e^ 
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ftb.  Die  Conatmotion  toh  C  ist  daher  die  folgende:  Man  projicire  du 
KrOmmnngHcentrum  E  nach  X,  &nf  2^,,  nnd  E^  nach  £  auf  OiT;  aaderer- 
eeita  projicire  man  A'  nacli  K^  auf  £,  und  K^  nach  Üf  auf  OA".  Zieht  man 
dann  LCjj E  and  MCjjEy,  so  iat  cler  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 
der  gesuchte  Fiipunkt  C.  Bat  man  C  constmirt,  so  findet  man  zu  jedem 
Brennpunkte  S,  leicht  den  entsprechenden  Brennpunkt  ^,,  da  beide  Brenn 
punkte  mit  C  in  einer  Geraden  liegen.     (S.  nmat.  Figur.) 

8ehr  einfach  gestalten  sich  nun  im  gebrochenen  Bündel  die  VerSnde- 
rungen,  die  ihren  Ursprung  in  der  Biegung  der  brechenden  FISche  haben. 
Wir  denken  uns  den  Vorgang  so ,  dass  die  Constitution  des  einfallenden 
Bündels  ungeändert  bleibt,  dasa  aber  die  Einfallsebene  eine  Haaptebene 
und  dags  eine  Brennebene  mit  der  EinfaUaebene  coinoidire.  Dann  denken 
wir  ans  die  brechende  FlSche  gebogen ,  und  zwar  so,  dass  die  Normale  dii 
aelbe  bleibt,  und  ebenso  die  Lage  der  Hauptschnitt«.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzangen  ändern  sich  die  Brennweiten  im  gebrocheneu  Bündel,  dagegen 
nicht  die  Lagen  der  Brennebenen. 

Wir  unterauchen   Bunächai  den  zuletzt  betrachteten  Fall   1  =  90"  und 
ffj^O".     Es  war  nach  15): 


=  «  ^0  ,      Ig  = 


;,  sine,  +  ar„.sin(e|  — e,) 
Wir  sehen  hieraus,  dass  bei  der  Biegung  der  brechenden  Fläche  sich  z, 
nicht  ändert,  dass  also  der  Brennpunkt  A-^  an  seiner  Stelle  bleibt  Dagegen 
ändert  aicb  z, ;  A^  bewegt  sich  auf  Xj  und  zwar  ao,  dass  Ä^Kt  d.  h.  die 
Verbindungslinie  des  Brennpunktes  mit  dem  Rrllmmungacentrum  sich  om 
einen  Fixpunkt  C,  dreht. 

In  der  ersten  Eauptebene  sind  die  Verhältnisse  ganz  analog.  Für  f  =  0, 
Ö,  =  0  war  nämlich  gefunden 

I,  = : -7-\ T^. ~T->      3',!=MaTn j-*  ■ 

p  si«e,  +  |||SmCej  — e,)  txis'e^ 

Bei  der  Biegung  der  brechenden  Fläche  ändert  sich  also  x, ,  dagegen  x^ 
nicht.  Wie  ersichtlich,  ändert  sich  x,  so,  dass  A^K  stets  durch  einen  festen 
Punkt  geht  Aus  früheren  Untersuchungen  folgt,  dass  dies  der  Punkt  B, 
sein  muss,  der  ja  bei  der  Biegung  fest  bleibt.  Wir  sind  somit  im  Stande, 
für  jede  Blrflmmung  der  Fläche  den  Brennpunkt  A^  zu  construiren. 

§3. 
TTatersnchniigr  der  BrechuDg  in  eiaer  beliebigen  Fläche. 

Bei  der  folgenden  Betrachtung,  die  also  die  früheren  als  Specialfälle 
nmfaast,  soll  die  senkrechte  Incidenz  näher  untersucht  werden;  von  der 
schiefen  Incidenz  werden  nur  einige  apecielle  Fälle  betrachtet;  insbesondere 
wird  gezeigt,  dasa  sich  anch  hier  geometrische  Constnictionen ,  ähnlich  den 
früheren,  aasfflhren  lassen. 


Von  Dr.  A.  Abrehdt. 

Da    bei    der   seskrecbten  Incideoi    der  Hauptstrabl  £  mit   der 

PUohen normale   Identisch  ist,   80  kann  man,   ohne   dasB  dies  eine  weitere 

Special  18 trung   des  Problems  ist,  die   Einfall sebece  als  im  eraten   Hanpt- 

schnitte  gelegen  annebmen;  dann  ist 

=  l:p,,  N=1:Qj,      0  =  0. 


und  daher  wird 


16) 


«?,= 


Nach    der   allgemeinen  Formel   für   die  Neigung  0^   der  eraten  Brenn- 
ebene des  gebrochenen  Bündels  gegen  die  Ein  falls  ebene  ist 

Diese  fOr  die  Brennebenen  charakteristische  Orösse  ^  hat  eine  interessante 
Eigenschaft.  Betiachtet  man  niimlicb  das  einfallende  Bündel  in  seinen  beiden 
Hanptlogen  0^^=O  nnd  #,  =  90",  so  gehören  zu  diesen  beiden  Uauptlagen 
xwei  Paar  Brennpunkte  im  gebrochenen  Bündel.  Es  lässt  sich  nun  zeigen, 
dass  das  Doppelverb&ltaiss  dieser  vier  Brennpunkte  gleich  ^^  ist  Für 
»,=0°  ergiebt  sich  nämlich  nach  16)  und  V): 

'  ^  «Jogg  •  ^ 5^Pi 


17) 

nnd  fUr  3,  =  90°: 
18)  x" 


Pi +  («-!)£> 
Bilden  wir  aus   17]  und  18): 


g,  +  {n-l)x, 


10  folgt  für   dieses  Doppelverhältniss  der  Wertfa  J^,  und   dies  war  zu  be- 
weisen. 

Im  Allgemeinen  findet  bei  der  Brechung  eine  Drehung  der  Brennebenen 
statt;  ausgenommen  sind  die  Fälle  ^  =  0,  sowie  9,^0"  und  '9,^90°. 
Der  Gleichung  ^  =  0  wird  genügt  durch 

1.  n=;l,  keine  Brechung; 

2.  p,  =  (,,  Brechung  in  i 

3.  iTo  =  0  oder  So  =  0. 
Die  Brennweiten    des   gebrochenen  I 

rational  darstellbar;  sie  sind  Wurzeln 
Jedoch  gilt  der  Satz,  dass,  wenn  wir 
gedreht  denken,  dann  die  Brennpunkte  u 
alets  zum  Ein fallap unkte  und  einem  aade; 

ZelIHhrlR  1.  MatliiiDtllk  u.  rbyilk  XXXVI,  1 


lem  Nabelpuukte; 

ndels  sind  im  Allgemeinen  nicht 
9r  quadratischen  Gleichung  Y). 
IS  das  einfallende  Bündel  um  £ 
Z,  sich  so  Terschieben,  daas  sie 
festen  Punkte  harmonisch  liegen. 
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Denn  der  vierte  harmonische  Punkt  zum  Einfallspunkte  und  zu  den  Brenn- 
punkten liegt  im  Abstände 

vom  Einfallspunkte.     Nun  ist 

unabhängig  von  ^|,  also  auch  h. 

Wir  untersuchen  die  Bedingungen  für  die  Homocentricität  des  ge- 
brochenen Bündels.     Dieselben  sind  P^=s  Q^^   R^O^  also 

m 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt  durch 

1.  ^,=0<>,      (&,-«ö)(^i^  =  (w-l)(^i-e«)«o&; 

2.  ^^  =  900.     (»o-So)^i^«=(w-l)(^i-^8)»olo; 

3.  »0  =  ^»  Qi^9%' 

Eine  homocentrische  Brechung  kann  also  stattfinden  in  einem  Nabelpunkie, 
falls  das  einfallende  Bündel  auch  homocentrisch  ist;  bei  einer  beliebigen 
Flttche  aber  nur  dann,  falls  die  Brennebenen  mit  den  Hanptebenen  ooinci- 
diren  und  die  ursprünglichen  Brennweiten  sich  wie  die  Ordinaten  und  Ab- 
scissen  gewisser  Hyperbeln  verhalten. 

Zum  Schlüsse  untersuchen  wir  noch  kurz  das  astigmatische  Bündel, 
das  durch  Brechung  eines  homocentrischen  entsteht.  Die  Brennebenen  des- 
selben coincidiren  mit  den  Hauptebenen;  denn  es  ist  für  Xq  =  ^  nach  16): 

1   .  n— 1  ^        1    ,  n— 1  _.       ^ 

und  daher  wird 

Die  Brechung  ist  homocentrisch  für  Xq  =  0  oder  q^==q^.  Wird  der  Object- 
punkt  des  einfallenden  Bündels  verschoben,  so  verschieben  sich  die  Brenn- 
punkte auf  Z^  derart,  dass  sie  projecüvische  Punktreihen  beschreiben;  rückt 
das  Object  in  unendliche  Ferne,  so  ist 

_     n  _     ^ 

Bei  der  schiefen  Incidenz  beschränken  wir  uns  auf  die  Untersuch- 
ung des  Falles,  wo  eine  der  Hauptebenen  Einfallsebene  ist  und  wo  eine 
der  Brennebenen  mit  der  Einfallsebene  coincidirt.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen findet  eine  Drehung  der  Brennebenen  nicht  statt 

Es  sei  zunftchst  esO^  und  ^|sO^;  die  erste  Hauptebene  sei  also  die 
Einfallsebene  und  die  erste  Brennebene  mOge  mit  ihr  coincidiren.   Dann  ist 

Jf«l:^„     N=1:q,,     0=.0, 
also; 
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w  cor«,  P,  = ^ H ^-f i^  I 

Ä,=0. 
Die  Brennweiten  im  gebrochenen  Btlndel  werden  hiemach 


Wir  ersehen  ans  den  Gleichungen  19) ,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  früheren 
Coostrnctionen  wieder  anwenden  lassen.  Die  erste  Gleichung  ist  dieselbe; 
wie  14),  die  zweite  dieselbe,  wie  15);  die  bei  den  genannten  Gleichungen 
gegebenen  Constructionen  gelten  also  auch  hier.  —  Für  die  übrigen  Special- 
ftlle  lauten  die  Gleichungen : 

«=0»,  ^,  =  90«: 

^  j  »1  — i : r~fc — ^~~i \ '         35«  = : ; ir-, r  ; 

^icos'egsme, +  §o^^(«<  — «i)  ^gÄtne^ +aJo^»(ß2— «i) 

^     ^1  «»n«j  +  So^w(e2  — Cj)       *  ii^cos^e^8ine^'\'X^sin{t^^e^y 
1=900,  '^,  =  900: 

22)  j,^  SoPago^g|^»»g»  ♦^  _     _        «oPiSinCg 

*     p,  cos* egSinCi +  lo  «in (Cg  —  ej)  *      piSin^i +a?o5i«(g2~"^i) 

Die  acht  Formeln  19)  bis  22)  lassen  sich  in  zwei  Gruppen  theilen;  den  mit 
einem  Sternchen  versehenen  entspricht  eine  Construction,  wie  sie  bei  Gleich* 
ong  14)  angegeben  wurde;  der  Fizpunkt  ist  ein  Ejrümmungscentrum  der 
brechenden  Flftche.  Den  übrigen  Gleichungen  entspricht  eine  Construction, 
wie  sie  bei  Gleichung  15)  angegeben  wurde;  der  Fixpunkt  G  liegt  nicht 
mehr  im  Krümmungsmittelpunkte.  Es  finden  also  die  bei  abwickelbaren 
Fliehen  gegebenen  Constructionen  maiaiis  mutandis  auch  bei  beliebigen 
Fliehen  Anwendung. 

Rostock,  im  Mai  1890. 
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Vn.  Bemerknng  znr  Theorie  der  linearen  Differentialgleiohnngt- 

systeme. 

1.  Die  folgende  Bemerknng  erstreckt  sich  nnr  auf  lineare  Systeme 
(nicht  homogene)  mit  constanten  Coefficienten.  Für  das  allgemeine  der- 
artige System  werde  die  Form  gewählt: 

dyt  ^ 
dx 

dy^  ^ 
dx 


1) 


dyn 
dx 


=  —  An\  yi  —  Än7y%  —  •  • .  —  Ännyn  +  fn (x). 


Die  Aiß  sind  constant,  die  fi{x)  beliebige  Functionen  von  x.     Setzt  man, 
wie  es  in  Forsyth's   „A  Teatise  on  Differential  Equations^,   Chapter  III 

geschieht,  ^  =  A  ^==■^^  ■^+^'•^1  =  (^+1^)^*»  so  nimmt  1)  die 
Form  an: 


2) 


Werc 
3) 

^n\  yi  + 
le  femer  gesetzt: 

^«2  y«  + 

•  ••1             -"In 

•  «.,              -"2n 

An  1  •            «<3  n  2 1 

•••»   -^ +  <"«!• 

^«2  y«  +  ---  +  (i^+^nn)y«  =  Ai(a?). 


z^  =  a,  + a,2>  +  aj,D«  + . . . +  D», 


Dann  werden 

^u  =  /»o  +  /»l^  +  Ä-Z>*  +  •••  +  /^«-22>»-^ 

die  ünterdeterminanten  der  OUeder  ^u,  ^Hj  ...,  ^>2  des  z/  sein  und  alle 
GoefScienten  der  D-Potenzen  in  J^  ^u,  ...,  ^i.i  sind  bekannte  Constanten. 
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Unterwirft  man  die  Qleichangen  2)  der  Reihe  nach  den  durch  ^n, 
Jiii  '*n  ^ni  angedeuteten  Operationen,  so  hat  man  durch  Addition  aller 
Qleichaogen: 

|(2>+^,j)iill+  ^gj   ^2^  +  ...+  An\   ^nl\yi 

+  1  A\l   JiX+  A2I   -^22  +  «-«+  AnX  ^nl\yi 

Das  Yor  ^|  stehende  Symbol  ist  aber 

^tl)»    (^^+-^22)1    •••»    -^22-1,  -<^2i>      ^21  +  1»     ...,  -^2n 

seilt  sich  abo  additiv  zusammen  aus  Gliedern  von  der  Form  (vD^^vD^) 
und  da  (vD^  — yj>*)ys=0,  so  macht  es  die  Function  y^  zu  Null.  Das 
Gleiche  gilt  ftlr  ^^...^^-ti  y^+if  •••)  ynj  so  dass  man  erhält: 

Wenn  nun  entwickelt  wird: 

80  ist 
lind 

d.  h.  ii  nnd  --  sind  inverse  Symbole  und  es  ist  jl—yj  ^--f{^y)=y. 
Abo  hat  man 

oder  anders  geschrieben : 

i>+/^,j,  ^i2>  •••»  ^u-i» /i(^)i  •..>  ^»" 


1 

»1= 


11  >  "^12»  •••»  '^l« 


^nl>  •^n2j  .••»  -^iil-l»   /ni^ji  •••>    •L)'T  Ann 


Man  kann  also  y^  ^^  Form  6)  aus  2)  ableiten,  wenn  man  die  Gleichungen 
2)  als  gewöhnliche  lineare  auflöst,  und  durch  Auswerthung  der  Determinanten 
in  6)  ergiebt  sich  dann  yx  in  Form  5). 

Seien  nun  in  5)  für  ^\i^  ...,  ^„i  deren  Entwickelungen  nach  2>- Po- 
tenzen eingesetzt,  so  hat  man: 
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'-w'^'v.'V 


yx  ist  also  additiv  aus  Ausdrücken  von  der  Form  — -  f{x)  zusammengesetzt. 
Die  Auswerthung  von  -zf{x)  ist  in  obengenanntem  Werke  von  Forsjth, 

Chapter  III  angegeben  und  ist  immer  leicht  durchführbar,  wenn  /*(«)  eine 
beliebige  aggregative  und  multiplicative  Zusammensetzung  von  ganzen  Func- 
tionen, von  Functionen  e^',  mn:e,  cosnx  ist.    y  =  -^f(x)  ist  aber  parti- 

kul&res  Integral  der  Differentialgleichung  ^y  =  f{x)^  so  dass  also  yi  in  7) 
auf  diesem  Wege  als  partikuläres  Integral  des  Systems  1)  gewonnen  wird. 

Es  Iftsst  sich  jetzt  aussprechen: 

Ein  partikul&res  Integralsystem  eines  nicht  homogenen 
linearen  Differentialgleichungssystems  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  wird  gefunden,  wenn  man  das  System  symbolisch  auf 
die  Form  gewöhnlicher  linearer  Gleichungen  mit  n  unbekann- 
ten bringt,  diese  auflOst  und  von  der  symbolischen  Form  be- 
freit. Diese  Methode  führt  immer  zum  Ziele,  wenn  im  gegebe- 
nen Systeme  die  von  den  unbekannten  freien  Glieder  aggre« 
gativ  und  multiplicativ  zusammengesetzt  sind  aus  ganzen 
Functionen,  e'",  sinnz^  cosnx. 

Beispiel.     Gegeben  sei 

dt/ 

Man  schreibt  dafür: 

(2>.fl)y,-  2y,-  iy^^^x^-x, 

3y^  +  (I)  +  l)y,-^         ny8  =  «*'i 
2y,  —  4y,  +  (D  —  1 )  yg  =  cos«  —  sinx. 

Jetzt  hat  man  sofort: 
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»1  = 


1 

D  +  h 

-2, 

— 

■f 

3. 

D+1, 

— 

?i 

2, 

-4, 

B 

-1 

*!  = 


D  +  1,    -2,     -it 
3,     J)+l,    -fi 
2,      -4,    D-1 


**-«,        -2,     -f 
e«',         D  +  1,   -fi 
oosa^  — stnx,    —4,    D  — 1 


D  +  1,       3?  —  X,         — f 


1    . 


3, 


>>x 


-H 


2,     005«  — «inaj,  2>  — 1 


=  j^y,. 


y3= 


D+J,    -2, 
3,     D  +  1, 


2,      —4,    cosz  —  sinx 


=  ^^y,. 


=  1-D+D»  +  D*, 


D+1,    -2,     -f 
3,     D  +  1,    -H 
2,      -4,    D-1 

Nun  rechnet  man  nach  gewöhnlicher  Regel  aus: 

D  +  1,    -2,   -4 

J=      3.     D  +  1, -H 
2,      -4,  D-1 

«*-«,       -2.    -4 
e»-,  D  +  1,  -fj 

cosx  —  sinx,    —4,  D  — 1 
+  (4D+M)(«>s«  — m«)  =  Me**  +  Mcosa!—  3s«Ma;  +  2  +  5JLa; 

D+1,      ««-«,         -4- 


^y,= 


=  (D»  -  JLL)  («« _  a:)  +  (2D  +  |)e»' 


-V**' 


^>,=       3,  e»-,  -H   =-(3D+ 4)  {««-«) 

2,     cosx  —  sinx,  D  — 1 

+<H-»+tV)(«w«-««*)  +  {-D*+I)«*' 

=  21e»«  -  iJftwa;  - 11  «na;  +  3  -  M«  -  4««, 

7  7  7  7' 

D+1,    -2,        a?«-a? 


^y,= 


3,      D  +  l. 


.«X 


=  -  (22>  +  14)(a;«-a;)  +  4i>e« 

2,      —4,    cosx  —  sinx 

+  {I>*  +  2D  +  l){rosx-sinx)  =  8^'  +  4cosx-Ssinx  +  2  +  \Ox 

-14a;«. 
^11  ^t*  ^8  ^^°^  °°^  ermittelt;  sobald  die  Symbole  berechnet  sind: 

—  e*',   -jcosxj  --sinx  und   -r{a  +  /?a?  +  y«*j, 

wo  a,  |3,  y  bekannte  Constanten  sind.     Sei  J=sF{D)  gesetzt,  so  gilt  nach 
Forsjth  der  Satz: 

^  l  =  e".     J -1 


1  .        1 

'^        F(D)  F(D+2) 


l-(D+2)  +  (D+2)»  +  (D+2)» 


»s« 


/i+.,>+^-2^+^•^-^"(^+^^+'>»^*+•••>^=ü• 
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Ferner : 

Endlich  ist: 


=  (l  +  I>  +  22)»  +  . ..)(«  +  /?«  +  /«')  =  («+/?) +  {/J  +  2y)«  +  ya;«. 
Es  ist  also: 

j\»  +  ßx  +  yx'\^{a  +  ß)  +  {ß  +  2y)x  +  YxK 
Mit  Benützung  dieser  Gleichnngen  erhftlt  man: 

yj  =s^c**— f^mrc  — ff  005»  +  ^  — Af  «  — y-a^i 

^3  =  3^  e«'  -  2  «ina;  -  4  coso?  +  12  -  18a?  -  14a?«. 

Durch  Einsetzen  ins  gegehene  System  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  ein 
richtiges  partikul&res  Integralsystem  gefunden  und  damit  auch  das  allgemeine 
Integralsystem  leicht  herstellbar  ist. 

2.  Die  im  vorigen  Abschnitte  allgemein  entwickelte  Methode  erlaubt 
nun ,  auf  einfache  Art  die  Form  des  allgemeinen  Integralsystems  eines  nicht 
homogenen  linearen  Differentialgleichungssystems  mit  constanten  Coefficienten 
für  den  Fall  zu  untersuchen,  dass  die  von  den  abhängig  Veränderlichen 
freien  Glieder  lauter  ganze  Functionen  von  x  sind. 

In  ^ 

-j^^-^nVi-Atyt ^inyn  +  fi{x). 


seien  also  die  fi(x)^  ...,  fnip)  alles  ganze  Functionen  und  xi^^  sei  die  höchste 
vorkommende  a;- Potenz,  dann  ist 

9)  yi^^\^nfM  +  ^nU{x)  +  ^^.  +  /lnifn{x)^ 

(wo  A  =  1,  2,  3,  ...,  n)  ein  partikuläres  Integralsystem.   Wenn  gesetzt  wird 


•'^21     "^22     •••     ^2n 


=  d, 


^n\    ^n1   •••     ^nn\ 
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80  wird  dii,22,.^^M  ^^^  ^  entstehen,  wenn  in  d  Beihe  und  Colonne  der 
Glieder  .ii|i  t  ^2t )  ***i  ^t*t^  unterdrückt  wird  und  2^(2ii,22,...,;i^  wird  die  Summe 
&Uer  dii,„^ftft  sein,  wenn  unter  11,  22,  ...,  nn  alle  Combinationen  11, 
22,  ...,  II (k  gebildet  werden.  Zur  Determinante  dgX^u^n,,..,inß  wird  man 
durch  Unterdrilckung  der  Beihen  und  Colonnen  der  Glieder  ^eZ,  ^nt 
^n,  ...^A^^  gelangen,  wobei  aber  ^«e  und  >^1Z  auszulassen  ist.  Die  Be- 
deatung  von  ^(2fl,ii,...,/iju  ^^  ^2jm  ersichtlich.     Es  ist  z.B. 

Nun  ist  offenbar: 

^  =  d  +  ^d,jD  +  2;di,,22.D*  +  ---+-£*i,...,«-i«-ii>«-i+l>» 
und 

^22=*2+-S*2,tiD  +  2:d22,ll,12l>*+-+2;d22.1| «-l«-ll>»-^ 

•      ••••■.••      ••••••••••••••••.•••) 

•••• I 

^nl^dnl  +  2dnl.MB  +  2dnX,l\.nJy^+-+^^XM «-l«-ll>"""^ 

Nun  ist  -T  nach  D- Potenzen  zu  entwickeln,  so  dass  man  hat: 


wo  die  Grossen  Oq,  Ai,  ...,  Op  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen: 

(l.ao=  1, 

d. Og  + '^  ^11  •^l  +  '^^l,  22*^0^^) 


Jetzt  ergiebt  sich  aus  9)  mit  Einsetzung  der  ftir  --f  ^\x^  ^lU  •••)  ^^«2  ge- 
fundenen Werthe: 

Das  System  8)  hat,  wenn  aus  10)  die  Werthe  a^,  a, ,  ...,  a^ 
berechnet  werden,  ein  partikulSres  Integralsystem: 

+  K -2*1, 11 +  ai(ii2) /',(«)  +— +(«0-^*11," +«i*»i)^'"(^) 

+{<^^*i.ii,22  +  Ol  2:di2,ii  +  Ojdu)  /7(ir)  +.. .+  {a^Edni^w^n  +  a^  2:d^a,  u  +  a,d^)  ^^'(a 

+(0,2*1,11,  ...,PP  +  --  +  ap(^a)A^'K«)+---+(ao-2:d„2,ii,-.,pp  +  --  +  ap*^ 

wo  il=3 1,  2,  3,  ...,  n  ist. 

Da  sich  das  allgemeine  Integralsystem  des  zu  8}  gehörigen  reducirten 
Systems  in  allgemeiner  Darstellung  angeben  lässt,  so  ist  hiermit  auch  eine 
Darstellnng  des  allgemeinen  Integralsystems  des  Differentialgleichungssystems 
8)  in  allgemeiner  Yorm  gewonnen. 
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Sei  insbesondere  das  System  vorgelegt: 


da 
dy^_ 


dx 


=yi 


) 


«1)  äy,_ 

dy 


n 


dx 
wo  f{x)  eine  ganze  Function  p^*^  Grades. 
Es  ist  für  diesen  Fall: 


d  = 


-1,    0,     ...,     0,       0 
0,    -1,  ...,     0,       0 

0,      0,    ...,    -1,    0 


n 


-l,    D+O,  ....      0,        0 
^=        0,        -1,     ....      0,        0 

■     ••••••••••       •••• 

0,  0,      ...,     -1,  D+0 


also  * 
ferner : 

endlich  * 

/i(*)=f(*),  /;(«)=f5(«)  =  •••=/;(«) =0. 

Die  Gleichungen  10)  nehmen  die  Form  an: 

^ii.fl»  + -^n-l  .aj +^«_2.0o  =  0, 


und  es  ergiebt  sich  als  partikuläres  Integralelement  von  11): 

13)  yn^aof{x)  +  a,r{x)  +  (Hrix)  +  .^.  +  apf(p){x). 

Für  das  System  11)  iSsst  sich  aber  die  DifiTerentialgleichung  setzen: 

Es   hat  sich  also   aus  dem  oben  entwickelten  allgemeinen  Satze  als  ganz 
specieller  Fall  der  bekannte  Hermite'sche  Satz  ergeben: 

Wenn  die  GrOssen  Oq,  a^,  ...,  Op  aus  12)  bestimmt  werden, 
so  ist  13)  partikulares  Integral  der  Differentialgleichung  14), 
wenn  f{x)  eine  ganze  Function  p****  Grades  ist 

Ofifenbar  ist  die  Darstellung  eines  partikulären  Integralsystems  zu  8) 
in  der  oben  gegebenen  Form  nur  giltig,  wenn  d=^0. 

Sei  nun  d  =  0.     Dann  ist 

j^^ 1 ^  J^ 1 

J       i:diiD  +  2du^22l>^  +  '"  ~I>"  -S'd,i  +  -^*i.22^  +  --- 


jT  =  D~'  ist  aber  das  inverse  Symbol  m  ö,  bedeutet  also  eine  Quadratur. 
Eb  treten  also  in  das,  auch  für  diesen  Fall  leicht  herstellbare  Integral- 
system  eu  8)  Quadraturen  der  Functionen  f,{x)...f„(x)  ein. 

Sei   endlich  d  =  0,    ld^,  =  0,  £d,i.N  =  0,  ....  Sd,t ^^  =  0,   so  ist; 

J^___ 

Es  treten  also  hier  ins  Integralsystem  die  Quadraturen  der  Functionen 
fli^)i  ■•■<  fn{^)  It'B  zur  (fi  +  l)-fach  iterirten  ein. 

Nennt  man  nun  eine  aas  il  entstehende  Determinantfl,  wenn  die  (n  —  v) 
anten  Diagonalglieder  mit  ihren  Reihen  und  Colocnen  unterdrückt  werdea. 
der  Ettne  halber  Determinante  v""  Grades,  so  sieht  man  leicht,  dass 

d  =  0,    £rf,i=0,   2:du.t,  =  0,.  ....   £du,K,..„aß  =  0 
dann   nnd    nur   dann  erfUUt  sind ,    wenn  im  Schema  der  couatanten  Coeffi- 
cientea   in   8)   alle  Determinanten  vom  «""  bis  zum  (n  — (*)*•"  Grade  ein- 
schliesslich verschwinden. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  nun  so  zusammenfassen: 
Ftlr  einuichthomogeoes,  lineares  Diffeve ntialgleichangs- 
Bjstem  mit  constantenCoefficienten,  dessen  von  den  abhangig 
Veränderlichen  freien  Glieder  lauter  ganze  Functionen  von  x 
sind,  setzt  sich  das  allgemeine  Integralajstem,  das  stets  in 
allgemeiner  Form  herstellbar  ist,  additiv  zusammen  aus  dem 
allgemeinen  Integralaysteme  des  reducirten  Systems,  jenen 
Functionen  von  x  und  lediglich  deren  Ableitungen,  wofern 
nicht  die  Determinante  der  co  na  tauten  Coefficienten  ver- 
geh windet.  Zu  diesen  Functionen  vonx  und  ihren  Ableitungen 
treten  aber  noch  die  Quadraturen  derselben  hinzu  bis  zur 
(fi-l-l)-facb  iterirten,  wenn  im  Schema  der  constanten  Coeffi- 
cienten die  Determinanten  bis  zum  («  — fi)'»"  Grade  sämmtlich 
verschwinden. 

Heidelberg,  18.  November  1890.         Georg  Babusbb,  stud.  math. 


Tm.  üeber  elliptisohe  Integrale  dritter  Oattnng. 

Obgleich  schon  Legeudre  Methoden  angegeben  hat,  ein  eUiptisobes 
Integral  mit  einem  complexeu  Parameter  und  reellem  Modul  durch  andere 
mit  reellen  Parametern  auszudrücken,  und  obschon  man  in  der  Lehre  von 
der  Integration  der  Functionen  des  Geäohlechtes  Null  mit  gewissenhafter 
Ausführlichkeit  die  Fälle  aaseJoander  zu  halten  p&eg\,,  in  ieuwa  e,fi!u(i«&«t 


Kleinere  Mittheilungen. 


nar  reelle,  oder  aber  ancb  conjugirt  imaginäre  Pole  varkommeu ,  so  ist  doeh 
meines  Wissens  in  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  die  ZnrUck- 
fUhrung  der  Integration  eines  AuBdruclieH  von  der  Form  ^^ 


Const. 


airgend  ge* 
in  den  fol- 


auf  Integrale  dritter  Gattung  mit  reellen  Parametern  noch 
geben.  Diese  Lücke  soll  unter  Voranssetzung  eines  reellen  > 
genden  Zeilen  ausgefüllt  werden. 

Das  Yorzeicben  der  Quadratwurzel 

ö=  j/g(]— g^i-",^)  =  e% 'y-'  +  ^ '»("-£'+ 54 'ff(i -«El 

wird  dadurch  bestimmt,  dase  für  kleine  positive  |  die  Logarithmen  ihren 
Hauptwerth,  dessen  imaginärer  Theil  zwischen  +iit  und  —in  liegt,  an- 
nehmen sollen.  Geht  ff  für  |  =  |fi  in  Oß  über,  so  nehmen  wir  hier  da« 
Normalintegral  dritter  Gattung  in  der  Form  an: 

0 

Ist  der  Integration s weg  gegeben,  so  ist  das  Integral  vollständig  bestimmt, 
ohne  diesen  nur  bis  auf  ein  ganzzahtiges  System  der  drei  Periodicitäte- 
modoln,  von  denen  einer  in  ist. 

Die   Summe  oder  Differenz  zweier  solcher  Normal  integrale  lässt  sich 
mittels  des  sogenannten  Ädditionstheorems  in  ein  einziges,  vermehrt 
Integral  erster  Gattung  und  einen  Logarithmus ,  zusammenziehen,  wozu  die 
Formeln  dienen: 

(6-ii)ff"^a-i,lff      CS-|,)ff        (l-xä,l,)<r 


I 


I  wenn  |,|,=:1:ä 

ist.    Die  Formel   2)   allerdings   kann   unmittelbar  angewandt  werden,   nnr^ 
muGS    ftlr   l'j  die  zweite  der  obigen  Darstellungen  genommen  werden ,    weil 
die   erste   in    unbestimmter  Form   erscheint.     Hingegen  wird   ^  onendlicb 
gross ,   and  es   werden  in  1 )  zwei  Posten  unendlicb  gross ,   sie  müssen  zu- 
sammoogesogen  werden.     Zn  dem  Ende  scbreiben  wir  zunScbst 


"(giSs  +  g 


r  + 


l(£liL+l.A)a 


-W(l- 


i4_ 

S-l,  ■      l-»5,s,  i,    '      l-«s,|,    "'"1,(1-!,)' 

und  beachten ,  <Ias3  fUr  wachsende  |g  das  letzte  Glied  gegen  Ntül  convergiit  1 
□nd  mitbin  hier  fortgelassen  werden  kann.  Die  beiden  ereten  Glieder  ' 
ergeben 

«(c.gi+P,li) _  «a  ^ *{ffi^  +  g,6i)(£i-g,)-g.a-"J.')  +  o»(l-'«li') 
l-«äj,        6,  (6,- 

_(^— <Jl_ö,  ^j  — 0,  I,        —ff, 

Für  den  Fall  |,|,  ==»  geht  deshalb  Formel  1)  über  in 

Die  Aufgabe    des    sphärischen  Pendels  führt  auf  zwei  Integrale  dritter    ' 
Gattung,   die  znerst  von  Herrn  Scbleiermacher  in  seiner  Inauguraldis- 
sertation   in    eins   zusammengezogen   worden   sind.      Die  MSglichkeit  dieser 
Vereinigimg   beruht    hier  auf  dem  eigenthümlichen  Umstände,   daas    a  die- 
iielben  Werthe    annimmt,    wenn    flkr    l   der  Parameter   des   i 
andern  Integrales  gesetzt  wird.     Ist  nümlich 

^»  +  j,i  +  (^. 
die  Gleichung  der  Kngel,   auf  der  sich  der  Punkt  bewegt,   i 
Bewegung  zwischen  den  horizontalen  Ebenen 

»  =  Ü,     e  =  n^cosa  —  costt 
statt,  und  ist  t  die  Zeit, 

m=  (1-f  2  CÖS«  cos  a'+  COS^b)  -.{^05(1  +  CQSa), 

¥>  die  geographische  LSnge  des  bewegten  Punktes,  belogen  auf  die  Enge), 
so  wird  die  Erhebung  e  des  bewegten  FutikteB  Über  der  horizontalen  xy- 
Ebene  durch  die  Gleichungen 


I         Gatt 


I  beatimm 


dt  = 


2  cos  neos  a  +  riis^  n 
Wird  aoeb  gesetzt 


y2g  yt{e-n)[e~m) 
in  der  Modul  der  elliptischen  Functionen 
rns* of  —  f OS* a'  ^^  _    ,_  l  +  2  cos a  cos a'-j- cos* a' 
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Bo  ist  die  Differentialgleichang  der  Tr^'ectorie 

sma  sina  dB 


}/cosa  +  cosa     (1— {«  —  cös«t)*) /»(«—«)(*— «) 
sina  sina  ä| 

~ym  j/cosa  +  eosa     (1- («^  — cos«)'Ja 
sina  Sinti'  di 


n'}/l  +  2rosaCOSa  +  cos*a     (fi  — ^i)(6- ^a)  ö 
FUr  $=li  und  f  =  ^  nimmt  a  denselben  Wertb,  nSmIich  den  Werth 


a^  =  a^  =  i sina  sina  ■.ny'l  +2  rosacosa'+cos'tt  =  t 
an.     Mit  Einführung  dieser  Bezeicbnang  kann  man  schreiben 

,„  -"i'ii  :(i',ii        i'.ii'^ 

'     »(l-S,KI-l,)»       Mä-I,)«    (I 
und  wenn  man  hierauf  die  Formel  2)  anwendet, 
1  ,  «lil,(S,-l.)  +  "Kilti  +  i.|-ii'-l.')        ^^,'i'(Slli+l,l-l,'-l.') 

ai«'«§,l,(s,-y-i.i(SS,+i,)-l,>-l,')     "'      «5,i,(i,-s,: 

setzend,  so  findet  man 

ia(^,  +  l,)-J,'-V)       (l-«6,«,)o        l-^ä 


d9)  =  tJ0K^ 

Hierin  iet 

,  __     g|'(£a  — Si  '*     _  1  +  2  ros  n  cos  a'+  cos*  a  _  cos'o  —  cos*i 

'      liljll~*6i^i)*  cos* a  sin* a  tt  cos' a  sin' o 

j_      ^_(l  +  cosocofc.')'^     I-Kt'  ^  sin''acos*a  ^tg'a 

'  cos*  a  sin*  a  *       ros*  a  sin*  a         tg'a 

,   _itga{]  -\-  rosa  rosa)  yi  +  2  ras  a  ros  a'+ ros*  a 


'  {ga  cos*asin^a 

worin  dfis  Wnnelzeicben  wie  oben  in  o,  zu  nehmen  ist.  —  Ist, 
so  lässt  sieb  n' aaf  unendlich  viele  Arten  so  bestimmen,  doss  die  Gleichung 
^'^  =  sa*v  durch  einen  Wertb  von  r  gelöst  wird,  der  in  der  Form  i  A' +  i'iÄ" 
darstellbar  ist,  während  k  und  l'  rationale  Zahlen  sind,  und  es  lässt  sich 
in  diesen  Füllen  dos  Integral  dritter  Gattung  volhtfindig  durch  ein  Integral 
erster  Gattung  und  einen  Logarithmus  einer  rationalen  Function  von  g  und  | 
darstellen.  Dies  tritt,  wenn  ti  =  ^7c  ist,  wie  Herr  Scbleiermacher  be- 
merkt bat,  für  jedes  a  ein;  es  ist  dann  nämlich  1 

Dm  nun  zur  Darstellung  einer  Summe  von  Integralen  dritter  Gattung 
mit  coDJugirt   imaginfiren  Parametern   durch  solche  mit  reellen  Parametern 
zu  gelangen,  betrachten  wir  das  Differential 
dl   


I 
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4  =  ^  +  ^,    J5  =  ^-^. 

und  gelangen  durch  Anwendung  der  Formeln  1)  and  2)  zu  der  nenen  Dar- 
steUnng  derselben 

'  «Vl-I,     l-V       0  (1-1,)  (S-g 

^  ,  .  , ,„0^1 1,(1,-1.)  j-  g. Ii,(l-y  +  g»l.l(l. -I) 

*  *ff|J,(l,-{.)  +  ff,ll,(l,-ö  +  <',S,l(l-Si) 

*  ^»1,1,(1,-1,) +  ff,|{,(S,-9  +  «»,S,l(l,-S) 

In  dem  speciellen  Falle,*  in  welchem  das  Differential  vorliegt 

ist  f,=:— Cj=  1  :(li  — fig).    Wird 

gesetzt,  80  ergiebt  sich 

2a't\y  +  y't      y  —  yi)       a  6^  iaö* 

^i^  +  <»iSi  =  2(ay +  «'/),     a,  J,  -  a^li  =  2$(ay'-ay), 
«Il«*+i^,Sl*  =  4aay+2ya8-2ya^    a,§|«-cr,S,«  =  2 iyV -«'»)- 4i««V, 

und  man  gewinnt  nun  ans  3)  die  Formel,  die  zu  liefern  die  Absicht  war: 


*  Besitzt  die  Function  f{z)  an  der  Stelle  a  einen  Pol  nnd  ist  in  dessen  Um- 
ang  regalftr,  ist  sie  also  in  der  Form  darstellbar 

80  iit  es  üblich,  die  Grösse  A^i  das  Besidnam  der  Function  f(z)  im  Pole  a  zu 
nenneo.  In  der  dritten  Auflage  meiner  Theorie  der  Thetafunctionen  einer  Ver- 
Underlichen  habe  ich  diese  Grösse  das  erste,  A^t  das  zweite,  ...  A.»  das  n^ 
Beddoum  genannt,  nnd  man  wird  hierzu  analog  die  obigen  Grössen  ^A,  \B  die 
logarithmischen  Residuen  des  Integrales  im  Punkte  a  nennen  können.  Soll  dieser 
erweiterte  Begriff  des  ersten,  zweiten,  dritten,  ...  Residuums  auch  auf  einen  un- 
endlich fernen  Pol  ausgedehnt  werden,  wie  dies  in  $  9  meiner  Thetafunctionen 
getehehen  ist,  so  werden  die  Residuen,  wenn  man  die  absteigende  Entwickelung 

A^{z '  a)»  +  -d-,+  i  (Ä-a)»-»  +  •••  +  -4-1  (ij - a)  +  A  +  A  iP-^r^  +  ••• 

ZQ  Grande  legt,  abgesehen  vom  letzten  J.-»,  von  der  Wahl  des  Werthes  a  ab- 
l^&Qgig.  Zur  YollsiAndigen  Bestimmung  dieses  Begriffes  im  Falle  eines  unendlich 
fernen  Poles  mon  man  daher  auf  einen  bestimmten  Werth  von  a,  etwa  auf  den 
Wertha  =  0,  fibereinkommen. 
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s-(«c+i.y)-«2"y+r(«' 


r.- 


s-i, '  i«'ä'  ä-r, 

4((iy'— ttV)' 


k 


Dm  ein  einfaches  Beispiel  zu  hsben,  nebraen  wir 

=  _1,  0  =  0,     <,'  =  ß,     (r,  =  A'»Ö  =  (l  +  t)^^iä 
an,  so  ist 

(£'  +  ?■)»         2]/2ßl    'iUß-D  +  yi?'     l/2ß«"""'''Uß+' 


"1+^' 


_2ß_ 


>/2(i-Wa    ^2a(l-W 


'     i  +  ß-  ißn  +  ß-)        (i  +  w 

Für  den   noch  epecielleren  Fol]  ß  = 
Null,  und  es  ergiebt  sich 


=  y2  sind  0,  nnd  o*,  gleich 


d( 


=  -l-iJj 


i(l-i)-« 


■  yi. 


n&ren  Parametern 


durch  solche  mit  reellen 

Mi 


I 

Bagi. 

4 


maa  leicht  direct  zu  Terificiren  ist. 

Zur  Darstellung  der  Differentiale  dritter  Gattung  mit  conjugirt  i 

L  Parametern  gebe  man  iJenselben  die  Form 

Hierin  ist  der  zweite  Tbeil  eben  erledigt;  die  Darstellung  des  ersten  Theiles 

aber  ergiebt  sich  aus  3),  wenn  dort 

q  =  c,=  J,     A==y:Ö\     B=-iY':S* 
gesetzt  wird.  1       i      ^  t  /      .  / 

Nachträglich  habe  ich  bemerkt,  dass  sich  Herr  8cheibner  im  XII. Bande 
der  Abhandlungen  der  matbem.-physikal.  Classe  der  Ki.inigl.  eSchs.  Oesellach. 
d.  Wissensch.  Nr.  11,  Art.  Ö8   mit   demselben  Gegenstände  beschäftigt  hat. 

Jena.  J.  Tsomae. 


IX. 

üeber  die  KTümmungsmittelpmikte  der  Bahnounren 
in  ebenen  ähnlich -veränderlichen  Systemen. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  Brsimsohwelg. 


I}err  Oeisenheimer  hat  gezeigt,  wie  su  jedem  Systempunkte  eines 
ebenen  fthnlich  -  veränderlichen  Systems  der  Erttmmnngsmittelpunkt  der  zu- 
gehörigen Bahncurve  construirt  werden  kann,  wenn  diese  Krümmungs- 
mittelpunkte  ftlr  drei  beliebige  Systempunkte  in  der  betrachteten  Phase 
bekannt  sind.*  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  sollen  die  Beziehungen  zwi- 
schen den  Systempunkten  der  bewegten  Ebene  und  den  entsprechenden 
KrOmmnngsmittelpunkten  in  der  festen  Ebene  näher  untersucht  werden.  Zu 
dem  Zwecke  wird  zunftchst  eine  neue  Bestimmung  des  Erümmungsmittel- 
panktes  der  Bahncurve  abgeleitet  und  zugleich  die  umgekehrte  Aufgabe 
gelöst,  zu  einem  gegebenen  Krümmungsmittelpunkte  die  zugehörigen  System- 
pankte  zu  ermitteln. 

!•  Seien  iSj,  S^,  S^  drei  beliebige  Phasen  eines  ähnlich -veränderlichen 
Systems  S;  Ä^^  Ä^^  A^  die  zugeordneten  Lagen  eines  Systempunktes  Ä^ 
A  der  Mittelpunkt  des  durch  AyA^Ä^  gehenden  Kreises,  P^'  der  reelle 
selbstentsprechende  Punkt  von  Sk  und  5^,  P^  der  in  S^  entsprechende 
Pnnkt;  das  System  der  Kreismittelpunkte  A  werde  mit  Z  bezeichnet. 

Jedem  Punkte  B  von  Z  entsprechen 
in  5j  im  Allgemeinen  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Punkte  £, ,  B*.  Bestimmt  man 
n&mlich  (Fig.  1)  die  Punkte  B|>  und  Bj^,  die  in  5^ 
dem  Punkte  B  entsprechen,  wenn  dieser  bez.  den 
Systemen  S^  und  S^  zugewiesen  wird,  und  be- 
schreibt durch  P^^  und  P»^  die  Kreise  f?  und  f  ™, 
welche  die  Strecken  B  B^'  und  B  B^^  rechtwinklig 
harmonisch  theilen,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  Bp  ^1*.     Denn  es  ist 

*  Oeisenheimer,  Untersuchung  der  Bewegung  ähnlich- veränderlicher  Systeme, 
<iieae  Zeitschrift  Bd.  XXIV  8.  129. 

Mttebrin  t  Mmibemmtik  o.  PbjBik  XXXVI,  3.  ^ 
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üeber  die  KrUmmangBinittelpankte  dei;  BahnearreB  etc. 


---«^-■^   y-.— ys^*_*-  •■ 


and  da  ^,B,  Bfi^  entsprechende  Strecken  von  S^  and  S,  sind,  so  folgt 

^,B  _   P"B 

also  JB,B  =  JB,B  u.  s.  w.  '  °*  ' 

Die  Mittelpunkte  Bn»  Bm  der  Kreise  fi^,  f/"  bilden  zwei  so  Z  fthn- 
liehe  Systeme  Zn,  Zni)  die  mit  Z  bez.  die  Punkte  P^,  P'^  entsprechend 
gemein  haben.  Dem  Punkte  P^  des  Systems  Z  sind  in  Zn«  Zm  swei 
Pnnkte  der  Geraden  P^P^  zugeordnet;  beschreibt  man  daher  in  Z  durch 
/*",  P**,  P*'  den  Kreis  ^,  so  schneiden  sich  die  Kreise  ^,  ^n«  ^toi  in 
einem  Punkte  der  Geraden  P^p^  und  werden  aus  demselben  perspecü? 
aufeinander  bezogen.  Dann  ist  aber  der  zweite  Schnittpunkt  Zu  ni  ▼on  i^ 
und  ^^^m  der  selbstentsprechende  Punkt  von  Zn  and  Zm;  dem  in  Z  zu- 
geordneten Punkte  Z  entsprechen  in  S^  die  imaginftren  Kreispunkte  Z^ ,  Z/ 
als  die  Schnittpunkte  der  conoentrischen  Kreise  ft  ,  fp^.  Derjenige 
Punkt  Z  von  Z,  dem  in  5}  die  imaginären  Kreispunkte  ent- 
sprechen, liegt  also  auf  dem  durch  P^*,  P^,  P^  gehenden 
Kreise  ^.  Werden  unter  5^,  S^,  5,  drei  unendlich  benachbarte  Phasen 
▼erstanden,  so  ist  ^  der  zur  Phase  S^  gehörende  Bfickkehrkreis. 

2*  Sind  jetzt  5|,  5,,  5,  drei  unendlich  benachbarte  Systemphasen,  so 
ist  A  der  Krttmmnngsmittelpunkt  der  vom  Punkte  A  beschriebenen  Bahn- 

p.    2  curre  an  der  Stelle  A^ .  die  Gerade 

pit  p\t  ^i^  Bahntangente  tp  de^jeni- 
gen  Systempunktes  P,  der  in  den 
Phasen  S^  und  5,  mit  dem  Pole  P" 
zusammenföllt,  die  Gerade  P"  P^  die 
Polbahntangente/,  LP"^,ii,=Z.<tp 
der  augenblickliche  Geschwindig- 
keitswinkel 9  (Fig.  2).  Wir  nehmen 
an,  das  System  S  gelange  aus  der 
Phase  5,  in  S^  durch  eine  Drehung 
um  P^  um  den  unendlich  kleinen 
Winkel  dd^  und  durch  eine  unendlich 
kleine  liSngenänderung  im  Verhilt- 
niss  l:l  +  dX;  dann  kann  der 
üebergang  aus  i^^  in  S^  bewirkt  werden  durch  eine  abermalige  Drehung 
um  P^^  um  den  Winkel  d^,  durch  eine  Lftngen&nderung  im  Verhäitnisa 
l:l  +  dX  +  ^^  und  durch  eine  ParaHelverschiebung  um  die  Strecke 
p\%p^\%^fip^  Hierbei  sind  dfk  und  i^p  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung,  und  es  ergiebt  sich 


Umq>  =  — 


d^ 
dl 
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Seien   ferner  Xj^i,  x^y^,  ^y^t  ^v  ^^^  rechtwinkligen  Coordinaten  der 
Pankte  ^j,  il,,  ^3,  A  für  P^'  als  Anfangspunkt,  tp  als  a;-Axe;   dann  ist 

ly$=(l  +  elM(l  +  <fA  +  cPX)(-«,m2d(t  +  y,co52dO). 
Bildet  man  nun  mit  den  unbestimmten  Factoren  m  und  n  die  Gleichung 

m.Aiis  +fi.A-48'— (m  +  fi).Ä^  =  0 
oder 
3X       2{(iii+fi)»|-ma:,-na?3}S  +  2{(m  +  n)yi-inyj-fiy8}t^ 

'  +«»K"+y,*)+n(V+V)-(m  +  n)(a;,«+y/)  =  0, 

10  wird  durch  dieselbe  bei  yerSnderlichem  |,  tf  jede  durch  A  gehende  Ge- 
rade dargestellt     Dabei  ist  nach  1)  und  2) 

r={m(l  +  dX)«  +  fi(l  +  (fA)«(l  +  dA  +  (PX)«-(in+fi)}(V+y,')  +  --M 

folglieb  verschwindet  in  3)  das  Glied  mit  x^^  +  y^^  fQr 

m  =  (l  +  elX)«(l  +  d,;i  +  cPA)«-l,     fi  =  1- (1 +  (fÄ)l 

Schreibt  man  noch  xy  statt  XjVit  ^Iso  auch  5,  ^,  P  statt  ^],  ii, ,  /^'^ 

und  TomachlSssigt  unendlich  kleine  GrOssen  dritter  Ordnung,   so  geht  3) 

flber  in 

T^  \dl{de*  +  dX^x  +  d^d^Xy-dXd^p\i 

'  +  I-  ddiPA  a?  +  dX(d ^  +  dX«)y  1 1^  +  dX  (Pp  x  =  0. 

Durch  Gleichung  4)  wird  jedem  Systempunkte  Ä{xy)  der 
angenblicklich  betrachteten  Phase  5  eine  bestimmte  durch  den 
entsprechenden  KrOmmungsmittelpunkt  A  gehende  Gerade  g^ 
iQgeordnet,  und  umgekehrt  jedem  Punkte  B(^fi)  eine  Gerade'91, 
nimlich  die  Verbindungslinie  der  beiden  Sjstempunkte  ^,  B*, 
deren  Bahncnrven  den  Punkt  B  zum  Krttmmungsmittelpunkt 
haben.  Diese  reciproke  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  S  und  Z  soll 
nnkhst  weiter  untersucht  werden. 

Setzt  man  in  4}  x=>i^  y  =  V^  ^^  ergiebt  sich  als  Ort  der  Punkte ,  die 
auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen ,  das  Geradenpaar 

iC«  +  y«  =  0. 

Dem  Pole  P  entspricht«  gleichgiltig  ob  er  dem  System  S  oder  Z  zugewiesen 
wird,  die  Gerade  jc^O,  d.  h.  die  Normale  np  der  vom  Systempunkte  P 
dorehlanfenen  Bahncurve. 

Seien  femer  U  und  Z  bez.  diejenigen  Punkte  von  5  und  Z,  die  der 
unendlich  fernen  Geraden  zugeordnet  sind,  so  gehOrt  zu  U  ein  unendlich 
femer  KrOmmungsmittelpunkt,  w&hrend  dem  Krümmungsmittelpunkte  Z 
nach  §  1  in  5  die  imaginären  Kreispunkte  Z,  Z*  entsprechen.  Dann  liegt 
ITaaf  dem  Wendekreise  «?,  Z  auf  dem  Bückkehrkreise  if;,  und  für 
die  Coordinaten  von  U  nnd  Z  folgt  aus  4) 
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die  Punkte  17  und  Z 
liegen  also  symme- 
trisch in  Bezng  auf 
die  Bahnnormale  np 
des  Punk  te8P(Fig.3). 
Jedem  unendlich  fer- 
nen Punkte  A^  entspricht 
eine   durch  Z   gehende 
-     Gerade  g^,  und  da  jedem 
der    imagin&ren    Kreis- 
punkte     seine    Verbin- 
dungslinie mit  Z  abge- 
ordnet ist,  so  bildet  die 
/  I  Richtung  nach  A^   mit 

der  entsprechenden  6e- 
•  /  raden  9^  einen  constan- 

ten  Winkel  u  Nun  ent- 
spricht dem  unendlich 
fernen  Punkte  von  n/> 
die  Oerade  PZ,  folglich 
ist  t^LnpPZ.  —  Das 
Analoge  gilt  von  den  unendlich  fernen  Punkten  des  Systems  Z. 

Auf  Orund  dieser  Beziehungen  kann  zu  jedem  Punkte  von  S  oder  Z 
die  entsprechende  Oerade  g  leicht  construirt  werden. 

• 

3.  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes  zu  einem 
gegebenen  Systempunkte,  und  umgekehrt.  In  Fig.  3  sind  der  Pol 
P,  die  Normale  np  der  von  P  beschriebenen  Bahncurve,  der  Wendekreis  w 
und  auf  demselben  der  Punkt  TJ  willkürlich  gegeben  und  hierdurch  drei 
unendlich  nahe  Systemphasen  definirt.*  Der  Wendekreis  schneide  np  in  TF, 
eine  durch  ü  zu  n/>  gezogene  Parallele  in  U.  Um  dann  zum  Systempunkte  A 
den  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkt  A  zu  ermitteln,  ziehe  man  die 
Geraden   JJA  und  PA^   welche  w  bez.  in  Ä,  A"  schneiden,   und  durch  A 


/ 


/ 


> 
/    \ 


U' 


/^ 


*  Sind  die  drei  unendlich  nahen  Phasen  ganz  allgemein  durch  Angabe  dreier 
Systempunkte  und  der  zugehörigen  Krfimmungsmittelpunkte  festgelegt,  so  kann 
nach  Geisenheimer  (a.  a.  0.  S.  145)  der  Pol  P,  der  Punkt  ü  und  der  Wende- 
kreiB  to  in  einfacher  Weise  bestimmt  werden.  Der  von  uns  mit  U  bezeichnete 
Punkt  ist  nämlich,  wie  man  leicht  erkennt,  identisch  mit  dem  Punkte  H  dtM 
Q eis enheime raschen  Aufsatzes. 
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'  «      ^     ^     ^ 


Fig.  4. 


SU  TT^^'die  Pteallele  n^,  so  ist  Z.Pil''T7=Z.^PT7=g>  — 90^  also  n^  die 
Bahnnormale  von  A,  Man  bestimme  ferner  zu  A  die  reciprok  zugeordnete 
Gerade  g^:  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  VA  entspricht  als  reciproke 
Gerade  g  die  Parallele  2.Ä"  zu  U^",  weil  L  TÄ'y\  =  i,  mithin  der  Geraden 
TA  der  Schnittpunkt  Ä"  von  7,A!"  und  np.  Der  Geraden  UA  ist  der 
unendlich  ferne  Punkt  von  WÄ  reciprok  zugeordnet,  weil  LUA'W^=^i^ 
folglieh  geht  g^  durch  A'"  parallel  zu  WA'.  Durch  nj  und  g^  ist  A  be- 
stimmt. 

Liegt  A  auf  «?,  z.  6.  in  A"^  so  ist  A  der  unendlich  ferne  Punkt  von 
WA". 

Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  PA  entspricht  ein  unendlich  ferner 
Krflromungsmittelpunkt  in  der  Richtung  U^". 

Sollen  umgekehrt  zum  gegebenen  Erümmungsmittelpunkte  B  die  ent- 
sprechenden Systempunkte  Bj  B*  construirt  werden  (Fig.  4),  so  bestimme 
man  sunftohst  den 
RQckkehrkreis  i/; 
und  seine  Schnitt- 
punkte H',  X  und 
3  mit  np,  tp  und 
der  durch  Z  zu  np 
gezogenen  Paral- 
lelen. Zieht  man 
dann  die  Geraden 
ZB  und  PB,  die 
den  Bfickkehrkreis 
bez.  in  B',  B"  tref- 
fen, und  durch  U  ^r^ 
zu  3B"  die  Paral- 
lele Uff"  bis  np^ 
so  geht  die  zu  B  9^ 

redprok  conju- 
girte    Gerade    gi 
durch  B*^  und  ist 

parallel  zu  VB'.  In  der  That,  es  ist  L^B"P=t^  also  entspricht  bei  der 
reciproken  Beziehung  zwischen  den  Ebenen  Z  und  5  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  PB  die  Gerade  UB''\  und  da  dem  Punkte  P  die  Gerade  np 
zugeordnet  ist,  so  sind  B'"  und  PB  einander  conjugirt.  Der  Geraden  ZB 
entspricht  aber  der  unendlich  ferne  Punkt  von  VB',  da  Z.VB'Z  =  i. 

Man  ziehe  ferner  BBq  parallel  zu  XB";  dann  ist  Z.  BoBP=  180^  — <p 
also  BB0   die  Bahntangente   von  B,   wenn   B  als  Systempunkt  aufgefasst 
wird.    Beschreibt  man  noch  durch  P  und  B  den  Kreis  I|,   dessen  Mittel- 
punkt 80  anf  BBo  liegt,  so  geht  derselbe  nach  §  1  durch  die  gesuchten 
Punkt©  B,  B*. 


s 


B 
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Einem  unendlich  fernen  Kriimmangsmittelpankte  B'  entspricht  in  8 
einerseits  der  unendlich  ferne  Punkt  von  3B",  andererseits  der  Schnittponkt 
des  Wendekreises  mit  der  Geraden  TTB«. 

Liegt  B  auf  dem  Bückkehrkreise,  z.  6.  in  B",  so  ist  gi  parallel  zu 
VB",  d.  h.  senkrecht  zu  BBo,  folglich  BB^BB*.  Jedem  Punkte  B 
des  BOckkehrkreises  entsprechen  also  zwei  Systempunkte, 
deren  Bahncurven  gleichen  Krflmmungsradius  besitzen. 

Zum  Punkte  Z,  dem  in  8  die  imagin&ren  Kreispunkte  zugeordnet  sind, 
ergiebt  sich  ein  Kreis  fi ,  dessen  Mittelpunkt  Zq  auf  Z  X  liegt.  Nun  ist 
LZPZ^:=^LZQZP==LXPt,  also  LZrX^LZoPL  Da  femer  Z.npPZ  =  « 
^LtPVi,  so  folgt  LZ PX  +  Z-npPZ«=Z.ZoA>^  +  UPU  oder  Z.ZoPU«=90*, 
d.  h.  der  Kreis  t|  berührt  die  Gerade  PVi. 


4,  Verwandtschaft  zwischen  den  Systemen  8  und  ^.     Con- 
struirt  man  zu  den  Punkten  Ä^  By  ...  einer  beliebigen  Systemgeraden  m 


Vlg.i. 


die  Krümmungsmittelpunkte  A,  B,  ...,  so  gehen  die  Geraden  g^,  g^,  ... 
durch  denjenigen  Punkt  9H,  welcher  bei  der  reciproken  Beziehung  der 
Ebenen  8  und  Z  der  Geraden  m  zugeordnet  ist    Die  Normalen  n^,  nji,  •., 


«mhnlleii  eine  Parabel;  < 
einen  eine  Cnrv 
kt.     Allen  Strahlen 

nnng    coDJugirt 
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rGeraden  m  entspricht  also  in  £  im  All- 
dritter  Ordnung    fi    mit  äR    als    Doppel- 
iB  dem  Punkte  A  Bind  in  Z  Curven  dritter  Ord- 
icb  in  einen  Pankte  A   schneiden  und  deren  Doppel- 


punkte auf  der  durcb  A  gehenden  Gei-adeu  g^  liegen. 

Gebt  aber  die  Gerade  m  durch  P  (Fig.  &)i  so  sind  die  NoriiialeD  nj, 
...  parallel  ta  WM,  wobei  M  den  zweiten  Schnittpunkt  vou  m  mit 
dem  Wendekreise  bcKeicbnet,  und  dann  ergiebt  sich  als  entsprechende  Curve 
|i  eine  Hjfperbel,  die  m  in  P  berührt  und  die  Gerade  WM  zur  Asymptote 
bat.  Die  zweite  Asymptote  wird  gefunden,  indem  man  auf  m  VlP'^^l'M 
macht  and  il^  parallel  zu  JtfU  zieht;  dieselbe  schneidet  PIX  in  dem  festen 
Punkte  S,  wobei  ^P=Pü  ist.  Der  Äsjmptotenwinkel  ist  für  alle  durch 
f*  gehenden  Geraden  m  gleich  LWPÜ.  Daraus  folgt:  Die  Mittelpunkte 
aller  Hyperbeln,  die  in  Z  den  Strahleu  des  BUscbels  P  ent- 
»precben,  liegen  auf  dem  durch  /',  W  und  ^  gebenden  Kreise  q- 
BeirDbrt  endlich  die  Gerade  m  in  P  den  Wendekreis,  so  fallen  die 
Asjrnptoten  der  Hyperbel  ^  mit  PW  und  P'^  zusammen.  Der  Polbabn- 
tftDgente  (  entspricht  also  in  Z  die  Gerade  Pü. 

Sei  femer  AE  --■  eine  Punktreihe  auf  der  Geraden  v  von  X;  dann 
bilden  die  zugehörigen  Kreise  fj^,  tt,  ...  ein  Büschel,  dessen  einer  Grand - 
[hunkt  der  Pol  P  ist ,  nnd  dieses  erzeugt  mit  dem  zu  ihm  projectiren 
airsbienbüschel  9^,  gt,  ...  eine  durch  /'  gebende  cireulare  Gurre  dritter 
Onloang  n.  Dem  unendlich  fernen  Punkte  von  v  entspricht  in  •?  einei-aeits 
«D  Punkt  anf  tc,  und  da  der  Wendekreis  mit  der  Curve  n  Überdies  nur 
aoch  die  imaginSren  Kreispunkte  und  den  Pol  P  gemein  hat,  eo  ziLblt  /'  fUr 
drei  mwammen fallende  Schnittpunkte. 

Der  Geraden  i''=AZ  ist  in  S  eine  Curve  dritter  Ordnung  n  zu- 
geordnet, die  vom  Kreise  Fi  in  den  imaginären  Rreispunkten  Z,  Z*  berührt 
»ird.  Nun  haben  die  Curven  n  und  n  ausser  den  Punkt«ii  F,  Z.  Z*,  D,  D* 
keinen  Pankt  miteinander  gemein ,  sie  berühren  sich  also  in  Z  und  Z'.  Daraus 
folgt:  Den  Geraden  von  Z  entsprechen  im  Allgemeinen  circnlare 
Corten  dritter  Ordnung,  die  vom  Wendekreise  in  P  oscnlirt 
Herden  und  den  Punkt  Z  zum  gemeinsamen  Centrum  haben. 

ßeht  die  Gerade  v  durch  P,  so  fallen  die  Grnndpunkte  des  Kreis- 
bflschels  t^d  ...  in  /'  zusammen  und  dann  hat  die  entsprechende  Curve  n 
in  P  eisen  Doppelpunkt.  Wird  die  Gerade  v  dem  System  S  zugewiesen, 
90  enUpricbt  ihr  in  Z  eine  Hyperbel,  welche  v  in  P  berührt;  folglich  ist  v 
die  eine  Tangente  der  Cnrve  n  im  Doppelpunkte  P.  Als  zweite  Tangente 
ergiebt  sich  die  Gerade  (,  da  der  Wendekreis  in  P  drei  zusammenfallende 
Punkt«  mit  »  gemein  hat. 

Der  Geraden  i'\X  ist  nach  dem  Vorigen  in  8  einerseits  die  Polbahti- 
tAngente  t  zugeordnet,  also  andererseits  der  Kreis  f| .  von  dem  bereits  be- 
"ieeen  wurde,  dass  er  /'U  in  /*  bei 
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6.  Aus  den  bisherigen  Darlegungea  folgt  der  Satz:  In  jeder  Phase 
eines  ahn lich-TerBnderlic he D  Systems  stehen  die  System jiUDkte 
und  die  Krümmungsmi ttelpunkte  ihrer  Bahncurven  iu  einer 
ein-zneideiitigen  Verwandtschaft  dritten  Graden. 

Versteht  man,  wie  in  §  1,  unter  £, ,  5,,  S^  drei  discrete  Sjstemlagen, 
60  entspricht  dem  Punkte  /^'"  in  T  jeder  Punkt  der  Mittel  senkrechten  der 
Strecke  /'"/'j'*,  und  ilas  Analoge  gilt  von  den  Funkten  /""  und  /",**.  Beim 
Grenzübergang  verwandelt  sich  jüne  Mittekenkrechte  in  die  Gerade  nf, 
während  pi'psiPjSs  drei  unendlich  benachbarte  Punkte  des  Wendekreises 
darstellen.  Geht  demnach  im  System  5  eine  Curve  im"'  Ordnung  durch 
den  Pol  P,  so  lerföllt  die  in  Z  entsprechende  Cnrve  'dm""  Ordnung  in  np 
und  eine  durch  F  gehende  Curve  3m  — 1'°  Ordnung.  Jeder  Systemcurve 
m*^  Ordnung,  die  iu  P  die  Pol  bahn  tan  gen  te  berührt,  entspricht  in  T  eine 
Curve  von  der  Ordnung  3  m  — 2,  und  wird  die  Systemcurve  in  P  vom 
Wendekreise  osculirt,  so  ist  die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  gleich 
3t»  — 3. 

Dem  Kreispunkte  Z  ist  als  gz  die  Gerade  ZZ  reciprok  zugeordnet,  und 
da  die  zugehörige  Normale  m  unbestimmt  wird,  so  entspricht  dem  Punkte  X 
in  Z  jeder  Punkt  der  Geraden  ZZ.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  jeder  Durch- 
gang der  Systemcurve  durch  die  imaginlLren  Kreispunkte  die  Ordnung  der 
eutsprechenden  Curve  um  zwei  vermindert. 

Jedem  Kreise  c,  der  in  P  die  Polbahntangente  berührt, 
entspricht  demnach  inZ  ein  durch  /'gehender  Kreis  y*  (Fig.  5). 
Die  Bahnnormalen  aller  Punkte  von  c  gehen  durch  den  Schnittpunkt  C 
von  c  mit  np,  folglich  geht  y  selbst  durch  C  und  beide  Kreise  sind  aus  C 
perspectiv  aufeinander  belogen.  Um  zu  C  den  entsprechenden  Punkt  f  zu 
bestimmen,  zieht  man  nach  §  3  UC  bis  C'  auf  ic,  Pf  parallel  za  WC  und 
er  als  Taneente  an  c.  Dann  ist  i.Cr/'=  i.  TFPC,  d.  h.  Z' C  die  Tangente 
in  P  an  y.  Sind  also  On  0^  die  Mittelpunkte  von  c  und  y,  so  erhält  man 
O,,  indem  man  PZ>y±PC'  und  0,.0,_Lii/'  zieht,  und  wiederholt  man 
diese  Construction  für  alle  anderen  Kreise  d,  e,  ...,  welche  t  ia  P  berühren, 
so  ergiebt  sich 

P{OyOi  ...)7^  P{C'D' ...)7i  Ü{C'D\..)A{CJ).-.)] 
A  (OcOrf  ...)  A  (OrO;.,  OjOj  ...) 
Die  Kreismittelpunkte  O^,  Oj,  ...  liegen  also  auf  einer  Hyper- 
bel ^.  Dem  durch  P  gehenden  Strahle  des  ParallelstrablenbÜBChelB  OcOy, 
OrfO*.  ...  entspricht  im  Bflschel  /"{O^Oi...)  die  Normale  au  (;  die 
Hyperbel  fj  berührt  also  in  P  die  Nonnale  der  Polbahn.  Fällt  Or  mit  dem 
Mittelpunkte  O«,  des  Wendekreises  zusammen,  so  ist  Sj^  unendlich  fem, 
mithin  ist  die  Normale  aus  O.r  auf  -np  die  eine  Asymptote  von  ^.  Die 
iweite  Asymptote  geht   durch   den  Punkt  O'»,   der  zu  O*  in  Bezug  aof  ( 
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Bymmetrisch  liegt,  und  ist  senkrecht  zu  PU;  denn  wird  der  Radius  von  c 
unendlich  gross,  so  fällt  C  mit  U  zusammen  und  dann  ist  POyJ.PU. 
Die  Asymptoten  von  1^  sind  demnach  die  Mittelsenkrechten  der  Strecken 
FW  und  PS,  d.  h.  die  Hyperbel  ^  ist  concentrisch  mit  dem 
Kreise  q  (§  4). 

6.  Durch  jeden  Punkt  B  der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  zwei  der 
eben  erhaltenen  Kreise  y,  d,  ...;  die  Mittelpunkte  derselben  sind  die  Schnitt- 
punkte der  Mittelsenkrechten  von  PB  mit  der  Hyperbel  ^.  Berührt  aber 
die  Mittelsenkrechte  die  Hyyperbel,  so  fallen  jene  Kreise  zusammen,  also 
auch  die  entsprechenden  Kreise  im  Büschel  c,  d,  ...,  und  dann  entspre- 
chen dem  Krümm ungsmittelpnnkte  B  in  iS*  zwei  zusammenfallende  System- 
punkte  BB*.  Man  erhält  demnach  alle  Punkte  von  Z ,  denen  in  S  zwei  ver- 
einigte Systempunkte  zugeordnet  sind,  indem  man  zu  P  in  Bezug  auf  die 
Tangenten  von  (  die  symmetrischen  Punkte  construirt.  Bezeichnet  man  die 
80  entstehende  Curve  a  als  die  üebergangscurve  der  Ebene  Z,  so  folgt 
der  Satz:  Die  Krümmungsmittelpunkte  aller  Bahncurven  eines 
fthnlich-ver&nderlichen  Systems  erfüllen  in  jeder  Phase  den- 
jenigen Theil  der  Ebene  Z,  der  von  der  üebergangscurve  a 
ausgeschlossen  wird.  Die  üebergangscurve  ist  homothetisch 
fthnlich  im  Verhftltniss  2: 1  zur  Fusspunktcurve  der  Hyperbel  1^ 
für  P  als  Lothpunkt  und  Aehnlichkeitspunkl  Sie  ist  also  eine 
bidrculare  Curve  vierter  Ordnung ,  hat  in  P  eine  Spitze  mit  der  Tangente  t 
nnd  berührt  die  Geraden  np  und  PU  bez.  in  W  und  U. 

Mit  Rücksicht  auf  die  letzten  Ergebnisse  kann  der  erste  S^tz  in  §  4 
anch  folgendermassen  ausgesprochen  werden:  Den  Geraden  von  8  ent- 
spricht in  Z  die  Gesammtheit  der  Unicursalcurven  dritter 
Ordnung,  welche  die  üebergangscurve  sechsmal  berühren.' 

Die  Curve  dritter  Ordnung,  die  der  unendlich  fernen  Geraden  von  S 
zugeordnet  ist,  zerftllt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden  Ge- 
raden, welche  den  Punkt  Z  mit  den  imagin&ren  Kreispunkten  Z,  Z*  ver- 
binden« Die  Geraden  2.Z  und  2.Z*  sind  also  Tangenten  von  a,  oder  der 
Punkt  Z  ist  der  Brennpunkt  der  üebergangscurve. 

Der  Curve  c  entspricht  in  8  eine  tricirculare  Curve  sechster  Ordnung  5; 
diesdbe  hat  in  P  einen  dreifachen  Punkt,  dessen  drei  Tangenten  mit  der 
Geraden  t  zusammenfallen,  und  wird  in  P  vom  Wendekreise  sechspunktig 
berührt 


X. 

Ueber  eine  einfache  planare  Darstellungsweise  der 
Oestalten  der  ebenen  Cunren  dritter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Martin  Disteli 

In  Zttvlob. 


Hierzu  Taf.  VI  u.  VE. 


Die  folgenden  Zeilen  versuchen  mit  Hilfe  einiger  bekanntet  Eigen- 
ecbaften  der  ebenen  Cnrven  dritter  Ordnung  eine  einfache  und  umfassende 
Darstellungsweise  der  Gestalten  dieser  Curven  in  der  Ebene*  und  nach  ein- 
heitlichem Gesichtspunkt.  Die  graphische  Behandlung  dient  dabei  in  erster 
Linie  der  Klärung  und  üebersicht  der  zu  untersuchenden  Ge- 
bilde durch  ihre  zeichnerische  Darstellung.  Sie  tritt  damit  als 
wirksames  Unterstützungsmittel  der  reinen  Geometrie  in  ihre  Rechte ,  wenn- 
schon es  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  diese  und  die  construirende  Geo- 
metrie sich  nicht  überall  genau  in  denselben  Interessen  zu  begegnen  brauchen, 
weil  die  mathematisch  einfachste  Lösung  eines  Problems  nicht  immer  auch 
die  Gonstructiv  bequemste  sein  wird. 

Wenn  durch  geeignete  Wahl  der  bestimmenden  Elemente  eine  Verein- 
fachung in  der  Lösung  herbeigeführt  werden  kann ,  wird  man  sich  dieselbe 
natürlich  nicht  versagen.  Insofern  also,  wie  üblich,  bei  der  Eintheilong 
unserer  Curven  das  Verhalten  zur  unendlich  fernen  Geraden  in  Betracht 
gezogen  wird,  sind  für  den  Zeichner  strenge  Kriterien,  welche  dieses  Ver- 
halten erl&utem,  Erfordemiss.  Der  stets  reelle  Punkt  der  Cnrve  ipi  Unend- 
lichen ist  daher  überall  gegeben;  die  beiden  anderen  Richtungen  werden 
mit  dem  Zirkel  bestimmt;  im  Uebrigen  sind  alle  Constructionen  mit  dem 
Lineal  durchftlhrbar.  Nebst  den  Asymptoten  müssen  aber  von  der  Con- 
struction  auch  die  Tangenten  der  im  Endlichen  gefundenen  Punkte  verlangt 
werden,  da  sie  den  Verlauf  der  Curve  besonders  deutlich  veranschaulichen. 

Was  aber  auch  im  Weitem  die  leitenden  Gesichtspunkte  sein  mögen, 
vor  Allem  muss  im  Hinblick  auf  die  eleganten  und  einfachen  Constructionen 

*  Bekanntlich  können  alle  allgemeinen  und  speciellen  Formen  der  ebenen 
Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  Null  und  Eins  als  Central- 
projectionen  der  Aaumcurve  vierter  Ordnung  ei«\i&x  Kt\.  V^t^^^^ftVit  ^«rdeu. 
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der  Kegelschnitte  mit  Hilfe  ihrer  In TolutionBeigensc haften  eine  Daretellunga- 
netbode  der  Carven  dritter  Ordnung  irDnschbar  erGcbeinen,  welche  sich 
einem  ernten  Studium  dieser  geometrtechen  Gebilde  als  Fortsetzung  der  con- 
■Inictiven  Lehre  von  den  Curven  zweiter  Ordnuog  darbietet:  also  eine 
Darstellung  der  Curven  dritter  Ordnung  als  Involutions- 
gestalteu. 

Die  dahin  gericbteten  Bestrebungen  nnd  TerCffentlicbungen ,  die  man 
unter  Anderen  inabesondere  den  Herren  Schröter*  und  Duröge*'  ver- 
dankt, haben  entweder  direct  diesen  Ausgang  oder  rechtfertigen  sonst  diesen 
Standpunkt:  denn  sie  fahren  sehr  bald  auf  den  Begriff  des  Quadrn- 
peU,  der  den  Kern  jeder  zeichnerischen  Darstellung  bildet, 
*reil  man  in  der  Gesammtbeit  der  Quadrupel  nicht  nur  die  einfachste  Stei- 
Der'sche  Involution  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  hat,  welche  sich  un- 
gemein einfach  über  dieselbe  weiterbilden  l&sst,  sondern  damit  zugleich  die 
denkbar  einfachste  TangentenconstructioD  fQr  die  gefundeneu  Pnnkte  ver- 
bunden ist. 

Wenn  eine  zeichneriscbe  Darlegung  -der  fraglichen  Curvenforinen  trotz- 
dem selten  versucht  zu  sein  scheint,  so  iiegt  dieses  vielleicht  an  dem  üm- 
Itande,  dass  man  durch  schematisches  Auflösen  der  Doppelpunkte  einer 
b  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  degenerirten  Cur\-e  nSberungs weise 
tum  Ziele  gelangt.  Die  folgenden  Constructionen  könneo  als  Versuch  gelten, 
anter  Beibehaltung  dieses  Gedankens  strenge  Formen  der  Curven  dritter 
Ordnong  zu  geben,  die  man  ebenfalls  beliebig  nahe  an  die  Torgedaohte 
Oeetalt  eines  degenerirten  Vorbildes  bringen  kann. 

Ansgehend  von  der  bekannten  Steiner'scben  Verwandtschaft***  zwi- 
schen den  Punktepaaren  einer  Ebene,  findet  man  die  Darstellung  aller 
Carven  dritter  Ordnung  durch  Verallgemeinerung  der  Constructionen,  welche 
flir  die  Kegelschnitte  ans  dieser  Verwandtschaft  fliessen.  Der  Zusammen- 
hang mit  anderen  bekannten  Erzeugungen  ist  unmiltelbar  und  namentlich 
IBr  die  Gruppe  der  eintheiligen  Curven  von  Nutzen,  wo  infolge  des  Auf- 
tretens imaginärer  Elemente  die  vorhergehende  Construction  etwas  scbwer- 
flllliger  wird,  und  doch  der  Einfachheit  in  erster  Linie  Becbnnng  getragen 
werden  »oll. 

I.   Die  Steiner'flche  Verwandtschaft. 
1.    Ist  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein  vollständiges  Viereck  gegeben. 
N    b^t^en    seine   drei  Gegenseiten  paare   a,a,,   a^a^,    a^u,  jeder  Geraden 
d«r  Ebene    in    drei   Punktepaaren    einer    Involution,    deren    Doppelelemente 

luer,  Leipzig,  ISM: 


•  Schreiet,  Math.  AnnaleolBd  V  S.  4S2agg,  nnd 
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jedes  Mal  öd  Paar  entsprechender  Punkte  P„0„  bilden  in  der  von  Steiner 
aijf gestellten  quadratiBchen  und  involutori sehen  Verwandtschaft  der  Ebene. 
Bezeichnet  man  jeden  der  Punkte  des  gegebenen  Vierecks  mit  A,  ihre  Ge- 
Gammtheit  als  Quadrupel  A,  die  drei  Diagonalpnnkte  des  Vierecks  als 
Punkte  B,  so  ist  nach  der  Definition  jeder  Punkt  /'g  von  seinem  ent- 
sprechenden  Q^  durch  jedes  Gegenseitcnpaar  Uiüi,  harmonisch  getrennt;  oder 
die  Strahlen  paare  aus  den  Punkten  B  nach  den  Paaren  entsprechender 
Punkte  werden  durch  die  Seiten  des  Vierecks  hanuoniech  getrennt.  Diese 
Eigen.^cbaft  drückt  zugleich  die  Construclion  entsprechender  Punkte  aus. 

Die  drei  Punkte  B  bilden  das  Ausnahme-  oder  Fundamental- 
dreieck der  Zuordnung;  einer  Ecke  desselben  entpricbt  jeder  Punkt  der 
Gegenseite.  Ebenso  entspricht  jeder  Punkt  des  Quadrupels  A,  somit  auch 
eine  Linie  a  sieb  selbst,  zwar  nicht  Punkt  für  Funkt,  aber  in  Paaren  einer 
Involution  mit  dem  Punktepaare  A  als  Doppelelementenpaar.  Jeder  andern 
Geraden  g  entspricht  ein  Kegelschnitt  Kg  durch  die  Fundamentalpunkte,  der 
unendlich  fernen  Geraden  speciell  ein  Kegelschnitt  Ä'u  durch  die  Mitten  der 
sechs  begrenzten  Seiten  des  Quadrupels  A.  Er  ist  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel,  je  nachdem  das  Viereck  der  Punkte  A  eiu  concaves  ist 
(d.  h.  mit  einer  Ecke  im  Innern  des  Dreiecks  der  drei  andern),  oder  eine 
unendlich  ferne  Ecke  besitzt,  oder  endlich  ein  conveies  ist.  Man  kann  die 
Zuordnung  auch  erklären  als  diejenige  doppelt  conjugirter  Punkte 
bezüglich  des  Kegel  Schnittbüschels  mit  den  Ürnndpunkten  A  und  das  Fun- 
damentaldreieck  als  gemeinsames  Tripel  harmonischer  Pole  uud  Polaren. 
Der  Kegelschnitt  K„  ist  zudem  der  Ort  der  Pole  von  g  bezüglich  der  Kegel- 
schnitte und  das  sich  entsprechende  Punktepaar  auf  ff  das  Paar  der  Be- 
rührungspunkte von  g  mit  zwei  Individuen  des  Büschels.  Der  Debergaog 
von  der  Geraden  g  zum  entsprechenden  Kegelschnitte  und  umgekehrt  wird 
am  einfachsten  mittels  der  Tangenten  des  Kegelschnittes  in  den  Fundamen- 
tal punkten  vollzogen. 

Wählen  wir  jetzt  in  der  Ebene  irgend  einen  Punkt  B^,  der  mit  den 
drei  Punkten  B  das  Quadrupel  B  bilden  soll,  so  wird  auf  jedeäi  Strahl 
durch  B^  ein  Punktepaar  der  Zuordnung  liegen,  deren  Gesammtbeit  bei 
einer  vollen  Umdrehung  des  Strahles  einen  gewissen  Ort  erfüllen.  Kommt 
der  Strahl  in  die  Lage  uaeli  dem  entsprechenden  Punkte  C^  zu  Bf,-  so  wird 
der  Scheitel  B^  selbst  ein  Punkt  des  Ortes  und  der  Strahl  B^C^  seine 
Tangente.  Es  giebt  also  zunächst  eine  eiufachc  Mannigfaltigkeit  von  Geraden, 
welche  dem  Orte  in  drei  Punkten  begegnen ;  wir  erkennen  diesen  also  als 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  werden  es  später  auch  bestätigt  finden, 
dass  jede  Gerade  der  Ebene  drei  Punkte  mit  ihr  gemein  hat. 

Offenbar  sind  die  durch  die  vier  Punkte  A  gehenden  Strahlen  die 
Tangenten  des  Gebildes  in  jenen  Punkten.  Desgleichen  gehören  die  drei 
Punkte  B  zur  Curve .  und  da  ihre  entsprechenden  Punkte  C  auf  der  Gegen- 
eeite   des  f uudamentaldreiecks  und  dem  ö\j:dA  B(,B  Ueftca,  sjj 


Von  Dr.  M.  DtSTSLi. 

\  kan  sagen:  Die  Ecken  and  DiogonKlpankte  des  Quadrapeb  B  gehtlran  eben- 
fUis  mm  Ort,  so  dass  wir  von  diesem  bereits  iwölf  Punkte  und  die  Tan- 
genten in  fünfen  kenneii. 

Weil  die  Curve  durch  die  Fundamental  punkte  B  geht,  entspricht  ihr 
als  Originalcurve  nach  der  Steiner'scheu  Verwandtschaft  eine  aus  den 
Seiten  des  Fund  amen  taldreiecks  und  einer  Curvc  dritter  Ordnung  bestehende 
welche  alle  eotsprechenden  zu  den  Elementen  der  Original- 
enrve,  d.  h.  eben  diese  Elemente  selbst  enthält.  Bild-  und  Originalcnrve 
sind  also  identiech,  oder  dieCurve  dritter  Ordnung  ist  eine  in  der 
Verwandtschaft  sich  selbst  entsprechende  Curve. 

Da  jeder  Punkt  B^,  eine  solche  Curve  eindeutig  bestimmt,  BO  bildet  die 
Geaammtheit   derselben    ein   specielles  Curvennet*    mit  sieben  gemein- 
schaftlichen Basispunkten,     Es  ist  uns  aber  in  erster  Linie  um  die  gestalt- 
licbe    Form    der    betrachteten    Gebilde    xu    tbnn,    aho    um    Eenntniss   ihrer 
Dnendlich    fernen  Elemente.     Zur  Dmgehnng  des  darin  liegenden  Problems 
dritten  Grades    verlegen    wir   in  der  Folge  den  Punkt  B„  stets  auf  die  nn- 
endlich  ferne  Gerade,  wodurch  auch  die  stets  reelle  Asymptote  gegeben  ist. 
Die  beiden  anderen  Richtungen  »iud  die  Doppelelemente  der  Involution  der 
ini  Gegenseiten  paare  des  Quadrupels  A  anf  der  anendlich  fernen  Geraden: 
wir  haben  dafaer  in  der  Lagenbeziehung  der  vier  Paukte.^  ein 
Mittel,  Über  die  Natur  der  UDendlioh  Fernen  Punkte  derCurve 
im  Voraus  entscheiden  zu  können. 

2.  Dnrch  die  specielle  Lage  von  £„  treten  zu  den  vorhandenen  sieben 
Docb  iwei  weitere  gemeinschaftliche  Basispnnkte  hinsn,  und  die  Gesammt- 
beit  der  jetzt  noch  in  Betracht  kommenden  Curven  dritter  Ordnung  bildet 
dahat  ein  Büschel.  Den  Lagen  von  Bi,  auf  den  Seiten  a  entsprechen  die 
sechs  degenerirten  Curven  des  Büschels,  bestehend  aus  einer  Linie  a  und 
einem  Kegelschnitt  durch  die  «echs  weiteren  Basispunkte.  Die  Methode 
inr  Eriengung  der  allgemeinen,  wie  degenerirten  Curve  ist 
also  dieselbe  und  man  kann  somit  durch  die  allgemeinere  Lage  von  B^ 
die  Doppelpunkte  des  degenerirten  Gebildes  geometrisch  auf- 
llieo,  ohne  dass  die  Constructiou  für  beide  FfiJle  wesentlich  verschie- 
de wird. 

Nebst  der  gegenseitigen  Lage  der  vi 
de«  Quadrupels  A  ist  aber  aoch  die  Realitiit 
liehe  Form  der  Curve  von  wesentlichem  Eiufluss 
onlerscheiden  haben ,  ob  alle  Punkte  A  reell ,  odi 
jagirl  imaginSr,  oder  ob  endlich  alle  vier  imaginär  sind.  Da  jedoch  im 
lebteren  Falle  das  Quadrupel  B  dann  vollständig  reell  sein  muss,  so  wird 
dieses  an  Stelle  des  Quadrupels  Ä  gesetzt  werden  kfinnen ,  so  dass  wir  also 
eigentlich  blos  zwei  Fülle  zu  unterscheiden  haben.  An  diese  beiden  Haiipt- 
guippea  aebhesat  eich  rfie  Oroppe  der  Curven  dritter  Orämuig  TO\t?>\Ti%'a- 


inächst  reellen   Punkte 

Luf  die  gestalt- 

Wir  werden  demnach  zu 

■  zwei  reell  und  zwei  con- 


p 

I  iKritKteD,  oder  der  rfttionftlen  Curreii,  welche  aas  den  Fällen  herror- 

P  gehen,  wo  das  Quadrupel  A  selbet  aingnlär  wird  dorch  Zugammenfallen 

K  zwei  oder  drei  seiner  Ecken  in  eine  einzige. 


1 


I 


II.   Dantellnng  der  Curven  dritter  Ordnung, 

Die  anf  den  Figuren  tafeln  VI  und  VlI  durchgeführten  Construct  Jonen 
zeigen  die  Haupltypen  der  Gestalten  der  Curven  dritter  Ordnung.  Die 
noch  fehlenden  Formen  sind  durch  leichte  Ueberg&nge  aus  den  vorhandenen 
Dispositionen  herzuleiten;  auf  das  gpecielle  Verbalten  der  Wendepunkte  und 
siogulären  Elemente  zum  Unendlichen  wurde  dabei  nicht  eingegangen. 

A.  Die  zwelthellis'en  Corven. 

3,  Wir  setzen  zunächst  ein  ganz  reelles,  nachher  ein  ganz 
ginftres  Quadrupel  A  voraus  und  werden  bald  erkennen,  da^s  alle  Curren 
dieser  Gruppe  aus  znei  volUtSndig  getrennten  Tbeilen  bestehen  oder  so- 
genannte zwei  the  il  ige  Curven  sind.  Es  entfallt  somit  eine  weitere  Unter- 
scheidung nur  noch  auf  die  RealitSt  der  tinendlicb  fernen  Elemente,  welche 
sofort  durch  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Punkte  Ä  entschieden  wird. 
Um  diese  Lagen  Verschiedenheit  zu  übersehen  und  in  gegenseitigen  Zosam- 
■nenbang  zu  bringen,  wollen  wir  ohne  Beschrfinkang  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  die  Linie  a^  als  horizontal  und  die  Gerade  o,  als  normal 
dazu  denken.  Dann  sind  offenbar  folgende  vier  Configu ratio nen  der  Punkte  Ä 
möglich : 

1.  die  Gerade   Oj   verl&nft   zwischen    dem  Punktepaare  A  auf  a,  und 
zwar  liegen  ihre  beiden  Punkte  A  auf  derselben  Seite  von  o,  oder 

2.  auf  entgegengesetzten  Seiten ; 

3.  die  Gerade  a^  verläuft  ausserbalh  des  Paares  A  auf  a,  und  wieder 
liegen  ihre  beiden  Punkte  A  auf  derselben  oder 

4.  auf  den  entgegengesetzten  Seiten  von  a, . 

In  den  Fällen  (1)  und  (4)  ist  das  Viereck  A  ein  concaves,  alle  CurreD 
des  Büschels  haben  nur  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt;  in  den  Fällen 
(2)  und  (3)  ist  es  ein  convexes,  alle  Curven  des  Büschels  haben  drei  reelle 
unendlich  ferne  Punkte. 

a)  BUlptiBoha  Serpentine  mit  elliptisohem  Oval.     [Clroulare  Curve.) 

4.  Enthält  die  Curve  als  imaginäres  Punktepaar  auf  der  unendlich 
fernen  Geraden  das  Kreispunktepaar,  so  giebt  ein  sanfter  Wechsel  in 
der  Krümmung  der  Gestalt  der  Curve  besondere  Schönheit.  Das  Viereck 
der  Punkte  A  ist  in  diesem  Falle  ein  orthogonales;  jede  Ecke  ist  Höhen- 
punkt des  Dreiecks  der  drei  anderen.  Ist  also  in  Taf.  VlFig.  1  das  Qua- 
drupel A  gegeben,  so  sind  damit  auch  die  neun  Basispnnkte  des  Curven- 
bOschels   bekannt.     Mit  dem  Punkte  B^  sind  auch  die  Tangenten  einer  be- 

atimmtm  Carve  in  den  Punkten  A  gegeben,  ai>t)\e  ä.«.^  «xiteifTectMade  Punkt 


Von  Dr.  M,  Dibteli. 

Cg  lU  Bg  nnd  damit  die  reelle  Asymptote  angebbar.  Im  Punkte  Cg  begegnen 
nob  aber  anch  die  Tangenten  der  Punkte  B;  denn  da  Original-  und  Bild - 
miTXfi  identisch  sind,  ao  entspricbt  jedem  der  drei  Punkte  C  der  Cnrve 
Bof  einer  Seite  dea  Fandameutaldreiecks  ein  der  Oegeneclce  B  uBendlieh 
benachbarter  Punkt.  Die  Verbindangalinie  dieser  Nachbarn,  d.  b.  die  Tan- 
gente der  Cnrve  in  B,  ist  aber  gerade  die  Linie  figC,>.-  Somit  bat  auch 
das  Quadrupel  B  die  Eigenschaft,  daas  die  Cnrventaagenten  seiner 
Ecken  sich  in  einem  Funkte  der  Curve  begegnen. 

SetEten  wir  das  Quadrupel  B  jetzt  an  Stelle  des  Quadrupels  Ä,  den 
Punkt  Cy,  anstelle  von  £„,  so  haben  wir  dadurch  eine  neue  Steiner'sche 
Verwandtschaft  mit  dem  Fund  amen  taldreieck  C  definirt ,  und  aus  dem  Punkte 
Cg  entspringt  eine  sich  selbst  entsprechende  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
mit  der  bis  jetit  betraebteten  die  vier  Punkte  B  nebst  Tangenten,  sowie 
die  vier  Punkte  C  gemein  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist.  Die  vier  Paukte 
C  bilden  demnach  ebenfalls  ein  Quadrupel  C;  es  geboren  also  auch  die  drei 
Diagonalpunkte  i>  dieses  Quadrupels  nnserer  Curve  an  und  der  entsprechende 
Punkt  D„  zum  Punkte  C.^  besUglich  des  Pundaraentaldreiecks  €  bt  wieder 
gemeinsamer  Schnittpunkt  der  Tangenten  des  Quadrupels  C. 

Auf  diese  Weise  erOffnet  sieb  die  Möglichkeit,  beliebig  viele  sol- 
cher Quadrupel  Ä,  B,  C,  ...  von  Punkten  und  Tangenten  der 
Cutte  mit  dem  Lineal  anzugeben.  Man  bemerkt,  dass  die  gemein- 
scbsFlIichen  Schnittpunkte  der  Tangenten  dieser  Quadrupel  eiue  Folge  von 
Punkten  £„,  C„,  D„,  ...  auf  der  Cnrve  bilden,  vou  denen  jeder  Tangen- 
tiatpackt  des  vorhergehenden  ist 

Um  die  Gestalt  des  dargestellten  Gebildes  zu  Übersehen,  denken  wir 
DDE  einen  Strahl  parallel  zur  Richtung  £„  verschoben.  Dann  bestimmen 
die  drei  Gegen  Seiten  paare  aiok  für  jede  seiner  Lagen  die  Involution  seines 
Schaitlpanktepaares  mit  der  Curve.  Beim  Durchgang  durch  einen  Punkt  Ä 
«itd  die  Involution  parabolisch,  wechselt  also  notbwendig  ihren  Charakter. 
Et  scheiden  demnach  die  vier  parallelen  Tangenten  der  Curve  die  ganze 
Ebene  in  vier  Streifen,  von  denen  zwei  notbwendig  getrennte  die  ganze 
Oam  enthalten  müssen.  Diese  besteht  also  aus  zwei  vollständig  getrennten 
Tbeileo;  aus  einem  sich  mit  einem  reellen  Punkte  £„  ins  Unendliche  er- 
itnckenden  und  in  sich  geschlossenen  Aste,  oder  einer  Serpentine,  und  aus 
einem  ganz  im  Endlichen  liegenden,  in  sich  geschlossenen  Oval.  Jede  reelle 
Gerade  der  Ebene  begegnet  dem  Aste  in  wenigstens  einem  reellen  Punkte, 
dem  Oval  in  zwei  reellen  getrennten  oder  zusammenfallenden  oder  conjngirt 
imaginlren  Punkten.  Nach  Fig.  1  liegen  alle  Tangentialpunkte  li^,  C,„ 
A>  ■■'  auf  dem  Aste,  so  dnss  aus  jedem  Punkte  desselben  vier  reelle  und 
eng  jedem  Punkte  des  Ovals  vier  imaginäre  Tangenten  an  die  Curve  geheu. 
h.  Wir  woUeo  dieses  zunächst  aus  der  Anschauung  fliessende  Resultat 
»Dcb  strenger  begründen.  Die  vier  Tangenten  aus  dem  Punkte  B^,  können 
dreimal  als  Paare  je  einer  ^uadratiüclien  Strableninvolatiou  a\ifg«t«ä%\.  '««t&«&-., 
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die  Verbin diiDgsl in ien  ihrer  BerOhrangs punkte  als  Doppel elemente  je  einer 
solchen  an  einem  der  drei  anderen  Punkte  B.  Bringt  man  eine  dieser  drei 
letzteren  mit  der  entsprecb enden  der  drei  Involutionen  am  Punkte  Ba  >u 
projectivische  Verbindung,  indem  man  als  entsprechendes  drittes  Paar  das- 
jenige hinmfögt ,  welches  aus  der  Verbindungslinie  B  B^  beider  Scheitel 
hervorgeht,  so  entsteht  als  Erzeugoiss  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
mit  der  vorliegenden  die  Scheitel  B„  und  B,  sowie  das  Quadrupel  Ä  nebst 
Tangenten  gemein  hat,  also  diese  Curve  selbst  ist.  Daraus  folgt  auf's 
Nene,  dass  die  Tangenten  in  den  Punkten  eines  Quadrupels  sich  im  nfim- 
licben  Punkte  dar  Curve  begegnen,  und  daes  diese  Punkte  selbst  sich  dreimal 
in  zwei  Paare  conjngirter  Punkte  zerlegen,  von  denen  je  zwei  zu 
Scheiteln  projectivischer  Involutionen  in  halbperspectivischer  Lage  gewählt 
werden  können  oder  Fundamental  punkte  für  eine  unendliche  Folge  Steiner- 
seber Vierseite  sind. 

Da  die  Doppel  elemente  der  erzeugenden  Strahleninvolutioneu  gegenseitig 
zu  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  aus  den  Scheiteln  fuhren,  so  folgt, 
dass  aus  dem  Punkte  B  des  Ovals  vier  in  Paaren  conjugirt  imaginäre  Tan- 
genten an  die  Curve  gehen,  weil  die  Doppelelemente  der  Involution  am 
Punkte  Bg  nothwendig  in  denjenigen  Schichten  der  Ebene  verlaufen  müssen, 
in  denen  keine  reellen  Punkte  der  Curve  liegen.  Weil  es  also  keine  Grenz- 
lagen giebt,  muss  jeder  Strahl  durch  den  Punkt  S  auf  dem  Oval,  der  Curve 
in  uwei  stets  reellen  und  getrennten  Punkten  begegnen,  von  denen  der  eine 
dem  Oval,  der  andere  dem  Aste  angehürt,  da  sie  am  Punkte  B^  ein  Paer 
der  Involution  bestimmen.  Daher  begegnet  auch  das  reelle  Doppehtrahlen- 
paar  des  Scheitels  B  der  Curve  in  vier  reellen  Punkten  A,  deren  Tangenten 
in  Bn  convergiren,  wie  wir  umgekehrt  festgesetzt  haben. 

Damit  steht  zunächst  fest,  daas  aus  einem  Punkte  des  Ovals  vier 
nicht  reelle,  aus  einem  Punkte  des  Astes  vier  reelle  Tangenten  an  die 
Curve  möglich  sind.  Würde  aber  auf  dem  Oval  ein  Punkt  existiren  mit 
reellen  Tangenten,  so  müsste  bei  continuirlicbem  Uebergaug  von  B  nach 
jenem  Punkte  eine  Stelle  auftreten ,  wo  der  Durchgang  vom  Imaginären  zum 
Reellen  sich  mit  einer  reellen  Doppeltangente  volhieben  müsste,  was  bei 
Curven  dritter  Ordnung  nicht  eintreten  kann.  Aas  analogen  Gründen  kann 
bei  Durchlaufen  des  Astes  kein  Wechsel  in  der  Realität  der  vier  Tangenten 
eintreten,  so  dasa  wir  schliessen  dürfen,  dass  aus  jedem  Punkte  des 
Ovals  vier  imaginäre  und  aus  jedem  Punkte  der  Serpentine 
vier  reelle  Tangenten  an  die  Curve  gelegt  werden  können. 

6.  Dm  ferner  über  das  Wesen  der  erzeugenden  Involutionen  mehr  Klar- 
heit zu  erhalten ,  betrachten  wir,  ausgehend  von  einem  bekannten  Curven- 
punkte,  irgend  zwei  Paare  entsprechend  er  Strahlen  an  den  Scheiteln  B^ 
und  B,  wobei  wir  als  Punkt  B  zunächst  den  Schnittpunkt  von  a,  und  o, 
wUhlen.  Die  beiden  Strahlenpaare  begegnen  sich  dann  in  einem  Paare  X 
_and  eipem  Paare  J'von  CnrTenpun^ten.    Vetb\TidÄt  roan  jetzt  das  anf  dejn 


Oral  liegende  Puuktepaar  XT  mit  dem  Schnittpunkte  B  von  a,  und  a«, 
so  schneiden  diese  Geraden  die  Carre  in  einem  zweiten  Paare  von  Punkten 
X,  r,  auf  dem  entsprechenden  Strahl  zu  X  y  in  der  zweiten  Involution 
a.ü  ßa-  Desgleichen  treffen  die  Geraden  aus  dem  dritten  Punkte  B  nach 
dem  Punktepaare  XY  des  Astes  die  Curve  noch  in  eiuem  Paare  X\T\ 
auf  dem  entsprechenden  Strahl  zu  Y  in  der  drittel  Involution  des  Punktes  Bf,. 

Die  drei  Involutionen  am  Punkte  £„  sind  aber  aus  denselben  vier 
T&ngenten  in  den  Ecken  des  Qoadrupels  A  durch  ihre  Zusammenfassung  in 
I^are  entstanden,  also  nicht  unabhängig  von  einander.  Nach  einem 
bekannten  Satze  der  projectivischen  Geometrie  uind  daher  die  Strahlen  X,  Y^ 
und  X',Y\,  also  auch  die  gleichnamigen  Piinktepaare  identisch.  Daraus 
geht  hervor,  das»  das  Punktepaar  X,  sowie  das  Paar  Y  Fund  amental  punkte- 
paar  ist  für  drei,  also  auch  ftlr  unendlich  viele  geschlossene  Steiner'sche 
Vierseite.  Entsprechende  Strahlenpaare  der  erzeugenden  Invo- 
lutionen begegnen  sich  somit  in  conjugirten  Panktepaaren 
der  Curve. 

Aus  der  Betrachtung  der  drei  hervorgehobenen  geschlossenen  Vierseite 
folgt  aber,  dass  die  beiden  Geraden  X,  F,  ein  Paar  der  ersten  Involution 
des  Punktes  B^  bilden  und  somit  auch  für  den  ersten  Scheitel  B  perspec 
tivisch  liegen.  Die  beiden  Punkte  X,,  sowie  7,  bilden  somit  ebenfalls  je 
ein  Paar  conjugirter  Punkte.     Es  folgt  daraus: 

Jeder  Punkt  der  Cnrve  ISsst  sich  mit  den  drei  anderen  Paukten  seines 
Quadrupels  als  FundameutAlpunkt    projectivischer  Involutionen    comhini 
Diese   entstehen   durch   Verbindnng  der  Fundamentaipunkte  mit   allen  Qua- 
drupeln der  Curve,  oder  mit  andereu  Worten:  Durch  Verbind  ung  eines 
festen  Quadrupels  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Cur< 
steht   ein   neues  Quadrupel;    durchmuft  jener  Punkt  die 
Curve,    so    erhült    man    sBmmtliche  Quadrupel    oder   die 
Punktinvolution, 

Nun  entstehen  aber  die  PEiare  X  und  X,  durch  Projection  des  Qua- 
drupels B  aus  einem  Punkte  Y,  und  die  Paare  Y  und  F,  durch  Projection 
desselben  Quadrupels  aus  einem  Punkte  X.  bilden  also  selbst  ein  Quadrupel 
X  resp.  Y.     Der  vorige  Sat»  ergiebt  sich  somit  als  Specialfall  des  folgenden 

Die  16  Verbindungslinien  der  Ecken  zweier  willkürliche 
Quadrupel  begegnen  sich  zu  vieren  in  den  Ecken  einesdrittei 
Quadrupels  der  Curve.  Und  specielt:  Die  Verbindungsgeradei 
der  Punkte  eines  Quadrupels  unter  sieh  treffen  die  Curv 
wieder  in  Punkten  eines  Quadrupels,  wodurch  die  charakteristische 
Uige  von  vier  solchen  Punkten  besonders  deutlich  ausgedrückt  wird. 

7.  Aus  dem  Obigen  fliesst  nun  ein  neues  Hilfsmittel  zur  Construotion 
weiterer  Punkte  und  Tangenten  der  Curve,  welches  man  namentlich  dann 
in  Anwendung  bringen  wird,    wenn  einer  der  Punkte  mit  dem  Index  Null 

t  Wendepunkte  zu   nahe  kommt     Die  drei  audeTQU  VolU^Ib  « 
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Qnadrupela  liegen  dann  zu  nahe  an  einer  Geraden,  um  noch  sichere  Con- 
stractionen  an  sie  zu  knUpfen.  Man  gebe  dann  durch  Verbindung  zweier 
construirten  Quadrupel  zu  einem  dritten  über,  aus  welchem  nach  den  be- 
kannten Verfahren  eine  neue  Folge  von  Punkten  und  Tangenten  za  vier 
abgeleitet  werden  kann.  Ferner  ist  zu  beachten,  daes  die  Tangente  auch 
als  entsprechender  Strahl  zur  Verbiadungsgeraden  der  Scheitel  in  der  qua- 
dratischen erzeugenden  Involution  jenes  Punktes  erhalten  werden  kann. 

Eine  rasche  und  umfassende  Construction  wUre  also  auch  die  folgende: 

Man  gebe  aus  von  einem  gegebenen  Quadrupel  A  ,  bestimme,  wie  in 
Fig.  1  ,  die  Involutionen  an  zwei  Funkten  A,  etwa  denjenigen  auf  der 
Geraden  a, .  durch  Festsetzung  von  B^  und  führe  ihre  projectivische  Ab- 
hängigkeit auf  zwei  perspectiv)  sc  he  Strablbilschel  zurück  vermittelst  eines 
geeigneten  Hilfskegelschnittes.  (In  Fig.  1  eignet  sich  dazu  der  Aber  dem 
genannten  Punktepaare  A  als  Durchmesser  stehende  Kreis  durch  die  beiden 
Punkte  B.)  Jedes  Paar  entsprechender  Strahlen  führt  dann  auf  zwei  Pankte 
eines  Quadrupels  B  und  eines  Quadrupels  C.  Man  ergänze  diese  Quadrupel 
durch  die  Verbindung  dieser  Paare  mit  dem  Quadrupel  A.  Die  Diagonal- 
punkte  dieser  neuen  Quadrupel  gehören  zu  zwei  weil«reD  Quadrupeln  D 
und  E.  welche  man  mit  Hilfe  der  Involutionen  am  Punktepaare  A  durch 
je  einen  Punkt  D„  und  i?^  vervollständigt.  Diese  Punkte  sind  die  Tangen- 
tialpnnkte  der  Quadrupel   B  und  C  u,  s.  f. 

Zwei  weitere  Erzeuguugsartea  von  allerdings  weniger  praktischem 
Werthe  laijsen  sich  aus  dem  Vorhergehenden  anschliessen :  Jeder  Geraden  g 
durch  Sfp  entspricht  in  der  Steiner'sehen  Verwandtschaft  des  Quadrupels  A 
ein  Kegelschnitt  Eg  eines  Büschels  mit  den  Punkten  S  und  C„  als  Gnind- 
punkten.  Die  Curve  ist  somit  auch  unendlich  oft  das  Erzeug 
niss  aus  einem  Kegelscbn  itt  büschel  und  einem  dazu  projec- 
tivischen  StrahlbU  schel.  Es  ereignet  sieb  viermal,  dass  die  Gerade  ff 
den  Kegelschnitt  E^  berührt,  nUmlicb  jedesmal ,  wenn  sie  eine  Ecke  A  passirt. 

Die  Curve  dritter  Ordnung  ist  aber  auch  der  Ort  der  Berührungs- 
punkte der  Tangentenpaare  ans  dem  Punkte  £„  an  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  mit  den  Grundpunkten  A.  Die  Gesammt- 
beit  aller  Berllhrungssebnen  ist  das  StrablbUschel  am  Punkte  C„,  wodurch 
wir  wieder  auf  die  vorige  Erzeugung  kommen.  Der  durch  £„  gebende 
Kegelschnitt  ist  der  Polarkegelschnitt  der  Curve  dritter  Ordnnng  be- 
züglich des  Punktes  B„.  Auch  diese  Erzeugung  wiederholt  sich  für  jedes 
Quadrupel  der  Curve,  also  unendlich  oft. 

8.  Wählt  man  des  Weiteren  in  Fig.  1  den  Punkt  £„  auf  der  Seite  o^, 
so  degenerirt  die  Curve  dritter  Ordnung  in  einen  Kreis  K^  und  die 
Gerade  o,,  oder  die  Curve  besitzt  zwei  Doppelpunkte  D,  und  D^.  Von 
jedem  Quadrupel  liegen  zwei  Punkte  auf  dem  Kreise  in  Strahlen  eines  Itü- 

I  durch  den  Pol  A^  der  Geraden  o,  bezüglich  des  Kreises,  und  zwei 
Pivkte  auf  der  Geraden  a, ,  wo  sie  dia  PpüMolitiQu  dea  KreJaea  formirea. 
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Die  Erzeugung  einer  Folge  von  Quadrupeln  geht  über  in  die  Darstellung 
des  Kreises  aus  Pol,  Polare,  Involution  und  einem  Paare  entsprechender 
Pankte.  Sie  erfolgt  aber  auch  aus  jedem  Punktepaare  des  Kreises  durch 
Verbindung  zweier  projectivischer  Strahleninvolutionen,  in  welchen  sich  die 
Doppelelemente  entsprechen  und  für  welche  die  Gerade  o^  als  Per- 
spec tivaxe  figurirt|  oder  aus  der  Verbindung  zweier  projectivischer  In- 
volutionen aus  jedem  Paare  der  Polinvolution  auf  der  Geraden  a^.  in  wel- 
eben  diese  Gerade  gemeinsames  und  entsprechendes  Doppelelement 
ist.    Die  Fig.  1  a  illustrirt  den  besprochenen  Fall. 

Die  allgemeine  Curve   in  Fig.  1   kann   aber  auch   entstanden   gedacht 
werden  durch  Drehung   des  Strahles   nach  Bq   im   entgegengesetzten  Sinne 
wie  vorhin ,  von  der  Lage  der  Geraden  a^  aus.     Für  Bq  auf  a^  besteht  die 
Cnrre  nebst  dieser  Geraden  aus  einem  sie  nicht  reell  schneidenden  Kreise  K^ , 
entsprechend  der  Configuration  der  vier  Punkte  Ä  nach  Lage  (4).     Während 
im  ersten  Falle   ein  Stück   der  Geraden   mit  einem  Stück  des  Kreises   zu- 
sammenschmolz,  geht  hier  der  Kreis  für  sich  in  das  Oval  und  die  Gerade 
für  sich  in  die  Serpentine  über,  so  dass  also  die  Realität  der  Doppelpunkte 
der  degenerirten  Curve  nach  dem  Process  der  Auflösung  für  den  allgemeinen 
Fall  ohne  sichtbare  Wirkung  bleibt. 

9.  Wir  schliessen  an  das  ganz  reelle  sogleich  den  Fall  des  ganz 
imaginären  Quadrupels.  Es  ist  sofort  evident,  dass  als  Bild  der  Curve 
ein  vom  vorigen  verschiedenes  zum  Vorschein  kommen  wird;  denn  die 
beiden  conjugirt  imaginären  Strablenpaare  atOk  haben  jetzt  ein  noth wendig 
reelles  gemeinsames  Paar.  d.  h.  die  Curve  geht  mit  drei  reellen  Richtungen 
ins  ünendlicbe,  von  denen  eine  der  Serpentine  und  zwei  dem  Oval  angehören 
mQssen,  weil  diesem  der  Punkt  B^  mit  vier  imaginären  Tangenten  angehört. 
Wir  geben  also  in  Taf.  VI  Fig.  2  auf  den  reellen  Geraden  Oj  und  o^  zwei 
elliptische  Involutionen  XjX', ,  Y,  Y\  und  X^X\,  F,  Y'g,  welche  für  einen 
im  Endlichen  und  einen  im  Unendlichen  gelegenen  Punkt  B  perspectivisch 
liegen,  je  durch  eine  harmonische  Gruppe.  Wird  jetzt  der  Punkt  Bq  ge- 
geben, 80  ist  das  Quadrupel  B  vollständig;  von  seinen  drei  Diagonal - 
ponkten  C  ist  wieder  einer  unendlich  fem;  die  Richtungen  der  unendlichen 
ieste  sind  also  bekannt. 

Der  Strahl   aus  B^^  nach  dem   im  Endlichen   liegenden  Perspectivcen- 
^QDi  B  begegnet  der  Geraden   a,   in  einem  Punkte  Z, ,   nach  dessen  ent- 
sprechendem Z\  die  Tangente  der  Curve  in  B  geht.     Die  symmetrische  Ge- 
'^e   zur  Richtung  Bq  bezüglich  der  Geraden  a^  durch  den  auf  ihr  gelegenen 
i'onkt  ß  ist  die  Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte;   sie  begegnet  der 
^ori^en  im  Punkte  Cq,  welcher  somit  Schnittpunkt  der  Asymptoten  in  den 
*^<ien  Punkten  ß  und  Bq  ist.     Dadurch   ist  das  Quadrupel  C  vervollstän- 
^^^S^;  ansser  seinen  drei  Diagonalpunkten  D  construirt  man  analog  wie  bis 
^^in  den   vierten  Punkt  Dq  des  Quadrupels  D  und  damit  also  die  dritte 
"^^lle  Asymptote  u.  s,  w. 


Damit  ist;  erwieaen,  daes  dieser  Fall  mit  dem  Torbergehenden  eine 
Cnrve  derselben  Gruppe  umfaa&t;  wir  kommen  ttbrigena  DOuh  von  anderer 
Seit«  auf  die  Gestalt  der  Cnrve  znrtlck,  wo  die  Äsjmptot«ncODstructioD 
gezeigt  werden  soll  auch  ftlr  den  Fall,  wo  sieb  keine  zvrei  derselben  auf 
der  Cnrve  begegnen, 

b)  ElllptlBohe  Berpentüie  mit  paraboUsohem  OraL 

10.  Der  Uebergang  von  einer  der  Lagen  in  (1)  oder  (4)  za  einer  der 
Lagen  (2)  oder  (3)  kann  dadurch  volUogen  gedacht  werden,  dasa  eine 
Ecke  A,  sagen  wir,  diejenige  auf  a,,  ins  Unendlicbe  rückt.  Nacb  Dispo- 
sition von  Taf,  VI  Fig.  3  haben  wir  daher  eine  zweitheilige  Curve  zu  erwarten, 
die  im  Funkte  B^  den  einzigen  reellen  Punkt  des  unpaareu  Astea  besitzt 
und  deren  Oval  die  unendlich  ferne  Gerade  in  der  Richtung  von  a,  berührt. 
Die  Construction  der  Punkte  und  Tangenten  erleidet  keinerlei  Äusnabmeii 
vor  dem  Falle  der  Fig.  1.  Alle  Curven  des  Büschels  sind  zweitbeilig.  weil 
fQr  alle  ein  reelles  Quadrupel  Ä  besteht;  dagegen  ist  nicht  nothwendig  das 
Oval  stets  der  parabolische  Tbeil,  es  kann  auch  der  Ast  die  unendlich  ferne 
Gerade  berühren  und  das  Oval  ganz  im  Endlichen  liegen.  In  diesem  Falle 
besteht  die  Curve  also 

o)  aus  einer  parabolisohen  Berpentüie  mit  elUptiBObem  Oval, 

11.  LSsst  man  den  Punkt  Ba  die  uDendlich  ferne  Gerade  durchlaufen, 
so  erfafilt  man  alle  Curven  dritter  Ordnung  des  Bdacbels;  aus  der  Lage  des 
Punktes  .Bg  ist  aber  aofort  zu  entscheiden,  welche  zwei  von  den  Punk- 
ten A  dem  Äste  und  welche  dem  Oval  angehören  werden.  Zu- 
nächst ist  klar,  daas,  so  lange  die  Curve  aus  zwei  getrennten  Theilen  be- 
steht, die  Tangenten  in  zwei  derartig  zu  sam  menge  hörenden  Funkten  des 
Astes  durch  diejenigen  des  Ovals  nicht  getrennt  werden  kCnnen.  weil  mau 
sonst  durch  continuirlichen  üeberg&ng  vom  Oval  zum  Ast  gelangen  könnte, 
um  zu  unterscheiden,  ob  der  unendlich  ferne  Punkt  A^^  zum  Aste  oder 
zum  Oval  gehöre,  combinire  man  ihn  mit  jedem  der  drei  Punkte  J  im 
Endlichen.  Ist  dann  für  eine  bestimmte  Lage  von  B„  eine  einzige  vou 
diesen  drei  Involutionen  hyperbolisch,  so  gehört  die  Richtung  A  zum  Oval; 
sind  alle  drei  byperbolisch ,  so  gehört  sie  zum  Aste. 

Diese  Involutionen  sind  aber  Jedesmal  bestimmt  durch  die  Verbindungs- 
linien mit  den  beiden  anderen  Punkten  /t  im  Endlichen  als  dem  einen .  und 
den  Geraden  nach  J„  und  B^  als  dero  andern  Paare.  Ein  Wechsel  kann 
nur  beim  Eintreten  von  Bg  auf  eine  Gerade  a  stattfinden.  Die  scbematischf 
Fig.  3a  zeigt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  mit  A  bezeichnete 
Zonen  für  den  Punkt  Bq  und  für  einen  parabolischen  Ast,  und  eine  mit 
0  bezeichnete  Zone,  in  welcher  der  Punkt  B^  ein  parabolisches  Oval  erzeugt. 

Zum  Büschel  gehören  im  Weiteren  drei  Parabeln  je  in  Verbindung  mit 
den  Seiten  der  drei  Punkte  A  im  Endlichen,  ferner  drei  Curven,  welche 
aüe  durch  die  drei  parallelen  Seiten  des  Quadru^U  A  reprSsentirt  werden. 
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e  Tafel  enthält  die  Figur  der  parabolischen  Serpentine  nicht;  man  br&ocht 
!  jedoch  in  Fig.  3  den  Pankt  B^  blos  ajmmetrisch   zur  Geraden   o,  festzo- 

letiea ,  om  sofort  die  gewünschte  Curvenform  zu  erhalten.  Die  Entstehung 
derselben  aus  der  Geraden  a^  und  einer  sie  reell  schneidenden  Parabel 
ist  evident:  Das  endliche  Stück  der  Geraden  vereinigt  sich  mit  dem  end- 
lieben  Parabelsegment  zum  Oval,  das  uDeodlicbe  GeradenstUck  mit  dem 
nach  dem  unendlichen  gehenden  Theile  der  Parabel  zum  parabolischen  Aste. 


d)  Mliptlsohe  Berpentine  mit  byperboliaohem  Oral. 

12,  Die  Lagenbeziehung  der  vier  Punkte  .4  nacb  (3)  ist  in  Taf.  VI  Pig.  4 
iur  Aoschannng  gebracht.  Alle  Curven  des  Büschels  gehen  mit  drei  reellen 
Punkten  ins  Unendliche.  Ist  der  Punkt  P^  wie  in  der  Conetruction  feat- 
gtsetit,  so  erkennt  man  aus  der  Bildung  der  Involutionen  an  den  Punkten 
.1  sorort,  daes  die  beiden  auf  u,  gelegenen  Punkte  .4  zum  Oval,  die  beiden 
suf  d,  liegenden  zum  Aste  gehören ,  und  dase  wir  daher  auf  den  schon  aus 
Fig.  2  bekannten  Fall  kommen.  Die  Quadrupel  A,  B.  C,  D  der  Curve 
Ciitve  nebst  Tangenten  sind  eingetragen,  die  Asymptote  der  Serpentine 
Bbenfalta;  es  erübrigt  zunHchst  die  Construction  der  beiden  anderen  Asym- 


Der  unendlich  fernen  Geraden  u  entspricht  nach  Abschnitt  I  ein  Kegel- 
nhnill  Ji'u,  welcher  nebst  den  drei  Punkten  B  die  aeehs  Mitten  der  be- 
peDiteo  Seiten  des  Quadrupels  A  oder  die  Mittelpunkte  der  sechs  Hyperbeln 
(ntliDt.  die  als  Beatandtheile  der  degeuerirten  Curven  dritter  Ordnung  auf- 
treten. Andererseits  werden  die  Asymptoten  sümmtlicher  Curven  dritter 
Ordnang  in  den  beiden  fraglichen  Richtungen  durch  die  Carven  selbst  in 
projectivische  Verbindung  gebracht,  aus  welcher  ein  Kegelschnitt  resultirt, 
der  nebst  den  beiden  unendlich  fernen  Funkten  mit  Ku  die  obigen  sechs 
Mitten  enthält,  also  mit  ihm  identisch  ist. 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  beider  Asymptoten  mit  üo,  so  bilden 
oEenbar  die  Punkte  üg  mit  den  Punkten  C^  auf  A'„  eine  quadratische  In- 
Toluüon.  für  welche  der  Mittelpunkt  M^  des  Kegelschnittes  A'^  der  Pol  ist. 
Sind  also  mit  Hilfe  des  Zirkels  aus  dem  Viereck  A  die  beiden  unendlich 
ferDen  Punkte  der  Curve  bestimmt,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  ^q  ein 
PuDJitC^  und  ein  zu  diesem  symmetrischer  Punkt  TJf,  bezüglich  des  Schnitt- 
puntlea  3f„  der  Verbindungslinien  der  Gegenseiten  mitten.  Der  Punkt  P,, 
ut  der  Schnittpunkt  der  verlangten  Asymptoten.  In  Fig.  1  ist  er  also  der 
öianetralpunkt  von  C,,  bezüglich  des  dem  Dreieck  der  drei  Punkte  B  um- 
dmebenen  Kreises.  Er  bleibt  also  reell  und  angebbar,  selbst  wenn  die 
Asymptotea  imaginSr  werden  sollten. 

Das  Entstehen  der  vorliegenden  Curve  aus  der  Geraden  o,  und  einer 
in  0,  orthogonal  symmetrischen  Hyperbel  von  den  nÄmlichen  Aaymptoten- 
richtoDgen  ist  aagenscheinlich.  Alle  Curven  des  Büschels  sind  zweitheilig; 
doch  bftt  mao  es  darcb  Wabi  des  Punktes  B^  in  der  HanA,  BTi^i-HaiaT  Äft% 
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Oval,  oder  die  Serpentine  mit  drei  reellen  Pankten  nach  dem  unendlichen 
gehen  zn  lassen.  Das  Schema  Fig.  4a,  welches  auf  bekannte  Weise  er- 
mittelt ist,  teigt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  zwei  Zonen  0  für  den 
Punkt  Bq  und  zwei  unendlich  ferne  reelle  Punkte  des  Ovals ,  ebenso  zwei 
Zonen  A  fOr  Bq  mit  drei  unendlich  fernen  reellen  Punkten  der  Serpentine. 
Wir  behandeln  jedoch  diesen  Fall  getrennt,  um  die  Figur  nicht  zu 
überladen.  Man  erkennt  aber  auch  die  Möglichkeit,  die  unter  c)  behan- 
delte Form  hier  auf^s  Neue  zu  wiederholen,  sobald  man  als  Richtung  Yon 
Bq  einen  der  beiden  unendlich  fernen  Grundpunkte  des  Btlschels  wühlt. 

6)  Hyi>erboli8che  Serpentine  mit  elliptiaohem  Oral. 

13.  Taf.  VI  Fig.5  enthält  die  vier  Punkte  A  nach  der  Lagenbeziehung  (3); 
nur  sind,  um  die  Constrnction  noch  einfacher  zu  gestalten,  zwei  Seiten 
a.,  Ok  parallel  angenommen,  so  dass  nebst  Bq  noch  ein  zweiter  Punkt  B 
seines  Quadrupels  im  unendlichen  liegt.  Dies  hat  zur  Folge,  dass  ein  Dia- 
gonalpunkt C  des  Quadrupels  B  die  dritte  Asjmptotenrichtnng  ist.  Die 
Asymptoten  der  beiden  Punkte  B  begegnen  sich  im  Punkte  Cq  der  Corve, 
welcher  so  gelegen  ist,  dass  die  Asymptote  in  B  in  der  Mitte  des  paral- 
lelen Seitenpaares  aiak  verläuft.  Die  Mitte  dieser  Seite  ist  der  Punkt  If«; 
somit  ist  auch  der  Punkt  Üq  und  damit  die  dritte  Asymptote  gegeben. 
Der  Verlauf  der  Curve  ist  nebst  den  Quadrupeln  A,  B  und  C  durch  Ver- 
bindung dieser  unter  einander,  d.  h.  durch  die  Paare  D  und  E  ersichtlich 
gemacht.  Aus  der  Lage  des  Punktes  ß^^  ist  sofort  erkennbar,  dass  die 
beiden  äusseren  Punkte  A  zum  Aste  gehören,  dass  also  dieser  mit  reellen 
Punkten  sich  ins  Unendliche  erstrecken  muss. 

Die  Entstehung  der  Curve  aus  der  Geraden  a^  und  einer  diese  Ge- 
rade reell  schneidenden  Hyperbel  iät  ersichtlich.  Das  begrenzte  Segment 
der  Geraden  vereinigt  sich  mit  dem  endlichen  Bogen  der  Hyperbel  zum 
Oval;  das  unendlich  grosse  Stück  bildet  nach  seiner  Vereinigung  mit  dem 
geschnittenen  Zweige  der  Hyperbel  den  hyperbolischen  Ast  der  Curve. 

Auch  dieses  Büschel  enthält  die  Formen  der  Curve  in  Fig.  4.  Lässt 
man  also  in  der  Wahl  von  Bq  unbeschränkte  Freiheit,  so  können  alle 
fünf  Hauptformen  der  zweitheiligen  Curven  aus  zwei  einzigen 
Configurationen  der  vier  Punkte  /i^  dem  überschlagenen  und  dem 
convexen  Viereck  abgeleitet  werden. 

B«  Eintheilige  Corven« 

14.  Die  Curven  dieser  Gruppe  wollten  wir  nach  dem  gemeinsamen 
Gesichtspunkte  zusammenfassen,  dass  für  sie  das  Quadrupel  A  aus  zwei 
reellen  Punkten  auf  der  Geraden  a^  und  zwei  conjugirt  imaginären  Punkten 
auf  a^  besteht.  Diese  Curven  haben  alle  die  Eigenschaft,  dass  das  Oval 
der  gweitheiligen  Curven  keine  reellen  Punkte  mehr  enthält,  so  dass  diese 

Carren  aas  einem  einzigen  Zuge,  der  ^r^ii\£i\i^  cA^x  4«Qi  Aat»  bestehen, 
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also  eintheilig  oder  eiuzUgig  sind.  Die  Zahl  der  mSglichea  Configuro- 
tionen  in  der  Lage  der  Punkte  j1  redncirt  sich  aaf  zwei,  je  nachdem  nSm- 
Hob  der  Punkt  ^  auf  a,  ioaerbalb  oder  uussertialb  des  Ponktepaaree  ^  liegt; 
rechnet  mau  dazu  nocb  den  Zwischenfall,  wo  der  eine  Pankt  A  ins  un- 
endliche rOckt,  so  werden  wir  im  Ganzen  drei  Fälle  zu  unterscheiden  haben, 
nelche  sieb  auch  nach  dem  Verbalten  /.am  UnündUcben  herleiten  lassen, 
nfimlicb  eine  reelle  und  zwei  conjugirt  imaginäre,  eine  reelle  and  : 
zusammen  Fallende  reelle,  endlicb  drei  reelle  getrennte  Asymptoten  rieh  tu  ngen. 

Denkt  man  sich  die  nicht  reellen  Seitenpaare  a,  txi,  oder  die  sie  ver- 
tretenden Involutionen  an  den  reellen  Punkten  A  nach  demselben  Punkt« 
eines  Uilfskreises  verschoben,  so  begegnen  sie  diesem  in  nicht  reellen 
Punktepaaren  auf  reellen  Geraden  p,  und  p, .  Von  den  Perapectivcentren 
P^  nnd  /*,  dieser  Involutionen  liegt  nothwendig  eines  im  Innern,  das  andere 
ansserbalb  des  Uilfskreines,  je  nach  dem  entgegengesetzten  oder  gleichen 
Sinne  beider  Involutionen. 

Dieser  Sinn  hängt  aber  davon  ab ,  ob  a,  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Paares  A  verl&uft.  Im  ersten  Falle  liegt  t\  im  Innern  und  die  Involution 
auf  dem  Hilfskreise  ist  elliptisch,  die  Curve  besitzt  nur  eine  reelle  Asyro- 
[itote;  im  zweiten  Falle  ist  /'^  ausserhalb;  die  Involotion  ist  hyperbolisch, 
die  Cnrve  geht  nach  drei  reellen  Richtungen  durch 's  unendliche. 

Da  die  Formen  der  Curve  im  Wesentlichen  schon  in  der  vorher- 
gehenden enthalten  sind,  so  betrachten  wir  nur  den  ersten  Fall  etwas 
nÄher. 

ft)  Clroulare  Serpeittme. 
.  Taf.  VII  Fig.  6  das  Kreis  punkte  paar  zum  unendlich 
I  der  Curve,  wenn  wir  die  elliptische  Involotion  auf  o, 
a  Kreis  im  BUschel  ezistirt,  der  in  Verbindung  mit  a^ 
als  Curve  dritter  Ordnung  aufgefasst  werden  kann.  Es  genügt  zu  diesem 
Zwecke,  die  Schnittpunkte  des  Kreises  Über  dem  reellen  Punktepaare  A  als 
Durchmesser  mit  o,  als  Paar  XX',  dazn  das  Paar  YY'  etwa  wie  in  der 
Figur  anzunehmen,  so  iHsst  sich  sofort  die  Verbindungslinie  6  der  nicht 
reellen  Punkle  ß  der  Cnrve  angeben. 

15.  Wir  haben  vorerst  noch  zu  zeigen,  wie  in  diesem  Falle  die  Con- 
stmction  entsprechender  Punkte  nach  der  Steiner'schen  Verwandtschaft 
praktisch  am  bequemsten  ausgeführt  wird.  Jedem  Punkte  einer  Geraden 
durch  den  reellen  Punkt  H  entspricht  ein  Punkt  auf  der  symmetrischen 
Geraden  zn  dieser  bezüglich  der  Geraden  o^.  Entsprechende  Punkte  be- 
schreiben auf  dieser  Geraden  proj  ecti  visehe  Punktreihen,  fUr  welche 
die  Gerade  b  die  Perspectivaie  t"  ist.  Kennt  man  also  jedesmal  noch  ein 
Paar  entsprechender  Punkte,  so  ist  die  Projectivität  bestimmt.  In  unserem 
Falle  nun  entspricht  der  unendlich  fernen  Geraden  U  der  durch  die  drei 
Punkte  /*  gehende  reelle  Kreis  A'^,  der  sofort  angegeben  werden  kann- 
Dem  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  Geraden  entepiicbt  eom\^  ä%T  iv«\\fe 


Wir  machen 
fernen  Punktepaa) 
so  wählen,  das»  i 
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Schnittpunkt   der  andern   mit  diesem  Kreise;    dieses  Paar  verrollstfaidigt 
jeweilen  die  Projectivitttt. 

Ist  also  der  Punkt  ^o  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  festgesetzt, 
so  erhttlt  man  sofort  den  Punkt  Cq,  somit  die  reelle  Asymptote.  Ausser 
diesem  Punkte  ezistirt  noch  ein  weiterer  reeller  Diagonalpunkt  C  des  Qua- 
drupels B,  sowie  zwei  nicht  reelle  Punkte  C  auf  der  reellen  Geraden  e, 
welche  durch  die  Paare  XX\  TT'  der  Involution  auf  dieser  Geraden  yer- 
treten  sind;  aus  diesen  Punkten  ergiebt  sich  das  Quadrupel  D  u.  s.  f.  Die 
Construction  verläuft  wie  bei  Taf.  VI  Fig.  1,  sie  erleidet  blos  eine  einfache 
Erweiterung  durch  die  Bestimmung  der  reellen  Verbindungslinie  der  nicht 
reellen  Punkte  jedes  Quadrupels. 

Durch  die  beiden  parallelen  Tangenten  wird  die  Ebene  jetzt  in  zwei 
Schichten  getheilt;  jeder  Strahl  durch  Bq  in  der  einen  Schicht  begegnet 
der  Curve  in  zwei  reellen,  in  der  andern  Schicht  in  zwei  nicht  reellen 
Punkten,  so  dass  die  Curve  aus  einem  einzigen  zusammenhängenden,  in 
sich  geschlossenen  Zuge  besteht.  Jedes  Quadrupel  A,  B,  C,  ...  besteht  aus 
zwei  reellen  und  zwei  conjugirt  imaginären  Punkten  auf  einer  reellen  Geraden, 
was  sowohl  aus  der  Bildung  der  Involutionen  an  den  Punkten  B  und^^i  ^^^ 
auch  aus  dem  Satze  über  die  Verbindung  irgend  zweier  Quadrupel  hervor- 
geht. Aus  jedem  Punkte  der  Curve  gehen  demnach  auch  zwei 
reelle  und  zwei  conjugirt  imaginäre  Tangenten  an  diese. 

Mit  Hilfe  des  erwähnten  Satzes  sind  auch  rasch  beliebig  viele  weitere 
Punktepaare  der  Curve  zu  finden.  Wir  wollen  anmerken,  dass  bei  der 
Construction  der  Tangente  in  den  Punkten  mit  dem  Index  Null  (C^  in  Fig.  6) 
diese  als  entsprechender  Strahl  zur  Verbindungsgeraden  mit  dem  zweiten 
reellen  Punkte  seines  Quadrupels  bequem  erhalten  wird. 

Fällt  Bq  mit  der  Richtung  von  o^  zusammen,  so  besteht  die  Curve  aus 
dieser  Geraden  und  einem  sie  reell  schneidenden  Kreise;  fällt  Bq  dagegen 
mit  der  Richtung  von  Oj  zusammen,  so  wird  der  ergänzende  Kreis  rein 
imaginär.  In  diesem  Falle  kann  also  die  Curve  aus  der  Verschmelzung 
einer  reellen  Geraden  mit  Partien  eines  reellen,  wie  eines  imaginären  Kreises 
entstanden  gedacht  werden. 

b)  Farabolisohe  Serpentine. 

Diese  entsteht  aus  der  vorhergehenden  Disposition  dadurch,  dass  der 
eine  Punkt  J.  ins  Unendliche  rückt;  die  Construction  zeigt  keinerlei  wesent- 
liche Aenderung. 

o)  Hyperboliflohe  Serpentine. 

Die  Disposition  für  diese  Curve  entspricht  der  Lagenbeziehung  (2)  der 
vier  Punkte  Ä]  die  Verbindungslinie  o,  verläuft  ausserhalb  des  reellen 
Paares  Ä  auf  a^.  Die  Curve  kann  auch  dadurch  entstanden  gedacht  werden, 
dass  man  das  Oval  in  Taf.  VI  Fig.  5  verschwinden  lässt 


Bevor  jedoch  das  Oval  von  endlicher  und  reeller  ÄaBdehniuig  imaginSr 
«iid,  xieht  es  »ich  aaf  einen  Punkt  zusammeD,  den  wir  als  aingulSren 
Punkt  der  Curre  tu  bezeichnen  haben.  Die  Curve  wird  in  diesem  Falle 
ttoe  rationale  Curve,  welche  als  üebergaDgefonnen  der  zwei-  und  eiu- 
iheiligcn  Curven  aufgefasst  werden  können  and  aus  den  Degeneration sformen 
i)ee  Quadrupels  A  hervorgehen. 


C.  Rati«nale  Curven. 

16,  Die  Formen  dieser  Curven  unterscheiden  eich  erstens  nach  der  Art 
ibrer  Siogularitat  in  Formen  mit  isolirtem  Doppelpunkte,  Spitie  und 
Knoten,  je  nach  der  Reulität  der  Taugenten  im  singulSreu  Punkte;  zweitens 
null  iler  Natur  der  uuendlich  fernen  Puukte  und  drittens  nach  der  Be- 
ii«hong  des  siugulären  Punktes  zum  Ucendlichfenien,  falls  dieser  selbst 
dortbin  »erlegt  wird.  Die  Ziihl  der  möglichen  FBlIe  wird  dadurch  erheblich 
gmUiigeit,  ohne  dasd  dabei  eine  bestimmte  Anzahl  von  solchen  Modifica- 
tionen  als  massgebend  angesehen  wird.  Wir  cunstruiren  blos  die  drei 
Haupttypen  dieser  Curven;  in  Verbindung  mit  dem  Vorausgegangenen  hat 
m  keine  Schwierigkeit,  weitere  Gestalten  abzuleiten,  so  lange  die  Wende- 
punkte nicht  ausgezeichnet  werden  sollen,  auf  welche  wir  hier  im  AU- 
gemeineo  keine  RDcksicbt  nehmen, 

a)  Der  ieollrte  Doppelpunkt. 

Wir  scbliessen  die  Construction  an  den  Fall  von  Taf.  VI  Fig.  5  mit  drei 
reellen  nneodlich  fernen  Punkten.  Seien  also  in  Taf.  Vll  Fig.  7  die  beiden 
getrennten  Punkte  A  und  zwei  in  einen  Punkt  J  zusammengefallene  Punkte  .4 
gegeben,  so  enthält  dieser  Punkt  auch  zugleich  zwei  Punkte  B,  indessen 
der  dritte  Punkt  B  auf  der  Geraden  a^  willkürlich,  wir  wollen  sagen,  im 
Cnendlichen  festgelegt  wird.  Wenn  auch  die  beiden  Punkte  B  in  J  zu- 
iunmenfallen ,  so  ist  doch  ihre  Verbindungsliuie  eine  wohlbestimmte  Gerade, 
welche  in  Fig.  7  nach  der  Mitte  des  Puuktepaares  Ä  geben  muss,  da  sie 
durah  das  Paar  A  harmonisch  von  B  getrennt  wird.  Setzen  wir  jetzt,  analog 
•ie  in  Fig.  5,  den  Punkt  B^y  fest,  so  ist  SS„  die  unendlich  ferne  Gerade 
lud  begegnet  der  vorhin  genannten  Verbindungsgeraden  des  zusammenfal- 
lendea  Paares  B  im  dritten  reellen  unendlich  fernen  Punkte  C  der  Curve. 
MuL  bemerkt,  dase  von  den  vier  Tangenten  aus  B,f  zwei  dnrch  den  singu- 
llitn  Pnnkt  gehen,  so  dass  nur  noch  zwei  eigentliche  Tangenten  an  die 
Cum  übrig  bleiben. 

Verbindet  man  im  Weiteru  den  Punkt  Bq  mit  J,  so  enthält  der  vierte 
barmonische  zu  diesem  Strahl  bezüglich  der  beiden  Linien  a  den  Punkt  C,,-, 
übeDM)  ist  die  vierte  harmonische  Gerade  zur  unendlich  fernen  bezüglich  der 
Wen  parallelen  Seiten  a  durch  den  Punkt  B  im  Cnendlichen  eine  Gerade 
durch  C^  und  zugleich  Tangente  in  B,  oder  die  eine  Asymptote.  Die  an- 
^  iit  die  Linie  B^  C^,  die  dritte  g'eht  durch  den  PüiiVt  U^  tumA»  G.  ^ 
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beiden  anderen  Punkte  C  des  Quadrapeb  sind  als  DiagonaJ punkte  des  Qua- 
drupels B  wieder  in  /  vereinigt,  aber  mit  einer  ganz  beGtitnmten  Verbin- 
dungslinie, der  vierten  harmonischen  Geraden  zur  Richtung  C  beztlglicb  der 
beiden  Seiten  des  Quadrupels  B  am  Punkte  J.  Durch  Fortsetzung  dea  Ver- 
fahrens ist  da»  Paar  D^D  der  Figur  und  durch  Verbindung  der  Quadrupel 
daa  Paar  E  angegeben. 

17.  Uemnacb  bleibt  die  Construction  im  Wesentlichen  bestehen.  Der 
:jinguUre  Punkt  absorbirt  von  jedem  Quadrupel  zwei  Punkte 
und  zwei  Tangenten,  so  dass  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  der  Cuttb 
ihm  in  zwei  /.usauimen  lallenden  Punkten  begegnet.  Er  ist  also  ein  von  der 
Curve  losgelöster  oder  isolirter  Doppelpunkt  Da  von  jedem  Fiiare  erzeu- 
gender Involutionen  der  eine  Strahl  stets  durch  den  singulJlren  Punkt  geht 
und  andererseits  jeder  Punkt  mit  dem  Doppelpunkte  Fundamentalpunkt  sein 
kann,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Curve  entsteht  unendlich  oft  als  Erzengniss  aus  oiner 
quadratischen  Strableninvolution  am  Doppelpunkte  mit  einem 
dazu  projectivischen  StrahlbUschel. 

Das  allen  Involutionen  gemeinsame  Paar  ist  das  Paar  der  Tangen- 
ten der  Ciirve  im  Doppelpunkte  oder  da«  Doppelelementen  paar  der  luvo- 
lutiou  nach  allen  Puuktepoaren  A,  B,  C,  ...  In  der  That  bilden  die  dem 
Punkte  ,/  benachbarten  Punkte  der  Curve  zusammen  ein  Punktepaar.  Die 
Involution  in  Fig.  7  tat  elliptisch,  der  Doppelpunkt  besitzt  keine  reellen 
Nach  barpunkte. 

Alle  Curven  des  Büschels  haben  in  J  vier  gemeinsame  Basispunkte. 
gehen  durch  die  beiden  Punkte  .4,  durch  den  Punkt  C  und  haben  nach  B 
eine  gemeinscbattliche  Asymptote.  Die  Cnrve  entsteht  als  Verallgemeine- 
rung der  Form  aus  einer  Hyperbel  nebst  Tangente  in  A;  der  Berüh- 
rungspunkt bleibt  Doppelpunkt;  Gerade  und  Hyperbel  fliessen  zum  hyper- 
bolischen Aste  zusammen. 

Aber  nicht  alle  Curven  des  BtUchela  zeigen  diese  Form  der  Singu- 
laritüt;  sobald  nämlich  die  Lage  von  £„  so  gewählt  wird,  dass  das  Paar 
BBf,  durch  das  Paar  J  von  y  aus  gesehen  nicht  mehr  getrennt  wird,  sind 
die  Tangenten  im  Doppelpuukte  reell;  der  singulKre  Puukt  wird  ein  eigent- 
licher Doppelpunkt  der  Curve  oder  ein  Knotenpunkt,  durch  den  die 
Curve  in  ihrem   Verlaufe  wirklich  zweimal  hindurchgeht. 

Wir  können  diese  Gestalt  der  Curve  aber  auch  ausgehend  von  Taf.  VI 
Fig.  1  erreichen,  indem  wir  dort  die  beiden  Punkte  A  auf  der  Linie  o^ 
zusammenfallen  lassen. 

b)  Der  Knotenpunkt. 

18.  Wir  verlegen  also  in  Taf.  VII  Fig.  8  den  Doppelpunkt  A'  auf  den 
aber  dem  Paare   A  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis,   den  Punkt  B  in 

r  FnsspuDbt  den  Perpendikels  von  diesem  awE  Oj,  also  die  Verbindaj 
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linie  des  zusammenfallenden  Paares  B  als  vierten  harmonischen  zu  diesem 
Perpendikel  bezflglich  des  rechten  Winkels  der  Seiten  a.  Die  Involution 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  rechtwinklig;  die  Curve  ist  circular. 
entsieht  aus  einem  Kreise  nebst  vertikaler  Tangente  als  Grundform 
und  zeigt  unter  genau  denselben  Constructionsbedingungen  wie  im  vorigen 
Falle  eine  Strahleninvolution  am  singulären  Punkte  D  nach  den  Paaren 
conjugirter  Punkte  AA^^  BB^^  CC^^  ...,  die  hyperbolisch  ist,  also  mit 
reellen  Tangenten  im  Doppelpunkte.  Von  jedem  Punktepaare  liegt  ein 
Punkt  auf  dem  Aste  und  einer  auf  der  Schleife;  von  Punkten  des  Astes 
aus  gehen  zwei  stets  reelle,  von  Punkten  der  Schleife  aus  zwei  stets  ima- 
ginftre  Tangenten  an  die  Curve,  ganz  in  Analogie  mit  dem  allgemeinen 
Falle  der  Fig.  1,  aus  dem  diese  specielle  entstanden. 

In  diesem,  wie  im  vorigen  Falle  bildet  der  singulSre  Punkt 
das  Paar  vereinigter  Doppelelemente  der  Involution  conjugir- 
ter Punktepaare  auf  der  Curve. 

o)  Der  Küokkehrpunkt. 

19.  Fällt  endlich  in  den  singulären  Punkt  ein  dritter  Punkt  A^  so  ist 
das  bis  jetzt  angewandte  Verfahren  nicht  mehr  möglich,  weil  die  noth wen- 
digen Bestimmungselemente  unbestimmt  werden.  Wir  gelangen  aber  zu 
dieser  neuen  Gestalt  der  Curve,  wenn  wir  im  Anschluss  an  die  beiden 
vorigen  Fälle  die  entsprechende  Modification  für  die  Involution  am  singu- 
lären Punkte  und  das  erzeugende  Strahlbüschel  eintreten  lassen.  Wenn  drei 
Punkte  jedes  Quadrupels  nach  dem  singulären  Punkte  fallen,  so  ist  die 
Involution  nach  conjugirten  Punktepaaren  eine  parabolische,  die  Tangenten 
im  Doppelpunkte  vereinigen  sich,  die  Schleife  wird  unendlich  klein  und 
wir  haben  die  Erscheinung  einer  Spitze  oder  eines  Rückkehrpunktes. 
Diese  Singularität  tritt  ein,  wenn  man  dem  gemeinsamen  Strahl  vom  Bü- 
schel und  der  Involution  am  singulären  Punkte  ein  Doppelelement  der  Invo- 
lution entsprechen  lässt. 

In  Taf.  VII  Fig.  9  ist  ein  Durchmesser  des  Hilfskreises  H  als  Linie  a^ , 
and  der  eine  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  als  singulärer  Punkt  R  gewählt. 
Die  vertikale  Tangente  des  Kreises  in  R  wird  Rückkehrtangente  und  die 
Carve  zugleich  circular,  wenn  der  Pol  P  der  quadratischen  Strahleninvo- 
lotion  auf  dieser  Tangente  unendlich  fem  und  zugleich  der  Punkt  Bq  als 
Scheitel  des  projectivischen  Strahlbüschels  gewählt  wird.  In  Fig.  9  wurde 
apedell  die  Richtung  RB^  als  um  60^  gegen  a^  gedreht  festgesetzt.  Die 
Strahlbüschel  am  Pole  P  und  am  Punkte  ß^  sind  zufolge  der  Anordnung  per- 
spectiTiSch ,  mit  einer  durch  den  Punkt  R  gehenden  Perspectivaxe  />,  die  wir 
unter  30^  gegen  a^  geneigt  annehmen  wollen. 

Durch  diese  Festsetzung  sind  wir  im  Stande,  auf  dem  durch  B^  gehenden 
Strahl  sofort  die  beiden   Schnittponkte  mit  der  Curve  ^  m^V^^^oti^^x^  ^«cs. 


Pankt  Ä  auf  a,  und  die  reelle  Asymptote  der  Cnrve  atiEugeben.  Da  R  drei 
Pankte  jedes  Quadrcpels  abaorbirt,  so  geht  ans  jedem  Punkte  X^  der 
Curve  nur  Doch  eine  Tangente  an  diese.  Idt  X  der  BerQhruDgs- 
puokt,  SD  bestimmt  jedes  Paar  XX^,  aus  R  auf  den  Uitfskreis  projicirt,  eio 
Paar  entsprechender  Punkte  einer  Projectivität,  fttr  welche  R  das  eine 
Doppele  lernen  t  sein  wird.  Die  drei  Punkte  A^  B^,  C„  der  Figur  liefern  zwei 
weitere  Paare  dieser  ProjectivitKt  mit  einer  Perspectivaie  p ',  die  noth- 
wendig  mit  p  identisch  wird. 

Dem  Schnittpunkte  der  Perspectivaie  mit  dem  Hilfakreise  entspricht 
das  zweite  Doppelelement,  und  da  dieser  Punkt  sugleicb  ein  Punkt  der 
Curve,  so  ist  er  der  einzige  stets  reelle  Wendepunkt   W  der  Curre. 

Mit  Hilfe  der  Projectivilöt  construirt  man  in  jedem  Punkte  X  der 
Curve  durch  Construction  des  Tangen Ualpunktes  X«  die  Tangente,  und  au» 
jedem  Punkte  X^  durch  Construction  des  entsprechenden  Punktes  X  die 
von  ihm  ausgehende  Tangente.  Aus  der  Construction  entsprechender  Punkte 
mit  Hilfe  des  Paares  XX'  auf  dem  Hilfakreise  und  der  Axe  p"  ist  ersicht- 
lich, dass,  wenn  im  einem  Punkte  fortlaufend  der  entsp  reeben  de  bestimmt 
wird,  diese  Punkte  abwechselnd  zu  beiden  Seiten  des  Wendepunktes 
W  und  des  Rückkehrpunktes  R  liegen. 

Ein  Polygon  der  Curve,  dessen  Ecken  somit  eine  Folge  von 
Tangentialpunkten  bilden,  schliesutBich  niemals,  vielmehr  nähert 
sich  bei  VnrwiLrtsconstruction  der  Berührungspunkt  unbegrenzt  dem  Wende- 
punkte, hei  ROckwBrtsconstroction  der  Tangen tialpunkt  unbegrenzt^  dem 
BUckkebrpunkte. 

20.  Die  vorliegende  Curve  dritter  Ordnung  ist  zugleich  dritter  Classe 
und  es  entispringt  somit  eine  zweite  Coustruction  derselben  als  Tangen- 
tengebilde,  welche  der  vorigen  in  allen  Punkten  dual  gegen Qbersteht 
Bringt  man  nSmlicb  die  Involution  am  Riickkehrpunkte  speciell  mit  dem 
S trab lenbu seh el  am  Wendepunkte  in  Verbindung,  so  begegnen  sich  die 
Tangenten  in  je  zwei  Punkten  AA^,  BB^,  ...  auf  einem  solchen  Strahl  in 
einem  Punkte  der  Rück  kehr  taugen  te ,  denn  diese  ist  die  harmonische 
Polare  des  Wendepuuktes.  Wendepunkt  und  RUckkehrtangente,  Rückkehr- 
punkt  und  Wendetangente  stehen  sich  dual  gegenüber;  als  C lasse ngebilde 
entsteht  die  Curve  somit  aus  der  projectivischen  Verbindung  einer  Punkt- 
reihe auf  der  Rück  kehr  tan  genta  mit  einer  Puuktinvolutiou  auf  der  Wende- 
tangente,  derart,  dass  dem  gemeinsamen  Punkte  beider  TrSger  ein  Doppet- 
element,  der  Wendepunkt,  entspricht, 

22.  Aber  auch  noch  in  anderer  Weise  ist  eine  bequeme  Tangentencon- 
structiou  in  den  gefundenen  Punkten  möglich.  Jeder  Strahl  durch  den 
Wenöepankt  begegnet   der   harmonischen  Polaren    in    einem  Punkte  P,   die 

en   ScbnittpanVlen   iieaet  Geii]A«Ti  m  wiiem  P\iii.tt«  P*!— 
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'  -^.  -»^  <*  ^•. " 


entsprechende  Paare  PP'  bilden  auf  dieser  Geraden  eine  Projectivität,  für 
welche  der  Bückkehrpunkt  R  das  eine,  der  Schnitt  S  mit  der  Wendetan- 
gente das  andere  Doppelelement  ist.     Dieser  Schnittpunkt  S  ist  unendlich 

P'R 
fem,  so  dass  stets  die  Relation  -^-^  =  ctmst.  besteht. 

Alle  diese  dualen  Eigenschaften  werden  in  einfacher  Weise  erklärt  und 
aasgesprochen  durch  den  Satz ,  den  wir  an  den  Schluss  unserer  Betrachtung 
stellen  wollen:  Die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt 
ist  eine  sich  selbst  entsprechende  in  jedem  Polarsjstem, 
welches  das  Dreieck  RWS  als  Tripel  harmonischer  Pole,  und 
einen  Punkt  der  Curve  nebst  einer  Tangente  als  Paar  ent- 
sprechender Elemente  besitzt. 

Zfirich,  August  1890. 


XL 

Praktische  Methode  zur  Berechnung  der  reellen  Wurzehi 

reeller  algebraischer  oder  transcendenter  numerischer 

Oleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke, 

Professor  a.  d.  techn.  Hoobiohale  sn  Darmstadt. 


Im  Grunde  genommen  kann  die  hier  mitgetheilte  Methode  sowohl  deir 
Regula  falsi,  als  auch  der  sogenannten  New  tonischen  Näherungsmethode 
untergeordnet  werden;  sie  bildet  davon  gewissermassen  eine  besondere,  darcki 
das  Vorhandensein   der  Logarithmentafeln  und  anderer  numerischer  Tafeln 
ermöglichte    AusfQbrungsform.      Theoretikern    wird    dieselbe   kaum    etwas 
Bemerkenswerthes  darbieten;  wer  aber  nicht  in  der  glücklichen  Lage  tst, 
sich   mit  dem   Aufgelöst  denken    numerischer  Gleichungen  begnügen   xu 
können,    wird   meine   Mittheilungen   zu  schätzen   wissen,     um   Diejenigen, 
welche  von  der  fraglichen  Methode  Gebrauch  machen  wollen ,  nicht  unnötbig 
aufzuhalten,   habe   ich   die  geschichtlichen  Nachweise   auf  den  Schluss  auf- 
gespart.    Wie   in  einem  späteren  Aufsatze  gezeigt  werden  wird,   kann  das 
Verfahren    mit  Leichtigkeit   auf   mehrere  Gleichungen   mit   mehreren   un- 
bekannten ausgedehnt  werden. 


§  1.    Ornndgedanken. 

Es  werde  angenommen,  dass  die  reellen  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  bereits  auf  irgend  eine  Art,  am  besten  durch  graphische  Auf- 
lösung,"^ näherungsweise  bestimmt  worden  seien,  dass  man  auch  im  Falle 
mehrfacher  Wurzeln  Gleichungen  aufgestellt  habe,  von  denen  sie  nur  noch, 
einfache  Wurzeln  sind.  Die  gegebene  Gleichung  oder  auch  eine  durch 
irgendwelche  Transformation  daraus  abgeleitete  sei  F{x)=0^  wobei  x  ent- 
weder die  ursprüngliche  Unbekannte,   oder  auch  irgend  eine  F\inction  deir 

*  Al^  HAannders  praktisch  ist  die  logarithmisch -graphische  Methode  zu  em 
pfeble  renieur  1889,  Bd.  XXX\  S.^n. 
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gdben ,  z.  B.  ihren  gewöhnlichen  Logarithmus ,  bezeichnen  kann.  Berechnet 
joio  die  linke  Seite  obiger  Gleichung  für  einen  Näherungswerth  x^^  derjenigen 
Wurzel,  die  man  genauer  zu  bestimmen  wünscht,  so  wird  das  Ergebniss 
eine  im  Allgemeinen  Ton  Null  verschiedene  Grösse  F{xq)  =  R  sein.  Es  bildet 
eine  fOr  das  Folgende  wesentliche  Voraussetzung ,  dass  bei  dieser  Berechnung 
geeignete  numerische  Tafeln  in  Anwendung  gebracht  werden.  Nun  haben 
unsere  Tafeln  mit  einem  Eingange,  d.  h.  zur  Darstellung  von  Functionen 
einer  VerSnderlichen ,  eine  solche  Einrichtung,  dass  zwischen  zwei  benach- 
barten Tafelwerthen  der  Zuwachs  der  Function  dem  Zuwachse  des  Argu- 
mentes proportional  gesetzt  werden  kann.  Nimmt  man  also  an^  es  wachse 
x^  um  einen  kleinen  Betrag  6,  so  kann  man  durch  Anwendung  der 
üblichen  Interpolationsmethode  Schritt  für  Schritt  die  Aenderungen  be- 
rechnen, welche  infolge  dessen  jedes  einzelne  Glied  von  F  und  damit 
auch  F{Xq)  erfährt,  und  zwar  werden  alle  diese  Aenderungen  ö  propor- 
tional sein.  Es  bildet  das  eine  meist  unbedeutende  Nebenrechnung,  die 
zweckmSssig  mit  der  Berechnung  von  F(Xq)  unmittelbar  verbunden  wird. 
Bezeichnet  S.ö  die  in  Rede  stehende  Aenderung  von  F{Xq)==R^  so  muss 
(Ä+S.^)  verschwinden,  wenn  (Xq  +  ö)  eine  Wurzel  von  F{x)  =  0  sein  soll. 
Folglich  ist 

S 

eine  Verbesserung  von  Xq.  Wiederholt  man  das  ganze  Verfahren,  indem  man 
s^attX0  den  verbesserten  Werth  (Xq  +  ö)  einführt,  so  erhält  man  einen  noch 
genaueren  Werth.  In  der  Regel  braucht  bei  dieser  Wiederholung  der  Rechnung 
nnd  den  etwa  noch  folgenden  der  Coefficient  von  8  nicht  von  Neuem  be- 
ttimoit  zu  werden.  Es  würde  sich  nämlich  derselbe  gleich  S  oder  als  nicht 
wesentlich  davon  verschieden  herausstellen,  denn  je  näher  x^  schon  dem 
wahren  Wurzel werthe  x  kommt,  um  so  weniger  unterscheidet  sich  offenbar 
5  von  F\x),  Darin  liegt  ein  besonderer  Vortheil  der  Methode;  man  hat 
80  fast  nur  die  Hälfte  der  Arbeit  zu  verrichten,  die  erforderlich  wäre,  wenn 
num  die  Regula  falsi  in  der  üblichen  Form  anwendete.  Der  sogenannten 
Newton'schen  Methode  gegenüber  besteht  insofern  ein  Unterschied,  als  die 
Berechnung  der  Ableitung  F*  {x)  nicht  nach  den  Regeln  der  Differential- 
rechnung, sondern  empirisch  unter  Benützung  der  numerischen  Tafeln  erfolgt. 


§  2.  Vorlftnfiges  Beispiel. 

a?^=100. 

(S.Heis,  Sammlang  von  Beiepielen  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen  Arithmetik 

und  Algebra,  VII,  §  106,  la.) 

Zeichnet  man  die  Curve  zur  Gleichung 
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bei  einer  Längeneinheit  von  etwa  2  mm,  und  schneidet  sie  durch  die  Ge- 
rade y=100y  so  findet  sich  ein  Schnittpunkt  mit  der  Abscisse  3fi.  Dem- 
nach besitzt  obige  Gleichung  eine  einzige  positive  reelle  Wurzel  [vom  un- 
gefähren Betrage  3,6. 

Man  bringe  die  gegebene  Gleichung  durch  zweimaliges  Logarithmiren 

auf  die  Form :  ,.77  ,0 

log  X  +  loglog  x^  log  2 

logx  +  hglogx  +  c  =  0 , 

^^  c  =  9,6989700  - 10. 

Da  auf  zwei  Stellen  genau  2o^3,6  =  0,ö6  ist,  so  wird  man  mit  diesem 
angenäherten  Werthe  von  logx  die  Rechnung  beginnen.  Es  empfiehlt  sich, 
beim  ersten  Gange  mit  drei  Stellen ,  beim  zweiten  mit  fünf  und  schliesslich, 
wenn  noch  grössere  Genauigkeit  gefordert  ist,  mit  sieben  Stellen  zu  rechnen. 
Selbstverständlich  wird  hierbei  die  Constante  c  jedesmal  auf  die  betreffende 
Anzahl  von  Stellen  abgerundet.  Bei  der  Berechnung  des  Coefficienten  8 
kann  man  sich  ö  als  Anzahl  von  Einheiten  der  letzten  Stelle  denken.  Um 
S  möglichst  genau  zu  erhalten,  thut  man  gut,  schon  beim  ersten  Gkmge 
eine  siebenstellige  Logarithmentafel  zu  benutzen. 

Ausrechnung. 


logx  = 

loglog  x=^ 

c  = 


1.  Gang 


0,56 

9,748-10 

9,699-10 


Id 

0.786 


2.  Gang 


3.  Gang 


0,556  0,55598 

9,74507  -  10  i  9,7450592  - 10 
9,69897  - 10  1  9,6989700  - 10 


8  = 
6  = 


0,007 

0,007 
1,78 

=  -0,004 


1,78  dl  0,00004 

1,78 

0,00004 
1,78 

=  -0,00002 


0,0000092 

0,0000092 
1,78 

=  -0,0(X)00517 


Ergebniss:    Zo^rc  =  0,55597483,  rr  =  3,597285. 


Es  ist  zwar,  wie  nicht  anders  erwartet  werden  kann,  die  achte  Deci- 
male  von  logx  nicht  mehr  richtig,  denn  wenn  man  mit  elfstelligen  Loga- 
rithmen* die  Rechnung  weiterführt,  ergiebt  sich  ^«  =  0,55597484962. 
Trotzdem  wäre  es  ungerechtfertigt,  dieselbe  ganz  zu  verwerfen,  da  sie  den 
Zahlenwerth  von  x  genauer  finden  lässt,  als  es  beim  Abrunden  von  hgx 
auf  sieben  Decimalen  möglich  wäre.     Für  Zo^a;  =  0,5559748   würde  man 


*  Anton  Steinhäuser,  Hilfstafeln  zur  Berechnung  el&telliger  Logarithmen. 
Wien,  1867. 
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niiiilich  «=3  3,597284  erhalten,  während  der  genaue,  auf  zehn  Ziffern  ab- 
genmdete  Werth  3,597285024  ist. 

--  §  3.  Berechnung  von  F{x). 

Ein  besonders  wichtiger  Pankt,  dem  der  Rechner  die  grösste  Anfmerk- 
saokeit  widmen  wird,  ist  die  Berechnungsweise  der  Function  F{x),  Man 
moss  diese  so  vortheilhaft  als  möglich  einzurichten  suchen ,  indem  man  von 
allen  sich  darbietenden  Hilfsmitteln,  namentlich  von  gewöhnlichen  Loga- 
rithmen und  den  sogenannten  Qauss'schen  oder  Additionslogarithmen,  aus- 
gedehnten Gebrauch  macht.  Das  in  §  2  gebrachte  Beispiel  und  die  später 
noch  Yorzuführenden  können  in  dieser  Beziehung  manchen  Anhaltspunkt 
geben.  Es  sind  oft  zahlreiche  Wege  möglich ,  auch  lässt  sich  nicht  immer 
mit  Bestimmtheit  sagen,  welches  der  zweckmässigste  sei,  denn  es  spielt 
hierbei  die  Oewohnheit  des  Rechners  eine  Rolle  und  es  kann  durch  eine 
Verbesserung  in  der  Einrichtung  einer  Tafel  oder  durch  das  Erscheinen 
einer  neuen  die  Sachlage  geändert  werden. 

In  den  meisten  Fällen  wird  es  sich  empfehlen,  beim  Einsetzen  der 
NShemngswerthe  in  F(x)  die  einzelnen  Glieder  logarithmisch  zu  berechnen. 
Die  Addition  bez.  Subtraction  der  Glieder  kann  alsdann  entweder  auf  ge- 
wöhnliche Weise,  oder  aber  mit  Hilfe  der  Gauss'schen  Logarithmen  ge. 
schehen,  Letzteres  etwa  in  der  Art,  wie  es  in  §  4  gezeigt  werden  wird. 

Handelt  es  sich  upi  eine  negative  Wurzel,  so  wird  man  zweckmässig 
an  Stelle  der  ursprünglichen  Gleichung  diejenige  setzen,  welche  durch  Yer- 
wandlnng  von  x  m  —x  aus  ihr  hervorgeht,  und  nun  wie  bei  einer  posi- 
ti?en  Wurzel  verfahren. 

§4.  Die  logarithmucha  Methode  bei  Anwendung  der  Additions- 

logarithmen. 

Man  trenne  in  der  gegebenen  Gleichung  die  positiven  und  negativen 
Glieder  von  einander,  so  dass  die  Form 

f(x)  =  fix) 

hergestellt   wird,    wo    beide   Seiten   nur   aus   positiven   Gliedern   bestehen. 
Hierauf  nehme  man  den  Logarithmus  und  bringe  wieder  auf  Null : 

1)  hgf{x)-logm  =  0. 
Sei 

2)  f{x)=P+P,  +  ..^+PM. 

Es  besteht  die  Voraussetzung,  dass  für  die  einzelnen  Glieder  die  loga- 
rithmische  Berechnung  gewählt  worden  sei.  Da  logf(x)  verlangt  wird,  so 
ist  folgende  Hilfsaufgabe  zu  lösen:  Gegeben  logP^  ^ffP^  "•%  logPky  ge- 
sacht  log{^P+  /*i  +  •  •  •  +  Pk)*  Die  Lösung  mittels  G au ss'scher  Logarithmen 
erfolgt,  indem  in  der  allbekannten  Weise  zuerst  log{P+  P^)^  dann  auf  die- 

Art  tos^((^+^j)  +  i^,)  u.  s.  w.  berechnet  wird. 

UitobtUt  t  MMiä0m»Uk  a.  i*bjgik  XXX7I,  3.  W 
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Es  kommt  darauf  an,  die  Berechnung  möglichst  ttbersichtlich  zn 
stalten.     Setzt  man  zur  Abkflrznng 


so  ist 


^8  ^^  *«   I    M  » 


Nun  besteht  bei  den  Additionslogarithmen  in  der  heute  ttblichen 
Ordnung   zwischen  dem  Argumente  A  und  der  Function  B  bekanntlich 
Beziehung,  dass  J?  =  Zo^(ier  +  l)  ist,  wenn  Ä  =  log0  gesetzt  wird.    Man 
aber 

log8,  =  log{P+P,)  =  ^og{^+l)p^  =  U>g{J■  +  \)  +  logP,, 


also 


log8i  =  B  +  logPi,   für  A^hg  -^  =lag P-^log P^. 


Ebenso  wird 

%5j  =  J?i+ %/^2,  für  Ai  =  logs^'-logP^  =  B  +  logP^'-logP^ 

u.  s.  w.     Demnach  dient  folgende  Kette  von  Qleichungen  zur  Lösung 
obengenannten  Hilfsaufgabe: 

A      =  hgP      -logP^, 

A^     =B      +logP^     -hgP^, 
A^     =B,     +logP^     -hgP^, 


3) 


Ak^i  =  Bk^2  +  logPk-i-'logPk^ 


und  das  Ergebniss  ist: 

4)" 
Zur  Berechnung  von 

2-) 
hat  man  Bhnlicherweise : 


logf{jx)  =  Bk-i  +  logPk. 
f{x)  =  P+P^  +  -..+  Pi 


3') 


f  J      =  logP      -logPi, 

J,     =ß      +logPi     -logPi, 
J,     =B,      +logPt     -logP^, 


'4-) 


Ai.\  =Bi-2  +  hgPi-i  —logPi, 
lojf(x)  =  ßi_v  +  log/'t. 


Ton  Dr.  R.  Mehuke. 


Setst  mau  endlich  fOr  logf[x)  und  logf{x)   ihre  Wertfae  aus  4]  und  4')  in 
Gleichung  1)  eis,  bo  ergiebt  sich  die  Schluasgleichuag'. 
Ö)  B*^i-  Bi-y  +  logP^-logh^O. 

Bemerkung.  Der  Nutzen  der  Ädditionslogarithmen  ist  bei  der  Tor- 
liegenden  Aufgabe  kein  so  entschiedener,  daa^  ibr  Gebmucfa  unter  allen 
ümetfinden  anzuratheu  wäre.  Geht  mau  von  der  gleichen  Voraussetzung 
BUS,  nämlich  dase  hgP,  logF,,  ....  logPi,;  logP,  /oyP,,  ....  togPi  bestimmt 
worden  seien,  sucht  aber  einfach  zu  diesen  Lo<;anthmen  die  Zahlen,  nm 
dann  die  Summen  (P+f',-\ J- />*}  und  (/'+/",  +  -■■  + J°()  auf  gewöhn- 
liche Weise  zu  bilden,  so  ist  ein  (i-j- I  +  Ü)  maliges  Eingehen  in  die  Lo- 
garithmentafel nöthig.  Bei  Anwendimg  des  obigen  Verfahrens  hat  man 
die  Tafel  nur  f&-|-i)-mal,  also  zweimal  weniger  oft  zu  benutzen,  ein  Ge- 
winn, der  um  so  weniger  ins  Gewicht  ffiJlt,  je  grüsser  die  Zahl  der  Glieder 
der  gegebenen  Gleichung  ist.  Weiter  sind  im  ersten  Falle  ausser  einer 
Sabtraction  nur  zwei  Additionen  aus^ufttbren.  aber  die  Zahl  der  Summanden 
betrugt  (Ä-J-l)  bez.  (t  +  i),  während  im  zweiten  Falle,  nachdem  man  in 
der  (Iblichen  Weise  durch  Einführung  der  dekadischen  Ergänzungen  die 
Snbtractionen  in  Additionen  verwandelt  hat,  ausser  einer  Summe  mit  vier 
Summanden  cur  solche  mit  drei  Summanden,  aber  in  grfisserer  Anzahl  vor- 
kommen. Ais  fUr  die  zweite  Methode  (Anwendung  der  Additionslogarith. 
men)  sprechend  mag  noch  angefahrt  nerden,  dase  bei  ihr  die  Rechnung 
gleichm&ssig  und  bequem  fortsebreitet ,  weil  alle  Torkommenden  Zahlen 
Logarithmen  sind,  also  die  gleiche  Anztihl  von  Ziffern  und  das  Komma  an 
derselben  Stelle  haben,  und  ferner  auch  die  Correctionsrecfanung  in  der 
Begel  am  bequemsten  ausfSlIt.     Man  vergl,  auch  §  11. 

§  5.  Anweodnng  anf  algebraiiche  Gltichnngen. 
Die  linke  Seite  der  gegebenen,  auf  Null  gehracblen  Gleichung  sei  als 
gante,  aber  nicht  nothwendig  rationale  Function  von  x  gedacht.  Falls  nicht 
etwa  ansnahmsweise  die  Coefficienten  einfache  ganxe  Zahlen  sind  und  aus- 
reichende Potenz-  bez.  Wurzeltafeln  zur  Verfügung  stehen  (vergl.  das  Bei- 
spiel to'§12),  wird  man  selbstverständlich  Logarithmen  benutzen.  Wie  die 
Berechnung  sich  gestaltet,  wenn  hierbei  von  den  Ädditionslogarithmen  kein 
Gebrauch  gemacht  wird,  ist  aus  §§  9  und  10  zu  ersehen.  Will  man  dagegen 
Ädditionslogarithmen  verwenden,  so  kann  man  sieb  der  im  letzten  Paru- 
gnphen  entwickelten  Formeln  bedienen ,  welche  dem  vorliegenden  Falle  jetzt 
,t  werden  sollen. 

/■(«)  =  ose"  -fo,«"-!-" •  +  <•**"'. 

fix)  =  ax'  +  a,  «■•  +  ■  ■  -  +  a/ «"' 

n>n,  >.■->«*,     n>n,  >■•■>»,. 

Hit  den  Hezoichnungen  des  §  4  ist: 
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->--^^^  w-  — -.'--•^/"  , 


logPi^fhlogx  +  logai, 
hgPi^mlogx  +  hgOi. 

Setzt  man  vorstehende  Werthe  in  die  Gleichungen  3),  3')  und  5)  ein,  so 
ergeben  sich  bei  Benützung  der  Abkürzungen 

c      =loga      —logüi^    c      =loga      —logaiy 


7) 


Cj     =^logai     —^SKh^    ^i    =  ^«i     —  ^o»» 


ck-t  =zlogak-\  —logak,    ci^i^logai^i  —  lagai^ 

c=^logak  —  logai 
die  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

A      s=^  (n      —n^logx+  Cy 

8)  \  A^     =Bi     +(n,     '-n^)logx+Ci, 


8-) 


Ä      =  (n      —  ni)Jö^a?+c, 

Ay    =B      +{n^     —  n^)  log  x  +  c^ , 


9)  ^A_i  +  E^/-.i  +  (nit-n/)to^a;  +  c  =  0. 

In  der  Schlussgleichung  bedeutet  EJ?/-i  die  dekadische  Ergänzung  von 
£/.!.  Weil  der  Voraussetzung  nach  in  f{x)  und  f(x)  die  Exponenten  je 
eine  abnehmende  Zahlenreihe  bilden,  so  sind  die  Dififerenzen  (n  —  n|)| 
(fii  —  fij) ,  . . . ,  (n  —  nj ,  (tii  —  Wj) ,  . . .  sämmtlich  positiv,  also  bei  der  Berech- 
nung der  Gleichungen  8)  und  8')  nur  Additionen  auszuführen,  um  auch 
die  Schlussgleichung  9)  sofort  in  gebrauchsfertiger  Gestalt  zu  erhalten,  wird 
man  die  Bezeichnungen  so  wählen ,  dass  tik  >  n/  ist. 

§  6.  Beispiel  L 
21  a;^»-53g^  +  65a^  + 3120^-74  =  0, 

Die  Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  ergiebt: 

21  x'^  +  65a^  +  312rt»  =  53  a;^  +  74. 

Berechnung  der  Constanteu  [s.  7),  §5]. 

log  21  =  1,32222  ^  ^^^ 

log  65=1,81291  ;-JJ^^^^      ^ 

%312  =  2,49415'>  =  ^'^'^'^-^^ 


SSiiS«--'.«^-'» 


(109312  -  Io9  74  »)  c  »  0,62492. 
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Anfstellnng  der  Gleichungen  zur  linken  und  rechten  Seite, 
sowie  der  Schlussgleichung  [s.  8),  8')  und  9)  in  §5]: 

A  =         Slogx+  9,50931 
^,  =  ^  +  310^« +  9,31876 


^  =  7  io^x  +  9,85505 


B^  +  EB  +  2logx  +  0,62492  =  0. 

Durch  logarithmisch  -  graphische  Auflösung  (s.  die  Anmerkung  auf 
S.  183)  findet  man ,  dass  obige  Gleichung  eine  einzige  positive  reelle  Wurzel 
hat ,  deren  Logarithmus  näherungsweise  gleich  9,68  — 10  ist.  Die  Rechnung 
soll  zuerst  mit  diesem  Werthe  dreistellig,  mit  dem  ersten  verbesserten 
Werthe  fflnfstellig  und  zuletzt  zur  Probe  mit  dem  zweiten  verbesserten 
Werthe  noch  einmal  fünfstellig  durchgeführt  werden.  Bei  der  Berechnung 
von  8  denke  man  sich  den  Zuwachs  6  wieder  als  Anzahl  von  Einheiten  der 
letzten  Stelle.  Der  Einfachheit  wegen  soll  bei  negativen  Logarithmen  das 
anzuhSngende  —10  fortgelassen  werden. 


Ansrechnang. 

1.  Oang 

2.  Oang 

Probe 

logx^ 

9,68      1  i 

9,6834 

9,68346 

8logx  = 

7,44 

8« 

7,4672 

7,46768 

c  = 

9,509: 

9,50931 

9,50931 

A=: 

6,949 

8i 

6,97651 

6,97699 

B  = 

0,000 

0,00041 

0,00041 

3  logx  =■ 

9,04 

34 

9,0502 

9,05038 

c,= 

9,319 

9,31876 

9,31876 

^,= 

8,359 

Si 

8,36937 

8,36955 

7logx  = 

7,76 

lö 

7,7848 

7,78422 

c  = 

9,855 

9,85505 

9,85505 

2  = 

7,615 

TS 

7,63985 

L7.63927 

5.=1 

0,010 

0,06  d 

0,01005 

0,01005 

EB  = 

9,998 

9.99811 

9,99811 

2  logx  = 

9,36 

26 

9,3668 

9,36692 

• 

c  = 

0.625 

0,62492 

0,62492 

R  = 

9,993    2,06« 

9,99988 

0,00000 

5  = 

2,06 

d« 

10-9,993 

10  -  9,99988 

2,06 

2,06 

»0.00; 

34 

r=  0,00006 
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Ergehniss. 
hgx  =  9,68346  - 10,    x  =  0,48246. 
Man  vergleiche  auch  §  9. 

§  7.  Beispiel  2. 

Nicht  selten  erscheint  in  der  angewandten  Mathematik  die  Gleichung, 
welche  zur  Bestimmung  irgend  einer  unbekannten  Grösse  dient,  ursprüng- 
lich in  mehr  oder  weniger  verwickelter  Form.  Das  folgende  Beispiel  hat 
den  Zweck,  zu  zeigen,  dass  in  derartigen  Fällen  belangreiche  Umfor- 
mungen, wie  z.  6.  das  Bationalmachen  einer  irrationalen  Gleichung,  über- 
flüssig sind,  wenn  man  die  vorgetragene  Methode  anwendet.  Das  ist  ein 
nicht  zu  unterschätzender  Vortheil,  denn  solche  Umformungen  sind  oft 
schwierig,  erfordern  immer  Zeit  und  bilden  eine  Quelle  unliebsamer  Rechen- 
fehler. 

In  der  Hydrodynamik  bestimmt  man  die  Höhe  ^,  um  welche  ein 
Wasserlauf  mit  rechteckigem  Querschnitte  durch  die  Pfeiler  einer  Brücke 
gestaut  wird,  mittels  folgender  Gleichung: 

In  derselben  bedeutet  Q  die  secundliche  Wassermenge  in  Cubikmetern ,  fi  den 
„Ausflusscoefficienten",  h  die  gesammte  lichte  Weite  zwischen  den  Brücken- 
pfeilern, g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  v  die  Wassergeschwindigkeit 
in  Metern  für  die  Secunde  und  endlich  t  die  Tiefe  des  ungestauten  Wassers 
in  Metern.     Es  ist  v  noch  von  x  abhängig,  nämlich 

0 
^"Vix+t)  ' 

wenn  h'  die  Breite  des  Flusses  in  Metern  ausgedrückt  bezeichnet.  Mit  der 
Abkürzung 

10)  -^L^  =  «     _J^  =  |5 

hy2g  ^hy2g 

wird 

^9^  {o^  +  t? 
und  es  geht  nach  Einsetzung  dieses  Werthes  und  Trennung  der  positiven 
und  negativen  Glieder  die  obige  Gleichung  über  in 

Man  kann  noch  mit  (x-\'(f  multipliciren : 

11)  ^(a:  +  0M^(^  +  0'  +  «T'  +  ?[^(«  +  0'  +  «T"=/5(«+0*  +  |«^ 
weitere  Umformungen  wären  jedoch  zwecklos.    Es  müssen  jetzt  beide  Seiten 
dieser  Gleichung  logarithmisch  berechnet  werden.     Setzt  man 

ii  =  logx  —  logt 
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12) 
80  wird 


Ferner  sei 
oder 

13) 
dann  ist 


log(x+t)^B  +  logt. 

Ä^  =  logx  +  2log{x  +  t)''loga^ 

A  =  %«  +  2J?  +  Ci,     Ci==2logt-2loga, 

'Og[x{x+tf+a*]=^Bi+2loga. 

Die  Anwendung  der  Qleichungen  3),  3')  and  5),  §4,  liefert  weiter: 

A^==logt  +  2log(x  +  t)  +  ^log[x{x+t)*  +  aVi 
-logi-ihglxix+ty  +  a*] 

A^  =  2B  —  Bi  +  c^, 

(^  =  3  logt  —  2löya  — to^l 
==  c^  +  logt  +  legi; 

Ä  =  logß  +  Slogix  +  t)-'logi''3loga 

i  =  3J?  +  c, 

c=»3logt  +  logß  —Sloga  —  logi 
=  c^  +  logß  —  loga, 

und  endlich  die  Schlussgleichnng 

O^B^-B  +  logi+iloglx(x+t)^+a^]^logl€fl 

B^-B  +  iB^  +  logi  +  Sloga'-logl'-Sloga 

B^  +  EB  +  ^B.^O. 


oder 
14) 


oder 
15) 


oder 

16) 


Zahlenbeispiel  (s.  Handb.  d.  Ingenieurwissenschaften ,  Bd. III  8.551). 
C>  =  3000,    5'  =  220,    5  =  200,   fi  =  0,9,   ^6  =  180,   t  =  4. 

Berechnung  der  Constanten. 


log  Q==  3,47112 

10^^  =  0,60206 

10^^  =  0,64635 

c  =  9.39794 

logQ:y2g  =  2,S20n 

logt  =  0,60206 

log  b' =  2,34242 

%«  =  0,48835 

log  Hb  =  2,2oö27 

{o^<  —  {o^a  =  0,11371 

to^«  =  0,48835 

c,  =  0,22742 

logß  =  0,57550 

10^2  =  0,60206 

hgi  -  0,17609 

c,  =  1,00557 

tojf/J-Ioya  =  0,08715 

c=  1,09272 
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Wiederholung  der  vorbereitenden  Oleichungen 
und  der  Schlnssgleichung. 

Ä  =  logx  +  9,3919i, 
Ai  =  2B  +  logx  +  0,22742 , 
^  =  EJB,  +  2B  + 1,00557, 

1  =  35  +  1.09272, 

4B,  +  B,+  EJB  =  0. 


Anstatt  vorauszusetzen,  dass  die  gegebene  Gleichung  zuerst  graphisch 
aufgelöst  werde ,  wollen  wir  versuchsweise  eine  Stauhöhe  von  a?  =  0,1  m, 
logx^  9fi  — 10  annehmen  und  mit  diesem  Werthe  die  Rechnung  zweistellig 
durchführen.  Der  Werth  von  S  stellt  sich  als  ausserordentlich  klein  heraus, 
weshalb  es  rathsam  erscheint,  die  Stellen  bei  jedem  neuen  Crange  nur  um 
eine  zu  vermehren.  Dem  praktischen  Bedürfnisse  wäre  durch  zwei  oder 
drei  Decimalen  genügt;  um  jedoch  den  Fortgang  der  Rechnung  zu  zeigen, 
wollen  wir  dieselbe  erst  mit  fünf  Stellen  abschliessen.  Freilich  wird,  eben 
wegen  der  ungewöhnlichen  Kleinheit  von  Sy  die  letzte  Stelle  um  mehrere 
Einheiten  unsicher  (vergl.  §  13).  Man  erzielt  eine  Ersparniss  an  Raum  und 
Schreibarbeit,  wenn  man  die  Constanten  c,  c^,  c^,  c  auf  den  unteren  Rand 
eines  Papierstreifens  neben  einander  schreibt  und  letzteren  jedesmal  mit  der 
betreffenden  Constanten  über  die  Zahlen  hält,  zu  welchen  sie  addirt  wer- 
den muss. 


Papierstreifen. 


9,39794 


0,22742 


1,00557 


c 
1,09272 


Hierbei  hat  man  in  Gedanken  die  Constanten  auf  soviel  Stellen  abzu- 
runden, als  bei  dem  betreffenden  Gange  beibehalten  werden.  Der  Ein- 
fachheit wegen  soll  von  jetzt  an  bei  der  Ausrechnung  des  Coefficienten  S 
der  Factor  6  überall  fortgelassen  werden. 
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Ausrechnung. 


logx  = 

1.  Gang 
9.00   1 

2.  Gang 
9,4     1 

3.  Gang 
9,42     1 

4.  Gang 
9,424 

Ä  = 

8.40 

1 

8,798 

1 

8,8179 

1 

8,82194 

B  = 

0,01 

0,02 

0,026 

0.06  0,0276 

0,06 

0,02790 

2B  = 

hgx  = 

0,02 

9, 
9,25 

0,04 
1 

0,052   0,12 
9,4     1 

0,0552 
9,42 

0,12 
1 

0,05580 
9,424 

J,= 

1.04 

9.679 

1,12 

9,7026 

1.12 

9,70722 

2ß  = 

9,93 
0,02 

-0,16 
0,04 

9.830 
0,052 

-0.36 
0,12 

9,8227 
0,0552 

-0,38 
0,12 

9,821 14 
0,05580 

^  = 

0,96 

-0,12 

0,888 

-0.24 

0.8835 

-0,26 

0,88251 

3Ä  = 

0,03 

0,06 

0,078 

0,18 

0.0828 

0,18 

0,08370 

1  = 

1.12 

0,06 

1,171 

0.18 

1.1755   0.18 

1,17642 

iB.= 

0,07 
0,04 

0,16 
0.08 

0,170 
0.085 

0,36 
0,18 

0,1773 
0,0887 

0,38 
0,19 

0,17886 
0,08943 

Eß  = 

0,11 
1,01 

8,85 

0.24 
-0,11 
-0,06 

0,255 
0,941 
8.801 

0.54 
-0,21 
-0.17 

0,2660 
0,9369 
8.7964 

0,57 
-  0,23 
-0,17 

0,26829 
0,93600 
8.79557 

11       11     II 

9,97 

10- 
C 

0,07 

-9,97 
1,07 

=  0,4 

9,997 

10- 
0 

0,16 

9,997 
,16 

),02 

9,9993 

10-£ 
0,C 

=  0 

0,17 

1,9993 
117 

,004 

9,99986 

10  -  9,99986 
0,17 

=  0,00082 

Das  Ergebniss  ist  also  logx  =  9,42482  — 10.  Die  letzte  Ziffer  ist  jedoch 
nicht  mehr  richtig,  denn  der  auf  fünf  Steifen  abgerundete  Werth,  den  man 
durch  Weiterführung  der  Rechnung  mit  siebenstelligen  Logarithmen  erhält, 
\ii  logx  =  9,42486 —  10.  Durch  logarithmisch -graphische  Auflösung  findet 
man  bei  Anwendung  einer  Längeneinheit  von  2  cm  logx  =  9,42  — 10* 

Durch  Rationalmachen  von  11)  ergiebt  sich  eine  Qleichung  sechsten 
Grades  mit  sieben  Gliedern.*  Ganz  abgesehen  davon,  dass  man  die  nicht 
unbeträchtliche  Arbeit  des  ümformens  und  Berechnens  der  Coefficienten  in 
der  umgeformten  Gleichung  erspart,  gestaltet  sich  bei  obiger  Behandlung 
die  Ausrechnung  mindestens  ebenso  einfach,  als  wenn  man  die  rational 
gsmaehte  Gleichung  zu  Grunde  legt. 

t  S.  CiTiHngeDieur  1889,  Bd.  XXXV  S.  624,  625,  626. 
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§  8.  Anwendung  der  logarithmischen  Methode  auf  transoendenta 

Oleichnngen. 

An  einem  einfachen  Beispiele  soll  noch  die  Anwendung  der  in  §  4  ent- 
wickelten Methode  auf  transcendente  Gleichungen  gezeigt  werden«  Die  auf- 
zulösende Gleichung  sei: 

(4  —  3x*)  sinx  =  4a?  cosx. 
(S.  Hei 8,  Sammlung  von  Beispielen  und  Au%aben,  VII,  §  106,  16.) 

Wie  die  Zerlegung  der  Gleichung  in 

17)  y^cotgx,    y  =  —^—- 

zeigt,  können  ihre  Wurzeln  graphisch  dadurch  gefunden  werden,  dass  man 
die  Cotangentencurve  mit  der  Hyperbel 

4a?y  =  4--3a:* 

schneidet  Letztere  hat  offenbar  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt  und  die 
Y-Axe  nebst  der  Geraden  4y  +  3x  =  0  zu  Asymptoten.  Ftthrt  man  die 
Zeichnung  aus,  indem  man  als  Längeneinheit  etwa  1  cm  wShlt,  so  finden 
sich  unendlich  viele  Schnittpunkte,  die  paarweise  zum  CoordinatenanÜEuig 
symmetrisch  liegen.  Der  am  nächsten  beim  Ursprung  liegende  Schnittpunkt 
z.  B.  hat  die  Abscisse  2,56,  welcher  Werth  also  näherungsweise  die  kleinste 
positive  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  vorstellt.     Diese  Wurzel   mOge 

genauer  berechnet   werden.     Da  2,56   zwischen  -jj  und  n  liegt,   so  ist  es 

zweckmässig,   coslx—-^)  und  ^^inlx^-^j  an  Stelle  von  sinx  und  cosx 

einzufuhren.  Hierdurch  nimmt  nach  Trennung  der  positiven  und  negativen 
Glieder  die  Gleichung  die  Form  an 

Der  Logarithmus  der  linken  Seite  ist  gleich 

2logx  +  logcoslx'--^]  +  log3y 
derjenige  der  rechten  Seite  gleich 

B  +  Iogcoslx'-^j  +  logAy 

A  =  logx  +  logsinlx—-^)  ^  log  cos  Ix -' -^] 
gesetzt  wird.     Man  erhält  somit  als  vorbereitende  und  als  Schlussgleichung: 

-4  =  logtg  \^x  -  |  j  +  hgx, 

18)  EB  +  2/o^x  +  c  =  0, 

mit  ,     . 

c  =  (ogf. 

In  der  ersten  der  vorhergehenden  Gleichungen  tritt  die  Fonetion  logtg 
auf.    Da  bei  den  betrefienden  Tafeln  das  Argnment  stets  in  Oiadeii  ans- 


wenn 
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g^ckt  wird,  so  ist  an  fraglicher  Stelle  ^  =  q^x  statt  x  zu  schreiben, 
fo  (*  die  Anzahl  von  Graden  bezeichnet,  welche  zu  einem  dem  Halbmesser 
gleieben  Bogen  gehört.  Der  bequemeren  Rechnung  wegen  ist  eine  Tafel 
DUf  "Decimaltheilung  des  Quadranten*  unbedingt  vorzuziehen  und  auch  bei 
der  unten   folgenden   Ausrechnung   zu   Orunde   gelegt.      Es  ist  für  neue 

'^'^  p"  =  63,662",    %^"  =  1,80388. 

Bei  dem  graphisch  gefundenen  Näherungswerthe  x  =  2,56  {logx  =»  0,40824) 
darf  auch  die  letzte  Ziffer  als  ziemlich  sicher  gelten,  weil  die  beiden  zu  17) 
gehörigen  Curren  an  der  betreffenden  Stelle  sich  unter  günstigem  Winkel 
sehseiden,  und  es  kann  deshalb  die  Rechnung  sogleich  mit  fünfstelligen 
Logarithmen  begonnen  werden. 

Ausrechnung. 


logx 
Jogg"" 


1.  Gang 


0,40824 
1,80388 


1 


2.  Gang 
0,40883 
1,80388 


hgg^x=' 

2,21212 

1 

2,21271 

Q  Xs=sX    — 

162,974 

0.37' 

163,196 

logtg  ix" -100')  = 
logx  = 

0,18213 
0,40824 

5,6 
1 

0,18543 
0,40883 

A=   0,59037 


EJB 

2  logx 


9,31036 
0,81648 
9,87506 


0,00190 


6,6 


0,59426 


-5,2 
2 


9,30726 
0,81766 
9,87506 


3,2 


0,00190 
-3,2 

=  0,00059 


9,99998 


10  -  9.99998 
-3,2 

=  -0,000006 


Ergebniss  (auf  fünf  Ziffern  abgerundet). 
10^«  =  0,40882,    a;  =  2,5634, 


*  Es  können  empfohlen  werden:  F.  G.  Oauss,  Fflnfgtellige  logarithmiscb- 
trigonometrisohe  Tafeln  fOr  Decimaltheilang  des  Quadranten,  Bertin  1873;  — 
E  GrsTelios,  Fflnfstellige  logarithmisch- trigonometrische  Tafeln  ffir  die  Deci- 
maltheilang des  Quadranten,  Berlin  1886.  Herr  Oravelius  benfitzt  fitr  den  hon- 
dertiten,  lehntausendsten,  millionsten  Theil  des  Quadranten  bez.  die  Namen  Centi- 
gnd,  Centiminute,  Centisecunde  und  die  Zeichen  °,  ~,  =. 
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§  9.  OeBtaltnng  der  logarithmisolien  Methode,  wenn  von  den 
Additiontlogarithmen  kein  Oebrancli  gemacht  wird. 

Es  möge  das  in  §  6  behandelte  Beispiel: 

21x«  -  53a?' +  65a:^  +  312««  -  74  =  0 

noch    einmal   aufgenommen   und  die  positive  reelle  Wurzel,   welche  diese 
Gleichung  hat,  jetzt  ohne  Gauss 'sehe  Logarithmen  berechnet  werden. 

Die  frühere  Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  ist  hier  nicht 
erforderlich ,  wenn  für  jedes  negative  Glied  seine  Ergänzung  zu  einer,  dem 
absoluten  Werthe  nach  grösseren  Potenz  von  10  gesetzt  wird,  wodurch  die 
betreffende  Subtraction  sich  in  eine  Addition  verwandelt.  Diese  Ergän- 
zungen bildet  man  im  Kopfe ^  indem  man,  von  links  nach  rechts  gehend, 
statt  jeder  Ziffer  der  (meist  nicht  niedergeschriebenen,  sondern  blos  in 
Gedanken  festgehaltenen)  Zahl,  deren  Ergänzung  gesucht  ist,  ihre  Ergän- 
zung zu  9,  statt  der  letzten  Ziffer  aber  die  Ergänzung  zu  10  nimmt.  Unter 
Umständen  sind  vor  der  ersten  Ziffer  links  noch  einige  Nullen  zu  denken, 
für  welche  in  der  Ergänzung  ebenso  viele  Neuner  einzutreten  haben. 

Die  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Glieder  sollen  der  B^he  nach  durch 
I,  II,  III,  ...  bezeichnet  werden.  Auf  den  unteren  Rand  eines  Papier- 
streifens schreibe  man  neben  einander  die  wiederholt  zu  addirenden  Loga- 
rithmen der  Coefficienten.  Der  Logarithmus  des  Absolutgliedes  kommt  nicht 
zur  Verwendung  und  braucht  deshalb  auch  nicht  aufgeschlagen  zu  werden. 
Weil  aber  das  Absolutglied  selbst  zu  den  Zahlenwerthen  der  berechneten 
Glieder  zu  addiren  (bez.  davon  zu  subtrahiren)  ist,  so  kann  man  es  (bez. 
seine  dekadische  Ergänzung)  ebenfalls  auf  den  Papierstreifen  setzen. 


^^21 
1,32222 


Papierstreifen. 


Zo^  53 

1 ,72428 


log  65 
1,81291 


log3\2 
2,49415 


-74 
=  26-100 


Wir  gehen  wieder  von  dem  graphisch  ermittelten  Näherungswerthe 
Zo^a;  =  9,68  —  10  aus  und  rechnen  beim  ersten  Gange  mit  drei,  beim 
zweiten  mit  fünf  Stellen. 
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Ausrechnung. 


logx  = 

1.  Gang 
9,68        J 

1 

2.  Gang 
9,6835 

]tilOffX=- 

5,84 

13 

5,8855 

lOffl  = 

7,162 

13 

7.20772 

7  Ingx  = 

7,76 

7 

7,7845 

logI]  = 

9,484 

7 

9,50878 

blogx  = 

8.40 

5 

8,4175 

top  III  = 

0.213 

5 

0.23041 

2logx  = 

9,36 

2 

9.3670 

toyIV  =  |    1,854      J 2j    1.86115 


I 

Ell 

III 

IV 


0,0 
99,7  -  1(X) 

1,6 
71,5 


99,8  - 100 


100-98,8 
347 

=  0,0035 


347 


0,002 
99,677  - 100 

1,700 
72,635 


0,014 

0,014 
347 

=  -0,00004 


Ergebniss. 
top  ar  =  9,68346 -10. 

Zu  der  obigen  Ausrechnung  mOge  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 
Da  von  einer  Zahl,  deren  Logarithmus  auf  n  Stellen  bekannt  ist,  in  der 
Begel  anch  nur  »  Ziffern  mit  Sicherheit  angegeben  werden  können,  so  wird 
man  dasjenige  Glied  aufsuchen,  dessen  Logarithmus  die  grösste  Kennziffer 
bat  —  es  ist  hier  log  IV  mit  der  Kennziffer  1  — ,  vom  Zahlenwerthe  dieses 
Gliedes  beim  ersten  Gange  drei,  beim  zweiten  fttnf  Ziffern  anschreiben  und 
bei  allen  fibrigen  Gliedern  an  der  entsprechenden  Stelle  abbrechen,  natür- 
lich unter  Beachtnng  der  bekannten  Segeln  des  Abrundens. 

Es  wird  endlich  noch  eine  Erläuterung  der  Berechnung  von  S  erwttnscht 
sein.  Ich  setze  voraus,  dass  man  schon  beim  ersten  Gange  eine  ftlnfstel- 
lige  Logarithmentafel  benStzt.  Wenn  logx  um  eine  Einheit  der  fttnften 
Decimale  wichst,  so  nimmt  13  logx  und  ebenso  logl  um  13,  top II  um  7,  .. . , 
logVf  am  2  Einheiten  der  fttnften  Decimale  zu.  Das  grSsste  Glied,  nftmlich 
IV,   wird  aneh  den  Zuwachs  mit  den  meist«n  Stellen  ergeben.     Nun   ist 


^4      ?^mr&aiflpt:  Kräfifbf:  £ir  BoBKäoim^  Aar  »bEbl 


'^A'^   iS^  WL  rimwCiHi   laoer  iee  IHtrm^  -pul  kf  IT 
5<M2t  inrüfSMüit   liiBwr   latt  ftor  itTg  riAi   IHtrim^  ige  li 

tsuM  t«r  Zml  fT  «luii«  is>  ^.K*=:3J333...  i^-^^■Ml■^li■ 

tu^  4nr  KMaucifar  1  M  tif  IT    t»  -äer  ZAkI  IT  x«>e 

JCtfMMUk  «ueit  viibbftfft.  ««  ■»«  'äer  Zicwät  3^333 .  .  i»  irtiiii  ■i  Stell« 

iiMÄ  Äisuu   "'MX.  t^Sm  fhmm^  waA  rvskü^  geeWdkx  voäs.  J.  k.  die  wirk- 

Aitii^  ZiUUM««  4»  QjaHiai  IT  'obk  Wichiw  t^q«  m^x  vb  dae  Ifwlwif  der 

4f^  TMnok  m0^  ^  aasreidKwi  ind,  m  «iri  sia  dietm  Zcvscks  «ad 
4»  mW  ti>nir»  ^fijAa  Mf  G«k  momdcs.    Der  Zimefe  dee  Gliedes 

m  2.  h.  UAßA  Ki0^  »  ^''  10=  19  Eiakeim  der  ftafte« 


B^r^    mMm»   kksoc»  Nekemedmiiiigeii  leistet  kier,    wie  flbetmD,   der 
U4purithmmk^  BeekesKtab*  gute  IHesste. 


I  Uk  Zwritm  Beiipiel  ftr  die  lofuitkadeebe  Benekamg 

okae  AdditioaelagarithMe«. 

tßUi  im  rrnhtsrgfshendeD  Paragraphen  auseinandergesetzte  Methode  ist 
vt*i\Wtnhi  d\h  aosfrmebsloseftte,  am  wenigsten  theoretisches  Beiwerk  erfor- 
t\Hm*\ü  ron  allen  wirklich  braochbaren  Methoden,  die  bisher  aufgestellt 
worden  «lind«  htuin  d'ihimlhe  trotzdem  aach  mit  berfihmien  Methoden  keinen 
Vergleich  zu  scheuen  braucht ,  wird  folgende  Gegenüberstellung  seigen.  Wir 
wollen  das  f^ispiel 

welches  Gauss  zur  Veranschaulichung  seiner  Methode  der  Auflösung  tri- 
nomischer  Gleichungen  benutzt,^  nach  obiger  Methode  behandeln  und  die 
von  Gauss  selbst  gegebene  Lösung,  mit  Hersetzung  der  von  ihm  unter- 
drOckten  Nebenrechnungen,  dagegen  halten. 

Dem  Hatze  von  Descartes  zufolge  kann  vorstehende  Gleichung  nur 
11  ine  positive  reelle  Wurzel  haben;  darch  Probiren  findet  man  mit  Leich- 
iigkeity  daHH  dieselbe  zwischen  1  und  2,  und  zwar  bedeutend  n&her  bei  1, 
nU   bei  2  liegen  muss.     Wir  wollen  deshalb  auf  die  graphische  Auflösung 

*  Dieiici  flboraui  nützliche,  noch  viel  zu  wenig  geschätzte  Werkzeug  sollte 
iti  dor  Hand  keines  liechners  fehlen.  Die  besten  Rechenstäbe,  mit  sorgfältig  aus- 
Ksführter  Theilung  in  schwarzen  Strichen  auf  weissem  Zellhorn,  liefert  die  Firma 
Dennsrt  ^  i'ape  in  Altona. 

•*  B.  Gauss*  Werke,  Bd.  8  8.  98.  Aus  der  Gauss^schen  Methode  snr  Auf- 
lösung trinouiisohsr  Gleichungen  ist  übrigens  die  Methode  in  §  4  hervorgegangen. 
Vergl.  1 14. 
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tenichten*  und  als  ersten  Nftherungswerth  logx  =  0;3  annehmen.  Die  Rech- 
oong  soll  in  drei  Gängen ,  nämlich  mit  drei ,  fünf  und  sieben  Stellen  aus- 
geführt werden.  Man  wird  zweckmässig  beim  ersten  Gange  schon  eine 
ftlnfttelligei  beim  zweiten  eine  siebenstellige,  oder  bei  allen  drei  Gängen 
ttne  siebenstellige  Logarithmentafel  benützen. 

Vorbereitung. 


Papierstreifen. 
log28  I     -480 


=  1,4471580        =520-1000 


Ausrechnung. 


1.  Gang 

2,  Gang 

3.  Gang 

logx  = 

0,3             1 

0,285 

0,28396 

llogx=logl^ 

2.1 

7 

1,995 

1,98772 

ilogx=        1,2 

4 

1,140 



1,13584 

hgU=       2,647 

4 

2,58716 

2,5829980 

1  = 

126 

2000 

98.86 

1590 

97,2120 

1590 

II  — 

444 

4000 

386,51 

3570 

382.8230 

3510 

R=      90 

5,37 

0,035 

S= 

6000 

5160 

5100 

8  = 

90 

5,37 

0,035 

6000 

5160 

5100 

0,1 

015 

=  -0,0C 

1104 

=  -0,0000 

069 

Ergebniss. 
Zo^a?  =  0,2839531. 

Eine,  wenn  auch  unbedeutende  Verzögerung  bewirkt  hier  der  umstand, 
to  der  Coefficient  S  sich  zu  schnell  ändert,  um  als  constant  angesehen 
werden  zu  dürfen ,  also  bei  jedem  Gange  von  Neuem  berechnet  werden  muss. 

Es  folgt  nun  die  Auflösung  nach  Gauss.  Die  Gleichung  gehört  nach 
der  ?on  Gauss  gegebenen  Eintheilung  zum  zweiten  Falle  der  ersten  Form^ 
nimlich  zu  dem  Falle 


*  Wenn  man  sich  einer  Schiefertafel  bedient,  auf  welcher  ein  logarithmisches 
IdnininetB  eingeritzt  ist,  so  genügt  eine  in  einer  halben  Minute  aueführbare 
Sldoe,  nm  in  erkennen  |  dass  die  positive  Wurzel  obiger  Gleichung  sich  wenig 
T€Q  t  nntsrseheidei 
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wo 


x  = 


e*+ 


Die  zar  Berechnnng  dienenden  Formeln  sind 

fnÄ  —  nB  =  log—>     logx=^ — ; —  {logf—  C), 

A  tW-f-  tl 

wobei  jedoch  B  nicht  die  jetzt  übliche  Bedeutung  hat,  sondern  bei  Befol- 
gung der  heutigen,  von  Wittstein  herrührenden  Schreibweise  (^— ^  an 
Stelle  von  B  und  B  an  Stelle  von  C  zu  setzen  wäre.  Es  soll  jedoch  im 
Folgenden  ausnahmsweise  die  Gaus s'sche  Bezeichnung  beibehalten  werden.* 

Vorbereitung. 

log  28=    1,4471580 
Zo^480=  2,6812412 


1hg  28  =  10,1301060 
3  hg  A80=  8,0437236 

hg  j  =  2,0863824 


Formeln. 

4^-35  =  2,0863824, 

io^x  =  1(2,6812412 -C). 


A 

usrechnung. 

Ä= 

05 

0,6 

0,595 

0,596 

0,5953 

0,5952 

B  — 

0,119 

0,097,    0,09833 

0,09813 

2,384 

0,29439 

0,0982705     0,0982907 

44  = 
35  = 

2.0 
0,357 

2,4 
0,291 

2,380 
0,29499 

2,3812 
0,2948115 

2,3808 
0,2948721 

iA-3B- 

1,643 

2,109 

2,08501 

2,08961 1  2,08631 15 

0,085927!) 

Pehler  = 

-0.433 

0,023 

-0.00137 

0,00323 

0,00(H:)061 

-O,0004.')4.^ 

Verbess.  Werth 
von  A 

0,6- 
=  0,i 

2,3 
466 

J95 

0.595  + 
-  0,5 

0,137 
460 

953 

0,5953  - 

0,0061 
4606 

*  Herr  Ilofrath  Neil  hat  die  Gauss 'sehen  Formeln  der  heutigen  Schreib- 
weise angepasst  Siehe  A.  M.  Neil,  Die  Auflösung  dreigliedriger  Gleichungen 
nach  Gauss,  Hoppe 's  Archiv  für  Mathematik  und  Physik  1884,  2.  Reihe  Bd.  I 
S.  311. 
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2,6812412 
Zu  ^  =  0,5953-^^^  gehört:   0  =  0,6935695 

7  topg=  1,9876717 

%a;  =  0,2839531 

Ich  denke,  man  wird  zageben  müssen,  dass  der  Vergleich  nicht  za 
Oonsten  der  Gaass 'sehen  Methode  aufgefallen  ist.  Bei  der  andern  Methode 
baschrftDkt  sich  die  ganze  Vorbereitung  auf  das  Aufschlagen  eines  einzigen 
Logarithmen ,  man  hat  nicht  nach  unmöglich  auswendig  zu  behaltenden  For- 
men SU  rechnen,  sondern  das  Rechenschema  ergiebt  sich  ganz  von  selbst 
nnd  es  ist  auch  die  gesammte  Rechenarbeit  geringer,  als  bei  Anwendung 
der  Gauss 'sehen  Methode.  Natürlich  vermindert  sich  die  Arbeit  bedeutend, 
wenn  nian  wohl  nach  den  Gauss 'sehen  Formeln  rechnet,  aber  nicht  die 
B^ola  falsi,  sondern  das  in  dieser  Abhandlung  dargelegte  Correctionsver- 
fohren  anwendet;*  aber  selbst  dann  bleibt  es  noch  zweifelhaft ,  ob  die 
Ganss'sche  Methode  einen  Vortheil  gewährt. 

§11.  Vergleioh  zwischen  der  logarithmisohen  Bereohnnng  mit 
und  dexjenigen  ohne  Additionslogarithmen. 

In  der  Bemerkung  zu  §  4  wurde  bereits  daraufhingewiesen,  dass  beim 
Zoeammenfassen  der  logarithmisch  berechneten  Glieder  eines  vielgliedrigen 
Anedrncks  mit  der  Anwendung  der  Additionslogarithmen  kein  sehr  bedeu- 
tender Vortheil  verknüpft  ist.  Bei  der  Auflösung  algebraischer  Gleich- 
ongett,  und  zwar  solcher,  bei  denen  der  mit  Null  verglichene  Ausdruck 
eine  rationale  ganze  Function  der  unbekannten  ist,  wird  man  vielleicht 
BOgar  besser  vom  Gebrauche  der  Additionslogarithmen  ganz  absehen  und 
lieber  das  in  §  9  erklärte  Verfahren  anwenden.  Zur  Begründung  dieser 
Anflicht  werde  ich  die  im  einen  und  andern  Falle  nöthigen  Arbeiten  auf- 
dhkn  nnd  miteinander  vergleichen. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  p  Glieder  hat,  so  sind  bei  der  logarith- 
mischen Berechnung  mit,  resp.  ohne  Additionslogarithmen  auszuführen: 

a)  bei  der  Vorbereitung: 

1.  Bestimmungen  des  log  zu  gegebener  Zahl 

p       resp.    (jp  — 1), 

2.  Sabtractionen 

(p  — 1)  resp.  0  oder  1; 

h)  bei  jedem  Gange: 

1.  Bestimmungen  des  log  zu  gegebener  Zahl  oder  des  B  zu  ge- 
gebenem A 
{P-^)  resp.  (p-1), 

*  El  unterscheidet  sich  alsdann  das  Verfahren  von  der  Anwendung  des  in 
{6  erklftrten  auf  eine  dreigliedrige  Gleichung  nur  dadurch,  dass  Gauss  logx  aus 
der  Torbereitenden  nnd  der  Schlussgleichung  eliminirt.    Vergl.  §  14. 

Z«llithim  1  lUOMiMtik  v.  Fhydk  XXXVI,  8.  18 
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2.  Maltiplicationen  mit  einer  ganzen  Zahl 

.    (i>  — 1)    resp.   (p  — l), 

3.  Additionen      ,        .. 

(l)— 1)     resp.      p. 

Femer  ist  die  Anzahl  der  zn  schreihenden  Zahlen 

a)  hei  der  Vorbereitnng 

(2|)  — 1)  resp.      p, 
W  bei  jedem  Gange  ^3^_3j^p      3p. 

Man  erkennt  hieraas,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  der  NotMB,  den 
die  Additionslogarithmen  gewfthren,  in  der  That  ein  hescheidener,  vnd  um 
so  geringer  ist,  je  mehr  Glieder  die  Gleichung  hat.  Derselbe  wird  noch 
dadurch  vermindert  und  vielleicht  vOllig  aufgehoben ,  dass  man  erst  Formeln 
au&tellen  muss  und  längerer  Vorbereitungen  bedarf,  ehe  man  die  Beohnnng 
beginnen  kann.  Bei  transcendenten  Gleichungen  und  bei  algebraischen 
Gleichungen  von  verwickelter,  vielleicht  irrationaler  Form  können  die  Ver- 
hältnisse wesentlich  andere  sein. 

§  12.  Beispiel  für  die  Berechnang  ohne  Logarithmen. 

x  +  yx+l/x+p'x  =  5. 

(Siehe  H.  Scheffler,   Auflösung  der  algebraischen  und  transcendenten  Gleich- 
ungen.   Braunschweig  1859,  S.  121.) 

Ist  man  im  Besitze  einer  zweckmässig  eingerichteten  Tafel  der  Quadrat- 
und  Cubikwurzeln ,  oder  auch  der  Quadrat-  und  Cubikzahlen,  so  bedarf  man 
zur  Auflösung  der  obigen  Gleichung  keiner  Logarithmen.  Ea  leuchtet  ein^ 
dass  eine  einzige  positive  Wurzel  vorhanden  ist,  und  ein  kleiner  Versuch 
zeigt,  dass  dieselbe  sich  zwischen  1  und  2  befindet.  Wir  beginnen  deshalb 
die  Rechnung  mit  dem  Näherungswerthe  1.  Bei  der  nachstehenden  Aus- 
rechnung ist  die  Tafel  der  Quadratzahlen  und  diejenige  der  Cubikzahlen  in 
der  vierstelligen  Tafelsammlung  von  Rex*  benOtzt  worden.  Selbstverständ- 
lich erhält  man  die  vierte  Wurzel  durch  zweimaliges  Ausziehen  der  Qua- 
dratwurzel. 

Ausrechnung. 


1.  Gang 

2.  Gang       | 

x  = 

1 

1.5 

1 

yx= 

0.5 

1.23 

0,42 

yx= 

0,33 

1,14 

0,26 

Vi= 

0.25 

1,11 

0.19 

Samme 


4,98 


a  = 


-1 


1 


2,U6 


2,08 
<«0,5 


-0,02  I 

1,87 

1,87     "•"* 


3.  Gang 
1,51 
1,2288 
1,1472 
1,1085 

4,9945 
-0,0055 

0,0055 


1,87 


0,0089 


•  Fr.  W.  &CZ,  yiMUrilii» 
JabremU). 


Ergob&iaa. 


§  13.   Bsarlheilnnir  ^^r  Oeoanigkeit  der  berechneten  Wurzeln. 

Ea  sei  ein  Werth  x  von  der  Beschaffenheit  gefunden  worden,  dass  Null 
erbglt«n  wird,  wenn  man  x  in  F(x)  eiosetzt  und  hierbei  «-atellige  Tafeln 
benlltzt,  nberbanpt  die  Rechnung  dnrchgehends  n- stellig  ausfObrt.  Dann 
iit  nifibt  zu  erwarten,  dasB  X  nun  wirklich  eine  bis  zur  letzten  Ziffer  genaue 
Wnnel  von  F{x)='0  vorstelle.  Man  'kann  aber  stets  durch  leichte  üeber- 
legQDgea  finden ,  wie  gross  im  allerungUnatigsten  Falte  die  Dnsicherheit  ist, 
welche  x  anhaftet.  Die  Fehler  der  Functionswerthe,  die  von  gnt  eingerich- 
let/m  R- stelligen  Tafelu  zu  gegebenen  Argumenten  geliefert  werden,  sind 
dem  Bbsoluten  Betrage  nach  nicht  grosser,  als  eine  halbe  Einheit  der  n"" 
Steile,  Fahrt  man  die  Berechnung  von  F[x)  in  Gedanken  aus  und  macht 
mSD  die  Annahme,  dass  bei  einer  jeden  Benützung  der  Tafel  Jener  grSsste 
Fehler  von  einer  halben  Einheit  der  n'*"  Stelle  thalsllchlich  begangen  werde 
lind  remer  diese  Fehler  das  Resultat  alle  in  gleichem  Sinne  beeinflussen, 
dum  wird  man  für  Ft^x)  nicht  Null,  sondern  irgend  einen  Werth  +  li' 
crhalleD,  der  nur  schätz ungs weise  bestimmt  zu  werden  braucht.  Bezeichnet 
a]iD{x-f-J)  den  genauen  Werth  der  Wuriel,  so  ist 
+  If+S.S  =  0   oder    S=  +  ^< 

wo  5  die  frObere  Bedeutung  hat.  Jedenfalls  besteht  daher  unter 
«onit  gleichen  umstunden  eine  um  so  grössere  Unsicherheit, 
je  kleiner  S  ist.  Allerdings  wird  man  auf  diese  Weise  eine  Übertriebene 
^Stellung  von  der  TIngeoauigkeit  der  berechneten  Wnrzel  x  erhalten,  da 
Jie  W&brscbeinlicbkeit  gering  ist,  dass  die  denkbar  ungünstigsten  Umstände 
gleicbieitig  eintreten.  Eine  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  nach 
Heu  GrandsStzen  der  Ausgleichungsrechnung  würde  vermuthlich  die  aufzu- 
wendende Mflhe  nicht  lohneu.  Um  einen  schnellen  üeberblick  zu  gewinnen, 
Lud  man  sich  auch  die  Frage  vorlegen :  Um  wieviel  darf  x  geändert  werden, 
ehe  diese  Aenderong  einen  Eiufluss  auf  die  letzte  Stelle  in  F{x)  hat?  Nehmen 
>ir  ali  Beispiel  die  in  §  G  gelöste  Gleichung,  fUr  welche  eine  Wurzel  mit 
('51  =  9,68346,  5  =  2,06  gefunden  worden  ist.  Hier  wächst  R,  welches 
eiHD  Logarithmus  vorstellt,  um  2,06  Einheiten  irgeud  einer  Decimalen, 
wtmi  X  um  eine  Einheit  derselben  Decimalen  zunimmt.  Es  würde  also 
).OQQQOf 
2,06 

l^fien  Decimalen  von  R  bemerklich  machen.  Daher  ist  der  Werth  logx 
=  9,08346  nnbedingt  bis  auf  die  letzte  Stelle  sieber.  Wäre  S  kleiner  als 
Ei»),  eo  mÜGste  mit  mehr  als  n  Stellen  gerechnet  werden,  wenn  man  Ingx 
mt  moäeatenB  n  Stellen  genau  erhalten  wollte. 
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§  14,   OeBoMohtliche  Bemerkungen. 

DoB  in  dieser  Abbandlnng  in  mannigfacheD  Anwendungen  gezeigte  Ver- 
fahren, die  Wnrzelii  algebraischer  oder  trän Ecend enter  Gleichungen  mit  Hilfe 
ntimerischar  Tafeln  unter  Benützung  der  bei  denselben  Oblichen  Interpola- 
tionsmetbode  in  stufenweiser  Annäherung  zu  berechnen,  kenne  ich  seit  ISS'ö. 
Eb  scheint  so  nahe  in  liegen,  dass  man  leicht  an  seiner  Neuheit  zweifeln 
kann.  Jedoch  habe  ich  weder  in  Lehrbüchern,  noch  in  den  JahrbUcbern 
Aber  die  Fortschritte  der  Mathema.tik  etwas  darauf  Bezügliches  finden  kUnnen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  beziehen  sich  ausschlieaslich  auf  die  Ge- 
schichte des  Gebrauchs  der  Ädditionslogarithmen  bei  der  Berechnung  der 
reellen  Wurzeln  mitnerischer  Gleichungen.  In  der  1840  erschienenen  Samm- 
lung mathematischer  Tafeln  von  Vega  und  HUlsse  hat  Gauss  die  Auf- 
lösung quadratischer  Gleichungen  und  ferner  in  einem  an  Schumacher 
gerichteten,  in  Schumachers  Astronomischen  Nachrichten  abgedruckten 
Briefe  vom  1.  April  1843  diejenige  der  cabischeu  Gleichuug,  welche  bei 
der  parabolischen  Bewegung  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  dient, 
mit  Hilfe  der  Additionalogartthmen  gezeigt  [s.  Gauss'  Werke,  Bd.  3  S.  25ö, 
sowie  Bd.  6  S.  101).  An  letzterem  Orte  wird  bereits  darauf  bingewieseot 
dasB  die  Addilionslogarithmen  «Huf  gauz  ähnliche  Weise  zu  einer  sehr  be- 
quemen Auffindung  aller  reellen  Wurzeln  jeder  algebraischen  Gleichung,  die 
nicht  mehr  als  drei  effective  Glieder  hat",  benützt  werden  kfinnen.  Die 
Ausführung  bat  Gauss  erst  in  dem  zweiten  Theile  seiner  in  der  Sittung 
der  König].  Gesellsobaft  der  Wissenschaften  am  IG.  Juli  1849  vorgelesenen 
und  in  Bd.  IV  der  Abhandlungen  dieser  Gesellschaft  erschienenen  nBeitrSge 
zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen"  gegeben  (s,  Gauss'  Werke, 
Bd.  3  8.  85).  In  den  Jahren  18S4  und  1885  hat  Herr  Prof.  Dr.  Gundel- 
finger  die  Ausdehnung  der  Oauss'sohen  Methode  auf  Gleiohungen  mit 
vier  Gliedern  vorgenommen.* 

Ohne  Herrn  Uundelfinger's  eigenen  Veröffentlichungen  irgendwie 
vorgreifen  zu  wollen,  theile  ich  Folgendes  mit.  Behufs  Aufstellung  der  Jtnr 
Berechnung  dienenden  Formeln  benutzte  Herr  (lundelfinger  anfangs  die- 
jenigen, zwei  Hilfswinkel  enthaltenden  Relationen,  welche  aus  den  Gleich- 
ungen der  Mittelpunk taflächen  zweiten  Grades  ebenso  hervorgehen,  wie  die 
UeUtion  cosQ* -t- sinQ*  =  t  aus  der  Gleichung  des  Kreises,  später  aber  die 
Ideotit»  10*  =  1  +  Ifl-*.    Der  Schwerpunkt  der  Arbeit  des  Herrn  Gondel- 

■  Eine  eutsprecbende  Preisaot'jgabe  ist  im  Mai  1884  vom  der  luiLthemnliiEh 
naturwiBsenicbaFtlicben  Abtheilang  der  hietigen  technischen  Hocbucliule  gestellt 
worden,  und  »war  auf  Antrag  de>  Uetrn  Gundelt'inger.  Leuteren  Dm etand  her- 
vortohehen,  Ut  io  ütr  Anmerkung  auf  S.  BIS  des  „Civiliugenieur"  vun  1869. 
Bd.  XXXV.  rersHomt  worden.  F.»  terBt«ht  ucb  von  »eibet.  du»  Herr  Guadol- 
finger  die  LOiung  der  Aulgabe  io  der  Uau|>t«uch«  »chon  vorher  lieieswn  bat, 
B  Dnterraohnugen  ihren  Aliichlusi 


fing«r  liegt  in  der  Äafstellung  Ton  Kennieichen  für  die  Anzahl  der  reellen 
Wunela  viergliedriger  GleicboDgen  und  von  Regeln  zur  schnellen  Ermitte- 
lung erster  Annäherungen  an  diese  Wurzeln.  Es  wßre  um  so  mehr  er- 
ffBnscbt,  daas  Herr  Gundelfinger  seine  werthvoUen  üntersuchuogea  bald 
lerSffentlichte ,  als  neuerdings  die  erBt«  der  vorgenannten  Aufgaben  auch 
TOD  uiderer  Seite  behandelt  worden  ist.*  Als  ich  Ende  1885  anfing,  mich 
eW>ll!  mit  der  Erweiterung  der  Gauas'achen  Methode  zu  beschäftigen, 
Mb  icb  von  vornherein  davon  ab ,  nach  Kriterien  fUr  die  Anzahl  der  Wnr- 
iiio  und  Regeln  zur  Trennung  derüelben  zu  euchen,  weil  mir  bei  all- 
gtueiDen  Gleichungen  mit  mehr  al»  vier  Gliedern  solche  Bemühungen  keine 
Ansiii:bt  auf  Erfolg  zu  baben  schienen.  Es  genUgte  mir  die  Verallgemei- 
neroflg  der  Gansa'sehen  Berechnnngsweise  an  sich.  Dieses  Ziel  war  auf 
fclgandem  Wege  leicht  zu  erreichen.  Ich  schaffte  in  der  auf  Null  gebrachten 
lufjulOsenden  Gleichung  die  negativen  Glieder  auf  die  rechte  Seite  und 
berecluiete  die  Logarithmen  beider  Seiten,  indem  ich  auf  die  allbekannte 
icl  mit  Hilfe  der  Addilionslogarithmen  zunächst  zwei  Glieder  zusammen- 
Imix,  zur  Summe  das  folgende  Glied  hinzufügte  u.  s.  w.  Durch  Gleicb- 
utien  der  auf  solche  Weise  durch  eine  Kette  von  Gleichungen  gefundenen 
Logarithmen  der  beiden  Seiten  ergab  sich  die  Schlussgleichung.  So  ist  das 
ui  §§  4  und  b  dieser  Äbhandlimg  beschriebene  Verfahren  entstanden,  dos 
iiib  oebst  dem  vorgeführten  Corrections verfahren  seit  1886  alljährlich  in 
neineii  Vorlesungen  mitgetheüt  habe.  Ein  ähnlicher  Gedankengang  hat  mich 
sDch  (im  Januar  1886)  zur  Entdeckung  der  1  ogarithmi seh  -  graphischen  Äuf- 
liSiSBgamethode  gefUhrt,**  Um  Formeln  zu  erhalten,  die  den  von  Gauss 
bei  dreigliedrigen  und  von  Herrn  Gundelfinger  bei  viergliedrigen  Gleich- 
lUgen  benutzten  genau  entfiprecben,  müaste  man  ans  den  obenerwähnten 
Olöchnngen  lopx  eliminiren.  Diese  Elimination  von  logx  lässt  sich  aber  nur 
bei  dreigliedrigen  Gleichungen  rechtfertigen,  während  sie  bei  Gleichungen 
mit  mehr  als  drei  Gliedern  keinen  Nutzen  bringt,  sondern  im  Gegentheil 
DU  die  Formeln  verwickelter  macht  und  die  ganze  Rechen-  tind  Schreib- 
arbeit bedeutend  vermehrt.  Bei  tmnscendenten  Gleichungen,  welche  meine 
Va^ger  noch  nicht  in  Betracht  gezogen  batteu,  ist  dieselbe  ohnehin  un- 
tbenlich.  Den  Hauptvorzug  des  von  mir  eingeschlagenen  Weges  erbticke 
ich  darin,  dass,  wenn  man  ihm  folgt,  man  keine  verschiedenen  FlLlle  zu 
uiterichuden   braucht  —  bei  Gaasa'scher  B e ban dl ungs weise  würde  deren 


■Carl  Färber,  Herleitung  von  Kriterien  für  die  Anzahl  reeller  Wurzeln 
'OD  Gleichungen  (apecieU  der  allgemeinen  viergliedrigen  und  der  Gleiohimgen 
'om  fiinfteo  Qradej  aus  der  Besehaffenheit  ihrer  Diecriminanten- Mannigfaltigkeit. 
!i:wigual-Diesertation,  Berlin  1889, 

'"  8.  die  .^ntaerfeung  anf  S.  188,  Ich  halte  ea  für  nöthig,  zu  betonen,  dasa 
bei  der  logarithmisch-graphiachen  Auflösung  die  von  mir  eingeführte  Additione- 
Gegenatück  zu  den  Ädditionslogarithmeu,  kein  weaentlicbea  Erforder- 
oit  bildet,  anfangs  auch  gar  nicht  von  mir  benütet  worden  ist. 
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Zahl  bald  eine  bedenkliche  Höhe  erreichen  — ,  sondern  immer,  welches  auch 
die  Zahl  der  Glieder  nnd  die  sonstige  Beschaffenheit  der  aufzulösenden  Gleich- 
ung sein  mögen,  durch  ein  und  dasselbe,  dem  Gedftchtnisse  leicht  einsu- 
prSgende  Verfahren  die  gewünschten  Formeln  erhält. 

Dass  übrigens,  namentlich  bei  algebraischen  Gleichungen  gewöhnlicher 
Form,  die  Anwendung  der  Additionslogarithmen  nicht  unbedingt  anderen 
Methoden  vorzuziehen  ist,  dieser  üeberzeugung  habe  ich  schon  mehrmals 
Ausdruck  Terliehen. 

AnhaDg. 
.    Fall  mehrerer  nahezu  gleicher  Wurzeln. 

§^lö.  Genaue  Berechnung  des  Coeffldenten  S. 

Wenn  in  grosser  Nähe  der  Wurzel,  die  man  zu  berechnen  sich  Tor- 
genommen  hat,  noch  andere  Wurzeln  liegen,  so  kann  mittels  der  in  Tor- 
stehender  Abhandlung  gelehrten ,  auf  der  Anwendung  des  gewöhnlichen  Inter- 
polationsverfahrens beruhenden  Berechnungsweise  der  Coefücient  8  nicht 
immer  mit  genügender  Schärfe  bestimmt  werden.  Es  erscheint  «tladann  ein 
engerer  Anschluss  an  die  sogenannte  Newton'sche  Methode  geboten.  Bei 
algebraischen  Gleichungen  gewöhnlicher  Form,  welche  hier  allein  berück- 
sichtigt werden  sollen,  gestaltet  sich  die  Berechnung  besonders  einüach, 
sobald  logx  zur  Unbekannten  genommen,  überhaupt  (abgesehen  von  der 
Berechnung  von  S)  das  in  §  9  beschriebene  logarithmische  Verfahren  in 
Anwendung  gebracht  wird.  Additionslogarithmen  zu  benützen  ist  hier  aus 
mehreren  Gründen  weniger  zweckmässig. 

Man  hat  a(a^\       «t 

|^  =  Jao^  =  2.3025851. «ao:-. 

D.  h.,  wenn  logx  um  einen  kleinen  Betrag  6  wächst,  so  erhält  irgend  ein 
Glied  P^aaf  der  Gleichung  den  Zuwachs  2,302585 l.n/^ 6.     Ist  also 

/>+/>,+  />,  +  ••• 
die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung,  so  wird 

19)  5  =  2,3025851(ni^  +  n,/>,  +  »»2^2 +  •••). 

Um  nur  eine  Addition  ausführen  zu  müssen ,  ersetzt  man ,  wie  in  §  9, 
alle  negativen  Glieder  der  Gleichung  durch  ihre  dekadischen  Ehrgänzungen. 
Nachdem  der  Ausdruck  in  der  Klammer  berechnet  worden  ist,  kann  man 
die  Multiplication  mit  2,3025851  dadurch  bewerkstelligen,  dass  man  die  in 
allen  Logarithmentafeln  angegebenen  Vielfachen  jener  Zahl  benutzt.  Oft 
genügt  auch  die  Multiplication  mit  2,30. 

Beispiel.     Bei  der  in  §  10  behandelten  Gleichung 

jbT^28«'-480«0 
09ffaO,88Sf^  geftmdan  worden; 
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p  =  «T  ^  I  =  97,2120,    />!  ==  28»*  =  II  =  382,8230, 
folglich  hat  man 

a  =  2,3025851  (7 .  97,2120  +  4 .  382,8230)  =  5092,8025. 

Dtf  dort  durch  gewöhnliche  Interpolation  gefundene  Werth  5100  ist  somit 
tun  etwa  sieben  Einheiten  der  vierten  Stelle  zu  gross. 

§  16.  Trennung  der  Wuneln. 

Die  grosse  wissenschaftliche  Bedeutung  des  Sturm  *schen  Satzes  und 
ihnlieher  Hilfsmittel  zur  Trennung  der  reellen  Wurzeln  numerischer  Gleich- 
aogen  wird  niemand  in  Zweifel  ziehen  wollen.  Fttr  die  wirkliche  Auflösung 
numerischer  Gleichungen  sind  dieselben  jedoch  gerade  in  schwierigen  Fällen 
wegen  der  überaus  grossen  Mtthe,  die  ihre  Anwendung  verursacht,  recht 
wenig  geeignet,  glücklicherweise  aber  auch  vollkommen  entbehrlich.  Das 
Ziel  ist  ebenso  sicher,  aber  ungleich  bequemer  auf  dem  folgenden  Wege  zu 
eneiehen.  Man  löst  die  Gleichung  zuerst  mittels  der  logarithmisch -graphi- 
sehen  Methode  auf.*  Auch  bei  Benützung  des  von  mir  empfohlenen  kleinen 
MMSseiabes  —  Längeneinheit  gleich  2  cm  —  werden  hierdurch  in  gewöhn- 
lidien  Flllen  die  Wurzeln  deutlich  getrennt  und  angenäherte  Werthe  für 
ihre  Logarithmen  gefunden,  so  dass  man  ohne  Weiteres  zur  Anwendung 
der  in  dieser  Abhandlung  vorgeschlagenen  oder  irgendwelcher  anderen  Nähe- 
rongsmethoden  schreiten  kann.  Besitzt  aber  die  Gleichung  einige  wenig 
TOD  einander  verschiedene  Wurzeln ,  so  werden  die  zur  Auflösung  dienenden 
Conen  an  der  betreffenden  Stelle  sich  zu  berühren  oder  auf  eine  längere 
Streeke  zusammenzufallen  scheinen.  Dasselbe  wird  der  Fall  sein,  wenn  die 
Gleiehnng  einige  complexe  Wurzeln  mit  sehr  kleinen  rein  imaginären  Theilen 
ond  gleichen  oder  nahezu  gleichen  reellen  Theilen  hat  Dann  sollte  jene 
Stelle  in  grösserem  Maassstabe  gezeichnet  und  mit  der  Yergrösserung  des 
Maassetabes  so  lange  fortgefohren  werden ,  bis  jeder  Zweifel  über  den  wahren 
Sichyerhalt  schwindet.  Weil  aber  die  Rechnung  doch  nicht  länger  mehr 
IQ  entbehren  ist,  so  kann  man  auch  die  graphische  Darstellung  ändern, 
tun  sie  der  Rechnung  soviel  wie  möglich  anzupassen.     Handelt  es  sich  z.  B. 

*  Siehe  Civüingeniear  1889,  Bd.  XXXY  S.  617.  Das  Wesen  der  iogarithmiaoh- 
gitphischen  Methode  besteht  darin,  dass  die  aufEulösende  Gleichung  F{x)^0  in 
iwei  Gleichungen  y  =  f{x)y  y  =  g{x)  zerlegt  wird,  was  am  einfachsten  durch 
Trenonng  der  positiven  und  negativen  Glieder  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
gttdueht,  und  nun  die  letzteren  beiden  Gleichungen  in  der  Weise  durch  Curven 
dttgeitellt  werden,  dass  man  logx  und  logy  zu  rechtwinkligen  Cartesischen  Co- 
ordinaten  eines  Punktes  nimmt  Die  Logarithmen  der  g^uchten  Wurzeln  ergeben 
ddi  dann  als  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  jener  beiden  Curven.  Im  Falle  einer 
algebraischen  Gleichung  gewöhnlicher  Form  werden  die  einzelnen  Glieder  fOr  sich 
duch  Geraden  vorgestellt;  die  Geraden  zu  den  Gliedern  mit  höchstem  bes.  niedrig- 
item  Exponenten  sind  Asymptoten  der  betreffenden  Curven.  Letztere  sind  frei  von 
Wtodeponkien  ond  nach  oben  gekrümmt,  wenn  die  vorhin  erwähnte  Zerlegungs- 
^ti»  »agtwmidat  wardea  ist. 
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um  eine  algebraiäche  Gleichung  gewöhnlicher  Form  JP(«)=3  0,  und  hat  man 
sich  entschlossen,  die  zu  bestimmten  Werthen  von  x  gehörigen  Werthe  der 
linken  Seite  auf  logarithmischem  Wege  zu  berechnen ,  so  ist  es  offenbar  am 
bequemsten,  logx  zurAbscisse,  y^=^F(x)  zur  Ordinate  eines  veränderlichen 
Curvenpunktes  zu  nehmen  und  von  der  so  definirten  Curve  das  in  Frage 
kommende  Stttck  zu  zeichnen.  Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der 
Abscissenaxe  werden  die  Logarithmen  der  gesuchten  Wurzeln  sein.  In  dem 
hier  besprochenen  Falle  wird  aber  jene  Curve  an  der  Stelle,  wo  sie  die 
Abscissenaxe  erreicht  bez.  durchsetzt,  gewissermassen  mikroskopisch  kleine 
Schwankungen  zeigen,  welche  durch  Anwendung  einer  genügend  starken 
YergrOsserung  dem  blossen  Auge  sichtbar  gemacht  werden  müssen.  Es  ist 
von  grösstem  Werthe ,  nicht  blos  einzelne  Punkte  der  fraglichen  Curve  durch 
Berechnung  ihrer  Ordinaten  zu  bestimmen,  sondern  auch  in  jedem  gefun- 
denen Punkte  die  Tangente  zu  construiren.     Dazu  ist  noch  die  Berechnung 

von  S^s=  •-- — '-    nöthig.      Je   näher   die   gesuchten  Wurzeln   bei  einander 
dwgx 

liegen,  eine  um  so  grössere  Anzahl  genauer  Stellen  der  Werthe  F[x)  ist 
man  schliesslich  zu  ermitteln  gezwungen.  Nattlrlich  können  Beispiele  von 
solcher  Schwierigkeit  construirt  werden,  dass  die  vorhandenen  Logarithmen- 
tafeln* nicht  mehr  ausreichen,  um  bis  zur  Trennung  der  Wurzeln  vorzu- 
dringen. Abgesehen  davon,  dass  in  der  angewandten  Mathematik  solche 
Fälle  wohl  niemals  vorkommen  werden,  bleibt  alsdann  immer  noch  die 
Möglichkeit,  die  Grössen  F{p^  zuletzt  auf  rein  arithmetischem  Wege,  etwa 
mit  Hilfe  des  bekannten  Hörn  er 'sehen  Schemas,  zu  bestimmen. 


§  17.  Beispiel. 

F{x)  =  x"  +  g^  -  a;»  +  0,694  a:  -  0,232  =  0. 

Wendet  man   auf  diese   Gleichung  das  logarithmisch -graphische  Ver- 
fahren an,  indem  man  dieselbe  in 

y  =  a?"  +  fl;'  + 0,694  a;  und   */  =  ar»  + 0,232 

zerlegt,  so  erhält  man  die  in  Fig.  1  gezeichneten,  durch  die  beigesetzten 
Buchstaben  C  und  C  unterschiedenen  Curven.  Man  sieht,  dass  letztere 
sich  links  von  der  Ordinatenaxe  durchschneiden ,  sich  aber  auch  zugleich  zu 
berühren  scheinen.  Bei  der  Kleinheit  des  Maassstabes  ist  es  unmöglich ,  zu  er- 
kennen ,  ob  die  Curven  thatsächlich  eine  dreipunktige  Berührung  besitzen,  was 
einer    dreifachen    Wurzel   entspräche,    oder   ob    man   etwa    drei    getrennte 


*  Ausser  den  schon  angeföhrten  elfttelligen  Tafeln  von  Steinhäuser  sind 
noch  SU  erwähnen:  A.  Steinhauser,  Knne  Hilfiitaftln  sur  bequemen  Baiecluimig 
15 steliiger  Logarithmen,  Wien  1865;  A  Stainhaatar,  Hilftfaftln 
Berechnung  SOitelliger  Logaritfamia«  Wt^ 


Von  Dr.  R.  Mehmkb. 


185 


1.  Fig. 


Schnittpankte  oder  einen  gewöhnlichen  Berührungspunkt  nebst  einem  davon 
getrennten  Schnittpunkt,  oder  nnr  einen  Schnittpunkt  annehmen  muss. 
(DasB  nicht  mehr 
als  drei  Schnitt- 
punkte vorhanden 
sein  können,  zeigt 
dieAnwendnng  der 
Descartes*schen 
Regel.)  Jedenfalls 
ist  an  den  Stellen, 
welche  den  Abscis- 
sen  9,7  und  9,9 
entsprechen,  noch 

eine  deutliche 
Trennung    beider 

Curyen  wahrzu-  ^ 
nehmen.   Man  be* 

rechne    deshalb 

and 

g^äF(x) 

dlogx 
zonftchst    fdr    die 
Werthe  9,7,  9,75 
und  9,8  von  hgx* 
Es  ergiebt  sich: 

für  logx  =  9,7 :     Ä  =  -  0,001624 ,     S  =  0,0720 ; 
„    fopÄ  =  9,75:  Ä  = -0,0000019,  5  =  0,00189; 
„    %a;  =  9,8:     B^     0,000816,    5  =  0,0746. 

Fig.  2. 


9.75 


Xiigt  man  die  vorstehenden  Werthe  von  hgx  und  B  als  Absoissen  und 
■.  auf,  und  zwar  in  einem  solchen  Maassstabe,  dass  eine  Einheit  der 
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r    1.^   ^Bf-^i  ».f  *»^ 


Fig.  3. 


zweiten  Decimalen  von  logx  gleich  1  cm  und  eine  Einheit  der  Tieften  De- 
cimalen  von  R  gleich  1  mm  wird ,  und  construirt  man  femer  mit  Hilfe  der 
obigen  Werthe  von  S  in  den  erhaltenen  Punkten  die  Tangenten,  so  ist  man 

in  der  Lage,  den  Verlauf  der  Cnrve 
wie  in  Fig.  2  festzustellen.  Der  grösse- 
ren Sicherheit  wegen  kann  naohtrSglich 
noch  der  Punkt  zu  logx  ^==9^8  berech- 
net werden,  fUr  welchen  man  findet: 
Ä  =  0,0000424,  5  =  0,01278.  Die 
Trennung  der  Schnittpunkte  der  Gorve 
mit  der  Abscissenaxe  ist  zwar  noch 
nicht  gelungen;  man  sieht  aber,  dass 
dieselben  zwischen  9,75  und  9,78  zu 
suchen  sind.  Stellt  man  den  fragliehen 
Theil  der  Curve  noch  einmal  dar,  in- 
dem man  die  Abscissen  beibehält,  die 
Ordinaten  dagegen  im  hnndertfeehen 
Maassstabe  der  Fig.  2  anftrSgt  und 
die  Punkte  zu  den  Abscissen  9,76  nnd 
9,77  nebst  den  Tangentenrichtungen 
in  denselben  neu  berechnet,  so  entsteht 
"Fig.  3.     Es  ist  n&mlich 

für%Ä  =  9,76:    Ä  =  -0,0000069,   Ä  =  -0,00192; 
„    hgx  =  9J7:   Ä  = -0,0000180,   S=     0,000988. 

Man  ist  jetzt  am  Ziele,  denn  die  Curve  zeigt  auf's  Deutlichste  drei 
getrennte  Schnittpunkte  mit  der  Abscissenaxe.  Sollte  man  je  noch  im 
Zweifel  darüber  sein,  ob  die  Curve  in  dem  Zwischenräume  von  9,75  bis 
9,76  sich  wirklich  über  die  Abscissenaxe  erhebt ,  so  genügte  die  Berechnung 
eines  Zwiscbenpunktes,  um  jede  Unsicherheit  zu  beseitigen.  Misst  man  die 
Abscissen  der  gefundenen  Schnittpunkte  mit  einem  Transversalmaassstabe 
bis  auf  Zehntelmillimeter,  so  ergeben  sich  die  Logarithmen  der  Wurzeln 
mit  vier  Decimalen ,  wobei  natürlich  die  vierte  Decimale  nicht  mehr  zuver- 
lässig ist.     Man  findet 

/o^a;i  =  9,7514,    %Xj  =  9,7554,    /ö^a;3  =  9,7754. 

Durch  Rechnung  lässt  sich  nun  in  bereits  bekannter  Weise  die  Genauig- 
keit erhöhen.  Es  reichen  aber  bei  den  ersten  beiden  Wurzeln  siebenstellige 
Logarithmen  schon  nicht  mehr  aus,  um  nur  die  Richtigkeit  der  vierten 
Decimalen  sicher  zu  stellen,  viel  weniger,  noch  weitere  Decimalen  zu  be- 
stimmen. Bei  der  dritten  Wurzel  liegen  die  Verhältnisse  deshalb  etwas 
günstiger,  weil  zu  ihr  ein  grösserer  Werth  von  5,  d.  h.  eine  grtoere  Hori- 
zontalneignng  der  Cnrventaiigeiits  im 
zum  Schlosse  die 


Von  Dr.  H.  Mehmkb.  187 


'  >^  V-^-'  «^  V^   w    w   w    V 


Werden;  sie  kann  als  Beispiel  fQr  alle  bisher  aaszaRihrenden  Rechnangen 
dienen. 

169  0,694  s=  9,841  3595 

fop«<=  9,775  4 


11109«  =  7,529  4 


7  fay«  =  8,427  8 


3  Io$r«  «=  9,326  2 


fagIV  =  9.616  7595 


1  =  0,003  3838  11.1  =  0,037  2218 

II  =  0,026  7793  7 .  H  =  0,187  4551  * 

EIII  =  9,788  0663-10  3.E1II  =  9,364  1989-10 
IV  =  0,413  7705  IV  =  0.413  7705 

EV  =  9.768  -10  5^0,002  6463 


2,30 
-      Ä  =  9,999  9999-10  5  =  0,006  0933 

Oj0000001_ 
0,0060933  ~"'"^^^'' 

Älio  ist  die  letzte  Ziffer  in  logx  =  0,7754  jedenfiEdls  noch  richtig.  Weitere 
gensne  Ziffern  kOnnten  nur  durch  Rechnung  mit  mehr  als  sieben  Stellen 
ggfonden  werden. 

Darmstadt,  Mai  1890. 
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IX.  Zar  Lage  des  Schwerpunktes  eines  Rotationskörpers. 

Es  sei  eine  geschlossene  ebene  Figur  F  gegeben,  deren  Schwerpunkt 
8  sei.  Bestimmt  man  für  irgend  eine  durch  S  gehende,  in  der  Ebene  der 
Figur  Hegende  Axe  das  Trägheitsmoment  Flfi  der  Figur  und  zieht  im  Ab- 
stände des  frägheitsradius  h  zu  dieser  Axe  die  Parallele,  so  berührt  diese 
bekanntlich  die  Centralellipse ,  deren  Qleichung  in  Liniencoordinaten 

gegeben  sein  mag. 

Sind  nun  U| ,  v^  die  Coordinaten  irgend  einer  Geraden  r,  welche  in  dei 
Ebene  liegt,  die  Figur  jedoch  nicht  schneidet,  so  ist  die  Gleichung  ihres 
Gegenpoles  R  bezüglich  der  Centralellipse 

a*Ui  u  +  5p,  p  +  1  =  0. 
Bezeichnet  man  ferner  mit  S^,  i;^  die  Punktcoordinaten  von  R^  so  hat  mar 

Fällt  man   von  S  auf  die  Gerade  r  das  Loth  SO^p  und  nennt  X  und  ft 
die  Cosinus  der  Winkel,  welche  p  mit  der  §-  bezw.  i^-Axe  bildet,  so  hat  man 

p  p 

daher  auch 

§1  = A   und  1?,  = u. 

p  ^  p 

Nimmt   man  ferner  0  als  den  Anfangspunkt  eines  neuen  Coordinaten- 

sjstems  an,  dessen  x-Axe  die  Gerade  OS,  dessen  y-Axe  die  Gerade  r  ist, 

so  erhält  man  die  Transformationsgleichungen 

Daher  hat  man  auch,   wenn  y^  die  Ordinate  des  Gegenpoles  im  neuen  Co- 

ordinatensjstem  bedeutet,  y 

2)  y,  =  _^(a«-6»). 

Läset  man  jetzt  die  Figur  F  um  die  Gerade  r  sich  drehen ,  so  erzeugt 
sie  einen  Rotationskörper,  dessen  Schwerpunkt  die  Ordinate  ^q  haben  möge. 
Alsdann  ergiebt  sich,  wenn  x  and  y  die  Coordinaten  yon  dF  sind, 

j2nxdF.y        fxydF 

^'^    j27txdF    ^      F.p 
Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  1)  findet  man: 


Kleinere  MiUheilnngen.  189 


-■^^  *^N-*"W^w'"^'-'^rf»>..'    . 


\ 


Die  £-  and  tj-Azen  sind  die  Axen  der  Centralellipse,  somit  ist: 
/|dF=0,    ft,dF=0,  /|i,dF=0 

^  fedF^Fa*,   J'f,*dF=>Fl>>. 

Vtn  erbSlt  demnach  i» 

yo  —  j  («•-»•). 

daher  nach  Gl.  2)  auch 

d.  h.  der  Schwerpunkt  des  Rotationskörpers  nnd  der  Gegenpol  H  haben  die- 
selbe Ordinate. 

Es  sei  gestattet,  noch  auf  eine  andere  Bedeutung  der  Gleichung 

f2nxdF.y       CxydF 

y   =  2i— =  «^ 

f'inxdF         fxdF 

hiDtuweisen.  Erweitert  man  den  Bruch  nftmlich  mit  o>',  wo  o  die  Winkel- 
geschwindigkeit sein  möge,  mit  der  die  Figur  iPsich  dreht,  und  denkt  man 
sieh  F  als  eine  materielle,  unendlich  dttnne  Scheibe,  deren  Masse  F  ist, 
80  stellt  xm'dF 

die  Centrifagalkraft  dar,  welche  auf  da^ Massentheilchen  dF  wirkt,  und 

Xfal^dF.y 
das  &f oment  dieser  Centrifugalkraft  in  Be^ug  auf  die  durch  S  gehende ,  zur 
Botationsaze  senkrechte  Ebene.     Mithin  hat  man  in 

Cxm^dF.  y 

anch    die  Ordinate  des  Angriffspunktes  der  Centrifugalkraft,  welche  auf  die 
KäeHe  F  wirkt 

Dies  giebt  den  Satz: 

Dreht  sich  eine  schwere,  ebene  Figur  um  eine  in  ihrer 
Sb^xie  liegende  Axe,  welche  die  Figur  nicht  schneidet,  und 
^^dtimmt  man  den  Gegenpol  der  Botationsaxe  in  Bezug  auf  die 
Centralellipse  der  Figur,  so  beschreibt  dieser  Gegenpol  bei 
dei*  Botation  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Schwerpunkt 
des  erzeugten  Rotationskörpers  ist,  und  die  auf  die  Figur  wir- 
^^nde  Centrifugalkraft  geht  stets  durch  den  Gegenpol  und 
don  Schwerpunkt  des  Rotationskörpers. 

Man  kann  diesen  Satz  noch  kürzer  ableiten ,  wenn  man  yon  den  schönen 

Untersuchungen    des  Herrn  Reje    über  Trägheitsmomente  im   10.  Bande 

dieser  Zeitschrift  und   im  19.  Bande   der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 

Itigenieure  Gebrauch  macht.      Herr  Reje   hat   bewiesen,   dass   man  jede 

materielle  Figur  durch  drei  Massenpunkte  ersetzen  kann ,  yon  denen  der  eine 

immer  auf  der  Gegenpolare  des  andern  in  Bezug  auf  die  Centralellipse  liegt. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  vorliegendes  Problem  an  und  ersetzt  die  Figur  F 

durch  die  drei  Massenpankte  F^,  F^^  F^^  yon  denen  F^  und  F^  auf  der  Rota- 
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tionsaxe  r  liegen ,  so  miiBs  F^  mit  dem  Gegenpol  R  zusammenfallen.  Wegen 
der  Lage  der  Pankte  JF,  und  F^  auf  r  ist  aber  die  auf  sie  wirkende  Centn- 
fugalkraft  Null,  und  es  bleibt  allein  die  auf  F^  wirkende  Kraft  Obrig, 
welcbe  die  Centrifugalkraft  der  ganzen  Fläche  F  ersetzt  und  ihren  Angrifi* 
punkt  in  dem  Qegenpole  R  hat.  Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  aber  leicht 
alles  Uebrige.  p    ^^^^^^ 

Ingenieur  o.  ord.  L«hrtr  a.  d.  KOnigL  Oberreftltohnl«  sn  StmIao. 


X.  lieber  die  Durchschnitte  einer  Geraden  und  einer  Cnrve 

sweiter  Ordnung. 

In  allen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  wird  zwar  angegeben, 
dass  die  Schnitte  einer  Geraden  mit  einer  Linie  zweiter  Ordnung  durch 
quadratische  Gleichungen  bestimmt  sind;  eine  wirkliche  Construction  dieser 
Pankte  pflegt  aber  zu  fehlen ,  und  in  der  That  dürfte  es  beispielsweise  nicht 
leicht  sein,  x  und  y  aus  den  Gleichungen 

einfach  und  elegant  durch  Ge* 
rade  und  Kreise  zu  construiren. 
Eine  befriedigende  LOsung  der 
Aafgabe  ergiebt  sich  dagegen 
auf  folgendem  Wege. 

Ein  Brennpunkt  0  des  Ke- 
gelschnitts sei  der  Anfangeines 
rechtwinkligen  Coordinaten- 
sjsteros,  dessen  positire  x 
längs  der  Senkrechten  Ton  0 
auf  die  nächste  Directriz  ißJ) 
gezählt  werden  mögen ;  femer 
schneide  die  gegebene  Gerade 
auf  OX  die  Strecke  OA=^a^ 
-^  auf  OY  die  Strecke  OB  ab, 
und  es  sei  LOÄB  =  ß*^   die 

Gleichung  der  Geraden  lautet  dann 

x-\'ycotß  =  a 

oder,    wenn   man  durch  x  =  rco8(o  und  y  =  rsina»  Polarcoordinaten   ein— 

fuhrt, 


cos  OD  +  cot  ß  sincD  ='  —  • 

r 

Bezeichnet  andererseits  OB=^h  den  Halbparameter  und 


OH 
HJ 


die  Charak- 


teristik des  Kegelschnitts,  ftir  welche  die  Tangente  von  LOJH=y  gesetzt 
werden  kann,  so  ist  die  Polargleichung  der  Curye 
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-^-k.-  ^ 


r  = 


l+tanycasm 

Die  SolMtitatioii  von  r  in  die  vorige  Gleichung  giebt 

(A  —  a  tany)  cosm  +  h  cotß  sinm  =  a, 

uBd  dies  stimmt  formell  flberein  mit  der  Polargleichnng  eines  Kreises ,  wel- 
elier  durch  den  Coordinatenanfang  geht  nnd  yon  OXy  OY  gegebene  Strecken 
abschneidet     Dem   entspricht  folgende  Constraction :  aaf  OX  nehme  man 

OK=OE^h  —  atany, 

aof  or 

OL==^CD  =  hcotß 

und  consimire  den  Kreis  durch  0,  £*,  X;  wird  nun  letzterer  von  dem  aus  ff 
mit  dem  Radius  a  beschriebenen  Kreise  in  den  Punkten  M  und  N  ge- 
schnitten, 80  gehen  die  Strahlen  OM  und  ON  durch  dieselben  Punkte  P 
nnd  Q  dar  Geraden  ÄB^  wie  die  gegel>ene  Curve.  Schlömilch 


XL  ITeber  die  bicireolaren  Cnnren  vierter  Ordnung. 

Im  Anschlüsse  an  meine  Abhandlung  j,  lieber  die  Systeme  derjenigen 
Kegelschnitte,  die  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  viermal  berühren ^"^ 
seien  mir  wenige  kurze  Bemerkungen  gestattet  über  dasjenige  System  von 
Tiermal  berührenden  Kegelschnitten,  das  alle  vier  Doppeltangentenpaare 
(und  dazu  die  Verbindungslinie  der  beiden  Doppelpunkte,  d.  h.  die  unend- 
lich ferne  Gerade)  der  Curve  als  zerfallende  Kegelschnitte  enthält.  Die 
aasfthrliche  Darstellung  wird  gelegentlich  veröffentlicht  werden.  Das  System 
beisse  T,  seine  einzelnen  Kegelschnitte  ®. 

1.  Die  Mittelpunkte  aller  ®  liegen  auf  derjenigen  gleich- 
seitigen Hyperbel  $0,  die  durch  die  Mittelpunkte  der  vier  Inversions- 
kreise der  bicircnlaren  Curve  vierter  Ordnung  i&  geht  und  deren  Asymptoten 
^  tCurvenazen*  von  €**  parallel  sind. 

2.  Unter  den  ®  befindet  sich  ein  Kreis  und  eine  gleichseitige 
Hyperbel  SR.  Jener  ist  unendlich  gross  und  hat  (in  der  Grenze)  den 
Mittelpunkt  A^  des  von  den  vier  Doppelbrennpunkten  von  (S. 
gebildeten  Vierecks  zum  Centrum;  der  Mittelpunkt  von  ?ft  aber  ist  der 
^^%enpunkt  von  A^  in  i^.  Femer  befinden  sich  in  /'  zwei  Parabeln 
n»  ^,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich  fernen  Punkte  von  Qq  sind. 

3.  Je  zwei  Kegelschnitte  ®  sind  einander  ähnlich,  liegen 
Aber  nicht  ähnlich  (vielmehr  bedarf  es  der  Drehung  des  einen  um  90^, 
^^mit  sie  in  ähnliche  Lage  kommen).  Die  Mittelpunkte  von  solchen  ähn- 
lichen Kegelschnitten  befinden  sich  auf  einer  Geraden,  die  der  Tangente 
^1^  $0  in  AT  parallel  ist. 

*  Leipng,  Verlag  Ton  Teubner. 
*♦  L  c.  S.  S7. 


192  Kleinere  Mittheilongen. 


-»^ -^--.^^  \  *■-.•- w  "N- "■ 


4.  Alle  Kegelschnitte  ®  sind  parallelaxig,  nnd  zwar  sind 
ihre  Azen  den  Curvenaxen  parallel. 

5.  Alle  Kegelschnitte  ® ,  deren  Mittelpunkte  mit  K  anf  demselben  Aate 
yon  $0  liegen,  sind  Ellipsen,  die  übrigen  (deren  Mittelpunkte  auf  dem 
andern  Aste  liegen)  Hyperbeln. 

6.  Die  Kreisyierecke ,  die  yon  den  Schnittpunkten  je  zweier  fthnlicber 
Kegelschnitte  gebildet  werden,  liegen  alle  auf  einem  und  demselben 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  K  ist. 

7.  üeberhaupt  aber  schneiden  sich  nicht  nur  irgend  zwei 
beliebige  Systemkegelschuitie,  sondern  auch  die  Asjmptoten- 
sjsteme  yon  irgend  zwei  Sjstemkegelschnitten  in  vier  Punk- 
ten, deren  Umkreis  K  zum  Mittelpunkte  hat.  Insbesondere 
liegen  die  yier  Berührungspunkte  irgend  eines  Sjstemkegel- 
schnittes  ®  mit  €  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  AT  ist, 
ebenso  der  Mittelpunkt  und  die  Berührungspunkte  der  Asym- 
ptoten irgend  eines  @  mit  der  von  allen  Asymptoten  ein- 
gehüllten Curve  jC  (der  Cayley*schen  Curve  des  Systemes). 

8.  Alle  Sehnen,  die  von  den  Kegelschnitten  ®  auf  einer 
beliebigen  Tangente  yon  %  bestimmt  werden,  haben  eine  ge- 
meinsame Mitte;  und  dieser  Mittelpunkt  liegt  auf  $q. 

9.  Die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  ®  bilden  zwei  con- 
focale  circulare  Curyen  dritter  Ordnung. 

10.  Die  Normalen  eines  beliebigen  @  in  den  Schnittpunk- 
ten mit  $0  gehen  alle  yier  durch  K, 

11.  Unter  den  ®  giebt  es  acht,  die  6  hyperosculiren;  die 
Hyperosculationsstellen  sind  die  Schnittpunkte  von  j^^^  mit  (S. 

12.  Analytisch  lässt  sich  F  in  der  Form 

tt;«[-t)«-2ra  +  2^i3  +  «*-i3'H-Xl  ) 

+      [r«-2ra  +  2t?i3+a«-^«-?)l  ) 

darstellen,  wo  der  Parameter  k;,  sowie  die  Constanten  o,  ß^  3ß|  X,  ^  ein- 
fache geometrische  Bedeutungen  haben,  und  unter  (r,  \f)  das  Nor  mal - 
coordinatensystem  verstanden  wird.* 

13.  Schreibt  man  die  Gleichung  von  6  in  der  Normal  form  folgen- 

dermassen:         (y2  +  ^^Y  +  ^y2  + j,^^>  + 2br  +  2ct)  +  f  =  0, 
so  ist  ^  o         ^ 

a  = -,      p=—    -» 

a— b  a  — b 

_ (4f-a»)(a-b)-4(b»~ c»)  _  (4f-b^)(a-b)  -  4(b»-c^) 

*""  4(a~b)^  '    ^"^  4(a-b)» 

(4f^ab)(a-b)~4(b«-e») 

ü.  s.  w.  u.  s.  w.  ifia  — d;" 

•  1.  a  8. 14. 
Leipzigi  im  No«~ 
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üeber  die  Erümmimg  der  Bahnevoluten 
bei  starren  ebenen  Systemen. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

In  Bnonsohweig. 


Die  Betrachtang  von  drei  unendlich  nahen  Phasen  eines  starren  ebenen 
Systems  führt  zu  den  Erttmmangsmittelpnnkten  der  von  den  Sjstempnnkten 
darehlanfenen  Bahnen;  mit  der  Bobi  Hier 'sehen  Constraction  und  der  be- 
kannten quadratischen  Verwandtschaft  ist  dieser  Gegenstand  yollkommen 
erledigt.  Im  vorliegenden  Aufsatze  soll  die  Bewegung  des  Systems  durch 
?ier  unendlich  benachbarte  Phasen  verfolgt  werden.  Dann  wird  jedem 
Systemponkte  der  Erümmungsmittelpunkt  der  Evolute  seiner  Bahncurve 
logeordnet,  und  es  ergiebt  sich  die  Aufgabe,  wenn  vier  solcher  Phasen  in 
irgend  einer  Weise  festgelegt  sind ,  zu  jedem  System  punkte  den  Erümmungs- 
mittelpankt  der  Bahnevolute  zu  construiren  und  die  Verwandtschaft  zu  be* 
stimmen,  die  zwischen  der  Qesammtheit  dieser  Erümmungsmittelpunkte  und 
den  Punkten  des  bewegten  Systems  besteht. 


Fig.  1. 


§  1.  Der  Krtlmmnngsradiiui  der  Bahnevolnte. 

Wir  bezeichnen  mit  iS, ,  8^^  S^,  S^  vier  unendlich  benachbarte  Phasen 
eines  starren  ebenen  Systems  S^  mit  Ai^  Ä^,  A^^  Ä^  die  zugehörigen  Lagen 
eines  Systempnnktes  Ä^  mit  nj,,  n^s,  n^ 
die  Mittelsenkrechten  der  Strecken  Ä^  Af , 
-4,-4,,  A^A^y  mit  Vi,3,  V234  die  H^lbi- 
nuigslinien  der  von  n^2  und  t^^^  sowie 
▼on  n^  und  n^  gebildeten  stumpfen  Win- 
kel, mit  9  den  Schnittpunkt  von  v^^s  ^^^ 
^ss4»  d*  h.  den  Krümmungsmittelpunkt  der 
Bahnevolute  des  Punktes  A  fOr  die  Phase 
^1«  Nehmen  wir  an,  das  System  S  ge- 
^ge  aus  der  Lage  S^  nach  S^^  S^^  S^ 
durch  aufeinander  folgende  unendlich 
kleine  Drehungen  um  die  Pole  P^,  P^, 
^^bez.  um  die  Winkel  d^,  dO  +  d««^,  ^'"^"^  ^^^ 
to+2d»d  und  setzen  dabei  P^^P^==  P^P^^du,  Z.P^«P«»P»*  =  180»-dr, 
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so  ist  hierdurch  die  Bewegung  des  Systems  durch  yier  unendlich  benach« 
harte  Phasen  im  allgemeinsten  Sinne  definirt.*  (Fig.  1.)  Seien  femer  X||f|^ 
^2^8'  ^s^s*  ^4^4  ^^®  rechtwinkligen  Coordinaten  Ton  A|,  A^^  Ä^^  -^4  f^ 
P^*  als  Anfangspunkt  und  die  Polbahntangente  P^^  P^  als  a;-Axe,  dann  ist 

Xgsa     x^cosd^  +  yiSind^j 
yg  =  — aJiStndf^  +  y,  C08d&\ 

a^  —  du  =     (x^  —  du)  cos{d^  +  d^^)+y2sin{de  +  d^d), 
y^  =  '^(x^''du)8in{de  +  d^d^)  +  y^C08{d9  +  d^e)\ 

x^  —  duil  +  cosdx) 
=      \x^''du{l  +  cosdt)\cos{d^  +  2d^d)  +  {y^  +  du8indt)8in{d(^  +  2d^d), 

y^  +  dusindx 
=:'-\x^'du{l  +  cosdt)\sin{d9  +  2d^^)  +  (yj^  +  dusindr)cos{d^  +  2d^a) 

oder  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  dritter  Ordnung 

a^=     a?,  (1-2(10« -2(10  (PO) +  f/i  (2(1^ +  (P^-id03)  +  idwd^, 
y3  =  -a?,(2(iO  +  (PO-|(lO«)  +  yi(l-2d02-2dO(PO)  +  (lt*(dO  +  £pO); 

a;^=     a?i(l-f(IO«-9dO(PO)+y,(3(iO  +  3d«0-^dO«) 

+  (lu(^(lO«  +  dO(lT), 

^4  =  - rci(3  dO  +  3  d«0  -  f  dO»)  +  j/i (1  - 1  ^^ -  9  dO d«0) 

+  du(3dO  +  5d«0). 

Hieraus  folgt,  für  r^  als  laufende  Coordinaten  und  immer  unter  Vernach- 
lässigung yon  unendlich  kleinen  Grössen  yierter  Ordnung,  als  Gleichung 
von  ti,j 

tix,dO«-y,(d^--tdO3)|x  +  |a;,(dO-|dO3)  +  if/idO8tt^  =  0, 
femer  fttr  n^j 

{«,(1  dO«  + 2  dOd«0)-yj(dO -fd«0-^dO«) -JdudO«}  jr 
+  \x^  (dO  +  d^^^ldO^)  +  y^  (i  dO«  +  2  dO  d«0)  -  du(d^  +  d«0)  j  9 
-  fiT,  du  dO«  +  f/j  dM(dO  +  d«0)  =  0 

und  für  tig^ 

{rc,(idO«+7dOd^O)-yi(dO  +  2d*i>-  iJ^  dO^)  -  dt/ dO(2dO  H-dr)}  x 
+  |iri(d0  +  2d«0-Md03)  +  f/,(|d0^  +  7d0d«0)  -2du(dO  +  2d«0)i^ 
-  «1  du(5  dO«  -  dO  dr)  +  2yi  du(d&  +  2  d»0)  =  0. 

Sind  nun 

die  Gleichungen  zweier  unendlich  benachbarten  Geraden,  in  denen  a,  ß,  y^ 
a\  /S',  /  unendlich  kleine  Grössen  bis  zur  zweiten  Ordnung  enthalten  mögen, 

*  Ausnahmefälle,  wie  sie  Herr  Mehmke  in  seiner  Arbeit  «Ueber  die  Be- 
wegung eines  starrsn  ebenen  Sijgtema  in  ta^»^  RKob««  (üese  ZdtMhriA,  Bd.  85 
S.  1  o.  e6)  behandelt  hat^  bWbi  > 


Von  Prof.  Dr.  E.  Mölleb. 


P 


BO  Untat  die  Qleichung  der  Balbirnngsliiiie  des  TOn  ihnen  gebildeten  stumpfen 

Winkels       

(. )^.'  +  y  -  .- l/^W)  t+iß /?HT'  -  ß' V-f  +  W)  D 

+  ,/.''  +  r-yy.'  +  (i'  =  0. 

Par  a~a  +  Sa,  ß^=ß  +  dß,   y=y^SY  ist 

rV''''  +  f'-  r'V''+ß' 


-y^+ß- 


|,//.\^->^ 


+  ßiß)  +  iu' 
'•  +  ß' 

und  wird   in  der  geschweiften  Klammer  die  Quadratwurzel  bis  auf  Glieder 
■weiter  Ordnang  entwickelt,  so  folgt 

yyTT+p -7y^Tß> 
=  il.•'+ß•|-^^{^l2^«•+ß•)^«i«  +  ßSß)  +  ^,sß-ß^.)']-2(•,•+fl')'Srl, 

=  i{.'+ß;-'H«iß-ßi')\2ßi,.'+ß<)  +  «(..iß-ßs^)\. 

ß/«'  +  ß'-f/^+ßi 
Demnach  geht  die  ol>ige  Gleichung  der  Winkelhalbiningslinie  über  in 

i.iß-ß6,)\2ß{^+ß-)-t-^^,iß-ßun, 

+  l,„iß-ßl,.)l-2<,{,,<  +  ß')  +  ß(„)ß-ßt„)\^ 

+  ,t2i^-+f')l„s,  +  ßiß)-H,6ß-ßiu)'\-2i.^'+ß'ysr  =  o. 

Mit   Bücksicht   hieranf  crgiebt  sich  als  Gleichung  der  Geraden   vj„, 
wenn  noch   unendlich   kleine  Grössen   vierter  Ordnung  beibehalten  \ 

1)  [_2(«,'  +  ff,")'l»,W»'  +  j-i»'<?»)  +  j,d9'| 

+  |2(«,>  +  s.,')«li,.i»'-»,(dS'  +  i<J»'d<9)| 

+  U,*+ff,*)£fMd91-3a!,y,  d&'  +  2y,'(dö  +  (i*9)j  +x.s,'dMM»»]i) 
+  (»,'+ Ji'l'du  <is  |3i,  .i »"  -  2s/, (cJ e  +  rf«»))  =  0, 
und  als  Gleichung  von  v^^  • 

2)  [-2(i,'+»,')'li,(<i9'  +  V'"'' '*'''')  + 2»,  ■i»'! 

+  l«,'  +  y,'li'"d»|2i,'(4d8>  +  dffdtl+2»,y,(dlJ  +  6<l'9)  +  7,»,'d»'| 
-3ii,(2x,>  +  ,v,')d»",i8'|t 
+  |2(»,"  +  »i')'|2»^,d»'-»,(ii8'  +  l^iiS>d'9)| 

+  {i,'  +  yflfl«d!t\x,!i,{da'  +  2il9d,)+2f,^{ds  +  6fPm 
-3»,j,"dti>de']i) 
+  (»,•  +  »,')  d«  Jll  |»,(«,'  +  !,,"){7d»'  -  2  d9  dt) 

-2y,{x,»  +  y,')(d9  +  6d»9)  +  63:,y,dMd9j=0. 
Wir  enetsen  jetzt  die  bisher  gebrauchten  Bezeichnungen  S, ,  P'*,  it,, 
'.  durch  S,  P.  A,  X,  n  ond  verstehen  unter  A  den  Krllmmungsmittel- 
lourve  des  Punktes  A  in  der  Phase  5,  unter  va  die  Normale 
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der  Bahneyolute  in  A.     Dann  erhalten   wir  für   va  aus   1)  oder  2)  unter 
Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Grössen  yierter  Ordnung  die  Oleichung 

und  bilden  wir  den  Ausdruck  (2)-(l)  +  (3){10(it«  +  y«)dO(Pd- 4a?dt*d^|, 
so  folgt  nach  Division  durch  2(fl5*  +  y*)d^* 

4)      \((x^  +  y^) (x (PO  +yd^*)  -  x«  du{2de  +  dx)  -  2y«  du  de  +  ydu*\x 
+  {(«*  +  y^) (—  xd^^  +  y  (PO)  -  xy  du  dx\t^ 
-  x(a?  +  y^)  du(2de  -  dt)  -  xy  du^  =  0. 

Durch   3)  und  4)  sind   x   und  ^  bestimmt;  setzen  wir  noch  cur  Ab- 
kürzung 

{a^  +  y^d^'-ydu^W, 

so  ergiebt  sich 

5)  W8r=  y{a^  +  y^Y\xd^{d^-dt)+yd^^\du 

'-xy^{a^  +  y^)du^d^''xy^du\  ^  '  ' 

6)  W»^==-{a;«  +  y«)«{rc«  («0(2(10- (iT)  +  a?y  (Po +  y*(IO«}  dl* 

+  y (a?*  +  y^ (3ic«  +  2y«)  du^d^-y^  du\ 

Seien  femer  |,  i^  die  Coordinaten  yon  A;  dann  ist  —  =  — •  und  wir 

erhalten  aus  3) 

W I  =  —  a?y  (iw ,     Wrj  =  —  y*  du. 

Bezeichnen   wir   endlich  PÄ   mit  r,   den  Krümmungsradius  AX  der  Bahn- 
evolute mit  T  und  setzen 

(x^  +  y^)\xd»{2d^'-dT)  +  yd^d\  -Sxydud^  =  F, 
so  folgt 

W'(^  — i^)  =  -a?r«PrfM, 
mithin 

§  2.  Gonstruction  des  Krümmungsmittelpunktes  %. 

In   der  für  r  erhaltenen  Formel   bedeutet  W  die  linke  Seite  der  auf 

Null  reducirten  Gleichung  des  Wendekreises  tr;  für  den  Durchmesser  b«, 

desselben  ergiebt  sich  der  Werth 

.         du 

*"  rfO 
Genügen  ferner  die  Coordinaten  des  Punktes  Ä  der  Gleichung  F  =  0,  so 
fiLllt  %  mit  A  zusammen  und  Ä  liegt  in  vier  unendlich  benachbarten  Phasen 
auf  einem  Kreise  um  A;  durch  F  =  0  wird  also  die  Kreispunktcurve  f 
des  Systems  für  die  Phase  S  dargestellt ,  d.  h.  der  Ort  aller  Sjstempunkte, 
die  augenblicklich  Bahnelemente  mit  stationärem  Krümmungskreis  durch- 
schreiten. Dieselbe  ist  eine  Focalcurve  dritter  Ordnung;  sie  hat  im  Pole  P 
einen  Doppelpunkt  und  berührt  in  ihm  die  Polbahntangente  tp  und  die 
Polbahnnormale  Mp  (Fig.  2).    Wir  l>iBzeichnen  ihre  ErOmmungskreiae  in  P 
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nit  c  und  «, 

uid  JU,,  b«; 
neh  leidit 

ligfart  eiiie 


die  Hittelpnnkto  und  Darcbmeaser  derselben  bei.  mit  Jfe,  bs 
dabei   sei   c  der  Kreis,   welcher   tp  berOhrt.     Dann   ergiebt 

3dw  3dud9 

dieser  Pormeln  einen  negativen  Wertb,   so   befindet  sieb   der 
Kreis  auf  der  negativen  Seite  der  betreffenden  Coordinatenaze. 


Au  den  Kreisen  c  nnd  e  kann  die  Cnrre  f  in  folgender  Weise  con- 
rtnirt  Verden:  Wir  flUlen  Ton  P  anf  Xc^,  ein  Loth,  welcfaas  diese  6e- 
ndo  in  0  Bchneidet,  und  sieheD  g  symmetrisch  zu  FQ  in  Bezug  auf  (/>. 
Dum  ist  Q  das  Centrnm  der  Focalcurre  f;  beschreiben  wir  also  durch  P 
Kiun  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  anf  q  liegt,  so  sind  die  Endpunkte  des 
imh  Q  gehenden  Durchmessers  zwei  Punkte  der  f. 


Dnroh  Angabe  von  bv,  bs,  b*  sind  auch  die  TerhBltuiase 


d»  d9   de* 


;  dar  WondakreiB  und  die  beiden  ErUmin\ing&Vt«\&«  &%'« 
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KreispunktenrTe   in  P  bilden   also   ein  Aequivalent   ftlr   Tier 
unendlich  nahe  Sjstemlagen. 

Wir  betrachten  daher  vorlftnfig  die  Kreise  w^  c^  t  als  bekannt  um 
unter  dieser  Voraussetzung  zu  einer  Construction  ftir  den  Krttmmungsmittel- 
punkt  %  zu  gelangen,  beginnen  wir  mit  einer  Umformung  der  Gleichung  7). 
Aus  derselben  folgt  zunächst 


8) 


t  = 


W» 


+ 


w» 


Fig.  3. 


E^ 


Wir  bezeichnen  nun  in  Fig.  3  mit  W  den  Wendepol ,  mit  B  den  Schnitt- 
punkt Ton  PA  mit  w^  mit  A^  den  Fusspunkt  der  von  A  auf  tp  gefUlten 
Senkrechten,  mit  t«  die  Länge  der  Tangente  aus  A  2ai  w»  Ziehen  wir 
PY±.  PA  und  durch  den  Schnittpunkt  7  Ton  PV  mit  AW  sn  np  eine 
Parallele,  ao  beeümmt  dieeelbe  anf  FA  den  Punkt  A.    Daim  ict 


AR 
wegen  A  PAW^  A  Pul,  W 

9)  ''^=-1^ 
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Weiter  folgt  ans  den  ähnlichen  Dreiecken  PVfii  und  PÄ^Ä 

Errichten  wir  in  A  zu  A/'  die  Normale  va»  welche  ÄW  in  Z  schneidet,  so 
iat  AAFZ~  APT77.  also 

AZ=A7.^=!^. 
Nun  ist    '  ^       .     , 

also  geht  8)  üher  in 

^^'  ''■"    t*„    '  t^wd^  ^     t^„dd» 

Beseichnen  wir  femer  mit  t«  die  Tangente  aus  A  an  c,  mit  C  und  C^  bez. 
die  Schnittpunkte  Ton  c  mit  np  und  von  ÄC  mit  P7,  so  wird 

r*(2dO  -  dr)  -  3y  du  =  t*c(2(l^- dr), 
also 

rVb,   r»(2d^-dT)-3ydti  t^    2dO-dr  _  t«c   b^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  9) 

PV 

Das  zweite  Glied  in  10)  kann  in  folgender  Weise  umgeformt  werden: 


ry 


X't>e 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Schnittpunkt  E  yon  PÄ  mit  e  zu  np  eine 
Parallele,  die  P7  in  E^  trifft,  so  ist 

PE,= 

ry 

folglich  erhalten  wir  fdr  x  den  Werth 


X^e 

—  1 


/         PV  PV\ 

11)  ,  =  3(aZ.-P^+AZ.^J. 


um  daher  zu  einem  Sjstempunkte  Ä  den  Krümmungsmit- 
telpnnkt  S  seiner  Bflhneyolute  zu  construiren,  bestimmen  wir 
in  der  eben  angegebenen  Weise  die  Punkte  7,  A,  Z,  C^^  Ei^  pro- 
jiciren  Oj  und  Ei  aus  A  auf  PZ  und  die  so  gefundenen  Punkte 
C|,  ^aus  7auf  va*  Ergeben  sich  hierdurch  die  Punkte  O3,  £3, 
Bo  ist 
12)  A«  =  r-3.C73i5,. 
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Liegt  Ä  auf  der  Polbahntangente,  so  fUlt  A  mit  P,  Fund  Z  mit  W, 
C7i  mit  C  zusammen,  die  Strecke  PE^  wird  unendlich  gross,  und  wir  erhalten 

^  =  3.-^  =  3.-, 

Zugleich  folgt  aus  6)  _ 

9 3-^, 

d.  h.  allen  Punkten  Ä  von  tp  entspricht  ein  gemeinsamer  Krümmungsmittel- 
punkt %  auf  der  negativen  Seite  der  Polbahnnormale.  Wir  schliessen  hieraus, 
dass  im  allgemeinen  Falle  bei  der  Construction  des  Punktes  %  die  Strecke 
S.CjJS^  immer  dann  entgegengesetzt  zur  Richtung  AZ  aufzutragen  ist,  wenn 
Gleichung  11)  für  r  einen  positiven  Werth  lief^.  Rechnen  wir  nun  die 
Strecken  PF,  P0|,  PE^  alle  in  demselben  Sinne  positiv,  schreiben  also 


r  =  3.AZ.PF 


\pc,    peJ' 


so  ist  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  positiv,  wenn  beim  Durch- 
laufen der  Geraden  PF  in  der  Richtung  von  P  nach  Fder  Punkt  JB7|  nicht 
zwischen  P  und  0^  liegt,  und  hieraus  folgt  die  einfache  Regel:  Die  Strecke 
3.0^^1  ist  von  A  aus  immer  dann  nach  der  Seite  des  Punktes  Z 
aufzutragen,  wenn  E^  sich  innerhalb  der  in  der  Richtung  von 
P  nach  F  durchlaufenen  (endlich  oder  unendlich  grossen) 
Strecke  PC^  befindet. 

Das  eben  entwickelte  Verfahren  wird  unbrauchbar,  sobald  Ä  auf  der 
Polbahnnormale  liegt.  Dann  ist  aber  nach  §  1  ^  =  ij  und  für  x  ergiebt  sich 
der  leicht  zu  construirende  Ausdruck 

Wir  haben  bisher  die  Kreise  k;,  c,  e  als  gegeben  betrachtet;  vier  un- 
endlich benachbarte  Systemlagen  können  aber  auch  ganz  allgemein  dadurch 
festgelegt  werden,  dass  wir  fUr  zwei  beliebige  Systempunkte  Ä  und  B  die 
Krümmungsmittelpunkte  A,  B  ihrer  Bahncurven  und  die  Krümmungspunkte 
^,  93  ihrer  Babnevoluten  willkürlich  vorschreiben.  Dann  bestimmen  zu- 
nächst die  Punkte  Ä^  B,  A,  B  in  bekannter  Weise  den  Wendekreis  iv\ 
bringen  wir  ferner  Gleichung  7)  in  die  Form 


=  3- 


W3 


W» 


so  folgt 


rx^ry_       rW»  xy  __    Tt^„        xy 

De      be""3r*(Ju*d^"*"  r       3r*b*,."*"  r 

—  JL    1_  ^t^»»     xy      x.x  AR     xy 
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Hier  ist  die  rechte  Seite  eine  bequem  zu  ermittelnde  Strecke.  Eine  analoge 
Beiiebimg  gilt  für  den  Punkt  B.  Auf  Grund  beider  Gleichungen  können 
aber  die  Ereisdnrchmesser  bo>  b«,  wie  sofort  ersichtlich,  in  einfacher  Weise 
eonstrairt  werden,  und  dann  ergiebt  sich  zu  jedem  dritten  Systempunkte 
der  Erttmmungsmittelpunkt  der  Bahneyolute  nach  dem  yorher  abgeleiteten 
Ter&hren. 

Specielle  Fftlle.  Bezeichnen  wir  bez.  mit  n  undp  die  Krttmmungs- 
kreise  der  (festen)  Polbahn  und  der  (beweglichen)  Polcurve  in  P,  mit  Qn 
und  Qf  die  entsprechenden  Badien,  so  ist  nach  Fig.  1 

du 

^  dx 

also 

du 


d^-^dv 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  d'^  =  0,  so  kann  die  Bewegung  des 
Systems  8  in  drei  aufeinander  folgenden  Zeitelementen  ersetzt  werden  durch 
das  Abrollen  des  Kreises  p  auf  dem  Kreise  n.  Dann  ist  aber  ^«  =  00;  die 
Kreispnnktcurye  f  zerföllt  in  den  Kreis  c  und  die  Gerade  np,  und  wir  er- 
balten aus  11)  das  einfachere  Besultat 

PV 

Ist  sogleich  dr  =  —  d,^,  so  rollt  der  Kreis  p  in  einem  doppelt  so  grossen 
Kreise  (elliptische  Bewegung);  der  Kreis  c  und  der  Wendekreis  «^  fallen 
mit  j)  zusammen  und  wir  finden  die  yon  Maclaurin  angegebene  Beziehung* 

r=3.AZ. 

Dagegen  entspricht  der  Annahme  dT  =  2d9  die  ümkehrung  der  yorigen 
Beiregong  (cardioidische  Bewegung).  Hier  zerfUUt  f  in  die  Geraden 
hi  Mi»  und  die  unendlich  ferne  Gerade;  es  ist  also  immer  ÄCiWnp. 

Ist  (Pd  =  0  und  dt  =  0,  so  rollt  der  Kreis  p  auf  der  Geraden  tp,  und 
für  cP^  =  0^  dxs=:dd^  kann  die  Bewegung  des  Systems  ersetzt  werden 
durch  das  Abrollen  der  Tangente  tp  auf  dem  Kreise  n. 

Bemerkenswerth  ist  endlich  der  Fall  (2^0  =  d^(2d^  — dv);  ihm  ent- 
spricht eine  symmetrische  Kreisfusspunktcurye. 

§  3.   Die  Verwandtschaft  der  Systeme  S  und  ®. 

Denken  wir  uns  zu  jedem  Systempunkte  Ä  den  Krümmungsmittel- 
ponkt  9  seiner  Bahneyolute  construirt,  so  entsteht  ein  System  @,  dessen 
Verwandtschaffc  zum  System  S  durch  die  Gleichungen  5)  und  6)  oder  3) 
luid  4)  definirt  ist.  Wir  wollen  die  wichtigsten  Beziehungen  dieser  Ver- 
▼uidtschaft  noch  in  Kürze  ableiten. 


*  Vergl.  Mannheim,  Coura  de  g^om^trie  deacriptive,  deiudäme  Edition,  p.  202. 
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Allen  Punktc^n  der  Polbahntangente  tp  entspricht  in  @  ein 
und  derselbe  Pankt  j£  auf  n/>,  und  zwar  ist  nach  §2 

^^= w^ — ="^"b:- 

Jeder  Punkt  der  beiden  Geraden,  die  den  Pol  mit  den  ima- 
ginären Ereispunkten  verbinden,  entspricht  sich  selbst;  denn 
för  r^O  folgt  aus  5)  und  6)  r  =  a;,  t)  =  y. 

Liegt  Ä  auf  dem  Wendekreise  tv,  so  ist  %  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Normalen  zu  PA.  Aber  fOr  den  Schnittpunkt  U  yon  w  mit  der  Ereis- 
punktcurve  f  ergiebt  sich  aus  7)  der  Werth  von  r  in  der  Form  ^;  dem 
Punkte  17  entspricht  also  jeder  Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden.  —  U"  ist  derjenige  Punkt  der  bewegten  Ebene,  der  sich  augen- 
blicklich in  einem  ündulationspunkte  seiner  Bahn  befindet;  bezeichnen  wir 
in  Fig.  2  mit  Mu,  den  Mittelpunkt  des  Wendekreises ,  so  erhalten  wir  auf  tr 
den  Punkt  (7,  indem  wir  LWPU  =  L M^QP  macheu.  Dann  ist  nftmlich 
PQUMu,  ein  Kreisviereck,  also  L  PÜQ  ^  LPMu,Q==  180^  -  LM^QP 
-  (900  -  Z.  Qp^^^  =  90''-LWPU+LqPtp=LqPU,  d.  h.  17  Hegt  auf  f. 

Sei  ferner  A^o  ein  unendlich  femer  Punkt  und  L  tpPA^  =  a  (Fig.  2). 
Construiren  wir  dann ,  wie  in  Fig.  3 ,  den  Punkt  ^ ,  so  liegt  A  auf  dem 
RUckkehrkreise  x,  die  Normale  va  geht  durch  den  Rückkehrpol  K,  und  es 

ist   fiiZ=PV=t)u,C08a,    :=^=— »    PE,=\>e— »    also 

PC^       \>e  stna 

b^  b' 

'  -r—  cosct  +  6  *  -r—  stna. 

Ziehen  wir  daher  in  Fig.  2  X^^\tp  und  =3—^,   so   ist  21  der  Fusspunkt 

des  von  91  auf  va  gefüllten  Lothes.  Daraus  folgt:  Den  unendlich  fernen 
Punkten  des  Systems  S  entsprechen  in  @  die  Punkte  eines 
Kreises  f,  der  K91  zum  Durchmesser  hat  und  überdies  durch£ 
geht.  Der  Punkt  31  liegt  auf  q]  auf  derselben  Geraden  befindet  sich  also 
auch  der  zweite  Schnittpunkt  O  der  Kreise  x  und  f.  —  Der  Kreis  f  hat 
für  die  Verwandtschaft  (^,  91)  dieselbe  Bedeutung,  wie  der  Rückkehrkreis  x 
für  die  quadratische  Verwandtschaft  {A,  A).  Dabei  sind  x  und  f  aus  dem 
Rückkehrpol  K  perspectiv  aufeinander  bezogen. 

um  zu  der  Geraden  PA^  die  zugeordnete  Curve  in  ®  zu  erhalten, 
setzen   wir  in  3)  und   4)  y  =  xtano   und  finden  durch  Elimination  von  x 

{x  +  \)tanaY\de{ä^  +  dT)  —  cP^.iancc\  +  3ix  +  \)tanaydud&tana 

+  (^  —  r  tan  «)  d  m*  tan^a  =  0. 

D.h.:  Jeder  durch  den  Pol  gehenden  Geraden  entspricht  in  & 
eine  cubische  Parabel,  welche  die  gegebene  Gerade  im  Pole 
berührt 
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Für  acsO  geht  die  vorige  Gleichung  über  in  r^c:0,  und  da  jedem 
Paukte  der  Polbahntangente  der  Punkt  St  zugeordnet  ist,  so  entspricht 
siiein  dem  Punkte  P  die  dreifach  zählende  Gerade  np. 

Setzen  wir  femer  tofia  =  ^— l,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  der 
eobischen  Parabel  in 
(r+»9)[(r  +  »»**^^(^^  +  ^0-»^^)'  +  3i(r  +  »9)(lu(l^-(lt4«]  =  0, 

lind    da  jeder  endliche  Punkt  der  Geraden  t  +  ^^  =  ^i  ▼on  P  abgesehen, 
nar   sich  selbst  entspricht,  so  kann  dem  durch  die  Gleichung 

dargMtellten  Geradenpaare  nur  der  unendlich  ferne  Punkt  der  betrachteten 
Qeraden  zugeordnet  sein.  Jedem  der  imaginären  Kreispunkte  J,  J 
entsprechen  also  in  @  zwei  durch  ihn  gehende  imaginäre  Ge- 
raden i^  i'  bez.  {,  f.  Dabei  haben  i,  ]  und  ebenso  i^  \  einen  reellen 
Punkt  gemein. 

Dann  besteht  aber  die  Curve,  die  der  unendlich  fernen  (Geraden  von  S 
io  6  eonjngirt  ist^  ausser  dem  Kreise  f  noch  aus  den  vier  Geraden  t,  \j 
j,  f,  ond  somit  dürfen  wir  schliessen:  Jeder  Geraden  g  von  @  ent- 
spricht in  €  im  Allgemeinen  eine  Curve  sechster  Ordnung  9. 
Dieselbe  geht  durch  %  und  hat  die  unendlich  ferne  Gerade 
sweimal  zur  stationären  Tangente,  weil  nur  den  beiden  Schnitt- 
punkten von  g  mit  w  unendlich  ferne  Punkte  zugeordnet  sind. 

Bezeichnen  wir  demnach  mit  a  eine  Curve  n**'  Ordnung  von  B^  so  ist 

die  oonjugirte  Curve  a  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  6f).    Aber  jeder 

Durchgang  der  Curve  a  durch  P  vermindert  dke  Ordnung  von  a 

nm   drei,   die  gleichzeitige  Berührung   mit  tp  um  sechs,  jeder 

Durchgang  durch  einen  Kreispunkt  um  zwei,  durch  U'um  eins. 

Hiemach  müsste  der  Kreispunktcurve  /*  in  @  eine  circulare  Curve  von 

der  Ordnung  18  —  6  —  3  —  4  —  1  =  4  entsprechen.     Bekanntlich  ist  ihr  aber 

wieder  eine  Focalcurve  dritter  Ordnung  f  zugeordnet,*  und  da  die  f,   von 

^>  -^1  J,  TJ  abgesehen,  keinen  Punkt  enthält,  dem  in  @  statt  eines  Punktes 

^e  Linie  entspräche,  so  kann  nur  durch  die  Art  ihres  Durchgangs  darch  TJ 

die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  um  eine  weitere  Einheit  erniedrigt 

werden.     Bezeichnen  wir  daher  mit  itj  die  Tangente  der  f  in  27,  so  folgt: 

«^oder  Durchgang  durch  77  in   der  Richtung  tu  vermindert  die 

Ordnung  der  entsprechenden  Curve  um  zwei. 

Ans  unseren  letzten  Darlegungen  folgt  unter  Anderem  noch  der  Satz: 
Jedem  Kreise,  der  in  P  die  Polbahntangente  berührt,  entspricht 
^^  €  wieder  ein  Kreis,  nämlich  eine  circulare  Curve  von  der  Ordnung 
12 — 6—4,     Die  Mittelpunkte  aller   so  entstehenden  Kreise  erfüllen,   wie 


*  Die  Gleichung  von  f  lautet: 
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wir  nur  beiläofig  erwähnen,  eine  Cnrve  dritter  Ordnung.     Dem  Kreis« 
(Fig.  2)  ist  inebesondere  ein  durch  P  gehender  Kreis  zageordnet. 

Soll  umgekehrt  zu  einem  beliebigen  Punkte  3)  von  @  der  entsprechende 
Punkt  B  ia  S  bestimmt  werden,  bo  sind  in  3)  und  4}  die  Coordinaten  r, 
^  gegeben,  und  dann  wird  durch  Gleichung  3}  eine  circnlare  Curve  dril 
Ordnung  dargestellt,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  bat  und  in  /'vom  Wei 
kreise  osculirt  wird,  durch  4)  eine  cJrcuiare  Curve  dritter  Ordnung  mit 
als  Tangeot«  im  einfachen  Punkte  P.  Beide  Curven  haben  also,  von 
und  den  Kreispunkten  abgesehen,  noch  9  —  3  —  2  =  4  Punkte  mitein- 
ander gemein,  d.  h.  jedem  Punkte  von  @  sind  im  Allgemeinen  in 
S  vier  verschiedene  Punkte  zugeordnet  Nur  wenn  tJt  =  -(J&ifit, 
wird  auch  die  Cnrve  4)  in  P  von  tc  osculirt,  und  dann  entsprechen  jedem 
Punkte  iß  nur  drei  Punkte  B.  Dieser  Fall  tritt  also  ein,  wenn  dar  KrUm- 
mungakreis  der  Polcurve  in  P  durch  den  Krttmmungsmittelpunkt  der  Fol- 
bahn  geht. 

Liegt  S  unendlich  fern,  so  ftllt  einer  der  vier  conjugirten  Punkte  mit 
U  zusammen;    die   drei  übrigen  sind  in  demjenigen  Punkte  B  des  Weni 
kreises  vereinigt,  für  welchen  PB_i,P^^  ist. 

£]iner  beliebigen  Geraden  ^  von  @  entspricht  zufolge  der  Gleichungen 
und  6)  in  ©  eine  Curve  sechater  Ordnung  h.  Dieselbe  gebt  zweimal  di 
die  imaginären  Ereispunkte,  enteprechend  den  Schnittpunkten  von  ^  mit 
den  früher  deflnirlea  Geraden  i,  i',  j,  j'.  Sie  kann  ferner  mit  <p  nur  den 
Punkt  P,  und  diesen  also  sechsfach  zählend,  gemein  haben,  d.  h.  sie  besitzt 
in  P  einen  dreifachen  Punkt  mit  drei  ia  tp  zusammenfallenden  Tangenten. 

Ist  ti'  eine  zweite  Gerade  von  @,  welche  ^  in  £  scbueidet,  eo  treffen 
sich  die  Curven  k  und  h'  nur  iix  P,  ü,  J.  J  und  in  den  vier  Punkten  B. 
Dabei  zShlt  P  für  18  Schnittpunkte,  die  beiden  Curven  haben  daher  in 
U,  I,  J  34—18  —  4=14  Punkte  miteinander  gemein,  d.  h.  zwei  Punkte 
in  U,  je  sechs  in  I  und  J.  Wir  bezeichnen  ihre  gemeinsamen  Asymptoten 
in  7,  J  bez.  mit  ti,  t'i,  ij,  t'j,  dau  (reellen)  Schnittpunkt  von  tj,  tj  und 
l'i,  t'j  bez.  mit  <t>,  *'. 

Der  Curve  h  entspricht  umgekehrt  in  S  eine  Curve  36.  Ordnung, 
welche  in  die  Geraden  np,  i,  i',  j.  j',  die  unendlich  ferne  und  die  vierfach 
zählende  Gerade  1)  zerfUUt.  Nun  bewirkt  der  dreimalige  Durchgang  durch 
P  unter  gleichzeitiger  Berührung  von  tp  eine  Verminderung  der  Ordnungs- 
zahl der  conjugirten  Curve  um  18;  in  jener  ausgearteten  Curve  36.  Ord- 
nung muss  also  jede  der  Geraden  i,  i',  j,  j'  dreifach,  die  unendlich  ferne 
doppelt  zählen,  d.  h.  die  Curve  A  berUbit  in  U  die  Gerade  tu.  Hieraus 
folgt:  Den  Geraden  von  @  entsprechen  in  S  iro  Allgemeinen 
bicirculare  Curven  sechster  Ordnung  mit  gemeinschaftlichen 
Doppelbrennpunkteu  «,  *'.  Dieselben  berühren  in  ü  die  Ge- 
und  haben  in  P  einen  dreifachen  Punkt  mit  der  drei- 
fach zahlenden  Tangente  tf.     Und  ferner.  Geht  im  System  ä'  dli 


1 

»s«-^^H 

iiende 

ritte^^_ 

oni^ 


jnd^^H 
lurd^^^ 
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Car?e  a  durch  einen  der  imaginären  Kreispunkte  in  der  Rich- 
tung t!  oder  fj,  bez.  tj  oder  t'j,  so  wird  hierdurch  die  Ordnung 
der  entsprechenden  Curve  a  um  drei  vermindert.  Es  wird  also 
die  dunre  a  so  zerfallen,  dass  z.  B.  bei  einem  Durchgange  der  a  durch  I 
in  der  Richtung  tj  die  Gerade  i  zweimal ,  i'  einmal ,  dagegen  bei  einem 
Dorehgaoge  in  der  Richtung  fj  die  Gerade  i  einmal,  i'  zweimal  als  Be- 
standtbeil  der  a  erscheint. 

Die  Punkte  0,  0'  und  ebenso  die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  tj, 

i'f  sind  mit  Hilfe  der  Kreise  lo,  c,  e  leicht  zu  ermitteln;  doch  wollen  wir 

tof  diese  Constructionen  hier  nicht  eingehen.  —  Als  Hauptergebniss  unserer 

Darlegungen  folgt  der  Satz:  Die  Systeme  S  und  ®  stehen  in  einer 

*1— 4-deutigen  Verwandtschaft  sechsten  Grades. 

Diese  Verwandtschaft  verein&cht  sich  naturgemäss  in  den  am  Schlüsse 
des  Torigen  Paragraphen  behandelten  Sonderfällen.  So  gelten  im  Falle  der 
elliptischen  Bewegung  ((2t  =  —  (2^,  cP^  =  0)  die  folgenden  Beziehungen: 
Die  Verwandschaft  (S,  @)  ist  eine  1  —  3 -deutige  vom  vierten  Grade.  Jedem 
Punkte  SB  von  @  entsprechen  in  8  drei  Punkte  auf  dem  Kreise  mit  dem 
Dnrclunesser  PS.  Vier  Punkten  von  S  sind  in  ®  gerade  Linien  zugeordnet, 
nimlich  dem  Pole  P  die  doppelt  zählende  Gerade  np,  dem  Wendepol  W  die 
nnendlich  ferne  Gerade,  jedem  der  Kreispunkte  seine  Verbindungslinie  mit 

dem    auf  np  liegenden  Punkte  3»  f^^  welchen  P3  ^  ~"^  ^^^    ^^™  Punkte 

3  ontspricht  in  5  ein  Kreis  0,   der  durch  den  Mittelpunkt  des  Rückkehr- 
Anises  geht  und  tp  in  P  berührt,  und  der  Mittelpunkt  von  0  ist  der  ge- 
Psingame  Doppelbrennpunkt  aller  der  circularen  Curven  vierter  Ordnung, 
die     ia  S  den  Geraden   von  ®   conjugirt  sind.      Alle  diese  Curven  gehen 
dnroli  den  Wendepol  und  haben  in  P  einen  Selbstberührungspunkt  mit  der 
Tan^nte  tp.     Zu  jeder  Geraden  g  ergiebt  sich   in  @  eine  Curve  vierter 
()r<dxiung,   welche  die  unendlich  ferne  Gerade  doppelt  berührt.     Geht  aber 
9  dxirch  Pj   80  verwandelt  sich  die  coi^'ugirte  Curve  in  eine  Parabel,   und 
^^   ^Brennpunkte  aller  solcher  Parabeln  erfüllen  eine  Cissoide.    Allen  Kreisen, 
deiche  tp  ia  P  berühren^  entsprechen  in  ®  wiederum  Kreise,  deren  Mittel- 
P^^ikte  auf  np  liegen. 

firaanaohweig,  17.  December  1890. 
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Ueber  zwei,  die  Krümmung  von  Curven  und  das 
Gauss'sche  Erümmungsmaass  von  Flächen  betref- 
fende charakteristische  Eigenschaften  der  linearen 

Ponkt  -  Transformationen. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke, 

Professor  a.  d.  teohn.  Hochsohnle  sa  Darmstadi. 


In  einer  Mittheilung  ttber  Krümmungseigenschaften  der  rftumlichen  Col- 
lineation  und  Affinität*  habe  ich  u.  A.  die  Sätze  aufgestellt: 

Wenn  zwei  Curven  sich  in  einem  Punkte  berühren  und  in  diesem 
Punkte  gemeinsame  Schmiegungsebenen  besitzen,  oder  wenn  zwei  Flächen 
sich  in  einem  Punkte  berühren,  so  ändert  sich  das  Verhältniss  ihrer  zur 
Berührungsstelle  gehörigen  Krümmungen,  bezw.  Gauss^schen  Krümmnngs- 
maasse  nicht,  falls  beide  zusammen  irgend  einer  linearen  Punkttransforma- 
tion  des  Baumes  unterworfen  werden. 

Es  entsteht  die  Frage ,  ob  man  es  hier  mit  Eigenschaften  zu  thnn  hat» 
welche  allein  den  linearen  und  nicht  etwa  noch  irgendwelchen  anderen 
Punkttransformationen  allgemein  zukommen.  Diese  Frage  ist,  wie  sieh 
zeigen  wird,  zu  bejahen. 

Weil  es  nur  wenig  Mehrarbeit  erfordert,  werde  ich  die  Untersnchong 
statt  ftLr  den  gewöhnlichen  Baum  sogleich  für  einen  solchen  mit  beliebig 
vielen  Dimensionen  durchführen  und  ferner  an  Stelle  gewöhnlicher  Flächen 
{-dimensionale  Gebilde  in  einem  ebenen  Räume  von  (2  +  1)  Dimensionen^ 
an  Stelle  des  Gauss 'sehen  Krümmungsmaasses  die  Kroneck  er 'sehe  Ver* 
allgemeinerung  dieses  Begriffes  in  Betracht  ziehen. 

L   Fall  zweier  sich  berührenden  Cnrven. 

Bei  den  folgenden  Entwickelungen  werde  ich  mich  der  Rechnung  mit 
Strecken   (geraden  Linien  von   bestimmter  Länge  und  Richtung)  bedienen. 

Sei  X  der  Träger  eines  beliebigen  Raumpunktes  —  der  ebenfalls  mit  x 
bezeichnet  werden  soll  — ,  d.  h.  die  Strecke  von  einem  willkürlichen  festen 


*  ifEinige  Sätze  über  die  räumliche  CoUineation  und  AfQnität,   welche  sich 
aaf  die  Krümmung  von  Curven  und  Flächen  beziehen'',  diese  Zeitschrift,  S.  66-60 
des  laufenden  Jahrganges, 
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Punkte  nach  jenem  Punkte   hin.      Eine   von    dem  Punkte  x  beschriebene 

Chiire  kann  dnrch  eine  Oleichnng 

xe=q>{t) 

dargestellt  [werden,  worin  t  eine  unabhängige  Zahlveränderliche  bedeutet. 
Dann   ist,    unter  s  die  Bogenlänge   von  einem   willkürlichen,   aber  festen 

Punkte  der  Cunre  bis   zum  Punkte  o;,  sowie  unter  k  die  Krümmung  der 

dx  ds 

Corvo  in  jenem  Punkte  verstanden,   -j-  eine  Strecke  von   der  Länge   — 

dt  ^  dt 

parallel  zur  Tangente  der  Curve  in  x  und  femer  —^  eine  zur  Schmiegungs- 
ebene  der  Curve  in  x  parallele  Strecke,  deren  Projection  auf  die  zu  diesem 
PanlEte  gehörige  Hauptnormale  der  Curve  die  Länge  ^(  tt  )    hat  und,  wenn 

mau  ihren  Anfangspunkt  in   den   betreffenden  Curvenpunkt  verlegt,  nach 

dein  zugehörigen  Erümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet  ist.     Insbesondere 

dx 
Btellt  (ftlr  i  =  5)  3—  eine  Strecke  von  der  Länge  Eins  parallel  zur  Curven- 

as 

d^x 
tangente,  j^  aber  eine  Strecke  von  Ä;  Längeneinheiten  vor,  die,  wenn  ihr 

An&ngspunkt  im  Curvenpunkte  selbst  angenommen  wird,  in  die  Haupt- 
normale  der  Curve  föllt  und  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet 
ist  MitH.  Orassmann  jun.  werde  ich  letztere  Strecke  die  zum  Punkte  x 
gehörige  Krttmmungsst recke  der  Curve  nennen.* 

Sei  nun   x  der  Punkt,  in   welchen  x  bei  einer  beliebigen,  durch  die 

Sireckengleichung  .      ^,  . 

x^  f[x) 

definirten  Punkttransformation  des  Baumes  übergeführt  wird.  Wir  wollen 
X  ils  Function  der  Bogenlänge  s  betrachten ,  also  s  an  Stelle  von  t  setzen  1 
dann  wird  auch  x  eine  Function  von  s.  Durch  zweimalige  Ableitung  der 
Torhergehenden  Gleichung  nach  s  erhält  man: 

d?x      df  d?x     d^f/dxy 
ds*"  dxd8*'^dx*\ds)  ' 

Liegen  mehrere  sich  im  Punkte  x  berührende  Curven  vor,  so  ist  für 
dieselben  — »  wie  auch  t-j**  ^^^  "t-  gemeinsam,  es  erscheint  also  die 
(Yon  Curve  zu  Curve  sich   ändernde)  Strecke  -=-7-  als  lineare  Streckenfunc- 

won  von  —-r"     Wenn  man  daher  die  Strecken  —-5-  alle  vom  Punkte  x  aus 
dr^  ds^ 

*  H.  OraBsmann,  Anwendung  der  Ausdebnungslehre  auf  die  allgemeine 
Theorie  der  Baumcurven  und  krummen  Flächen,  I.  Theil:  Raumcurven,  Beilage 
>^  Programm  der  lateinischen  Hauptschule  in  Halle  a.  S.,  Ostern  1886. 

*^  -r-  und  —i  sind  •Läckenausdrflcke''  mit  einer,  bezw.  mit  zwei  Lücken, 
dx  dx*  * 

weldie  naoh  AasfOllung  der  Lücken  in  Strecken  übergehen;  s.  Grassmann, 
läBe»)e  AuadehDaDgalebre  von  1862,  Nr.  436  und  450. 


—  j  —  welche  Grösse  für  alle  transformirten  Curven  denselben 
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abträgt,  ebenso  die  Strecken  ^-^  vom  Punkte  x  aus,  so  bilden  die  End- 

dsr 

punkte   der  erstgenannten   Strecken   ein   zu   den  Endpunkten  der  letzteren 

affines  System.   Ohne  diese  Beziehung  aufzuheben,  kann  man  ofifenbar,  unter 

ii  die  Bogenlttnge  bei  den  transformirten  Curven  verstanden,  die  Strecken 
^x 

d? 

Werth  hat  —  dividiren  und  alsdann  auf  das  zu  x  gehörige  gemeinsame 

Normalgebiet  der  transformirten  Curven  senkrecht  projiciren,  wodurch  jene 
Strecken  in  die  zum  Punkte  x  gehörigen  Krümmungsstrecken  der  transfor- 
mirten Curven  übergehen.  Wir  sind  so  zu  folgendem  Satze  gelangt,  der 
fdr  Bäume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  gilt,  da  beim  Beweise  über  die 
Anzahl  der  Dimensionen  des  Raumes,  welchem'  die  betrachteten  Curven  an- 
gehören, keinerlei  beschränkende  Voraussetzung  gemacht  worden  ist: 

Es  berühren  sich  mehrere  Curven  in  einem  und  demselben 
Punkte  und  man  trägt  von  diesem  Punkte  aus  in  der  zugeord- 
neten Hauptnormalen  einer  jeden  der  Curven  eine  Strecke  ab 
—  sie  möge  die  Krümmungsstrecke  der  Curve  zum  fraglichen 
Punkte  heissen  — ,  deren  Längenzahl  gleich  der  Krümmung 
der  Curve  in  jenem  Punkte  ist.  Werden  die  gegebenen  Cur- 
ven einer  beliebigen  Punkttransformation  des  Raumes  unter- 
worfen und  construirt  man  auch  für  die  transformirten  Curven 
die  Krümmungsstrecken  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Berüh- 
rungspunkte, so  bilden  die  Endpunkte  der  Krümmungsstrecken 
der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Curven  zwei  af- 
fine Punktsysteme.* 

Haben  die  gegebenen  Curven  in  ihrem  Berührungspunkte  x  eine  und 
dieselbe  Schmiegungsebene ,  so  bilden  die  Endpunkte  der  zu  x  gehörigen 
Krümmungsstrecken  dieser  Curven  eine  gerade  Punktreihe  a,  &,  ...  (in  der 
gemeinsamen  Hanptnormalen  der  Curven) ,  also  müssen  dem  eben  bewie- 
senen Satze  zufolge  bei  den  transformirten  Curven  die  Endpunkte  ä,  &,  ... 
der  entsprechenden  £[rümmungsstrecken  eine  gerade  Punktreihe  zusammen- 
setzen, welche  der  ersteren  ähnlich  ist  (und  in  dem  zu  x  gehörigen  gemein- 
samen Normalgebiet  der  transformirten  Curven  liegt,  aber  den  Punkt  x  für 
gewöhnlich  nicht  enthält).  Sei  Xq  derjenige  Punkt  der  letzten  Punktreihe, 
welcher  x^  als  Punkt  der  ersten  Reihe  aufgefasst,  entspricht.     Dann  ist 

xa  ^  XqÖ 

«^  XqI 

floU  das  Yerhftltniss  der  Krümmungen  irgend  zweier  der  gegebenen 
kte  X  durch  die  Transformation  keine  Aenderung  erleiden, 


>eii  Sats  bereits  in  BOklen*s  Mathematitdi- 
I,  8.  88»  1891,  angeführt 
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xa  __xa 
^^^  xh' 

Xf^a  _^x'ä 

x^h^    xb 
Sbin,   wie  immer  die  Punkte  ä  und  b  liegen  mögen.    Folglich  muss  oe^  mit 
X  znaammenfiEdlen ,  d.  h.  wenn  eine  der  g^ebenen  Curven  in  x  die  KrOm- 
mong  Null  hat,  so  muss  die  E[rfimmung  ihrer  Transformirten  in  x  ebenfalls 
▼ersch winden  (denn  dieselbe  ist  ja  proportional  xXq),  Damit  dies  allgemein, 
fllr  jede  Lage  von  x  stattfinde,  müssen  gerade  Linien  sich  wieder  in  solche 
verwandeln,  oder  die  Transformation  muss  eine  lineare  sein,  w.  z.  b.  w. 
Die  Yorhergehende  Untersuchung  hat  überdies  den  Satz  ergeben: 
Wenn  bei  irgend   einer   Punkttransformation   des  Raumes 
die  Transformirte  einer  Curve  (7,  deren  Krümmung   in  einem 
beliebigen   ihrer  Punkte  x  verschwindet,    im  entsprechenden 
Punkte  x  ebenfalls  die  KrümmnngNull  hat,  so  wird  bei  dieser 
Transformation  das Verhältniss  der  zurStelled^gehOrigenKrüm- 
mnngen  irgend  zweier  Curven,  welche  Cin  x  berühren  und  hier 
gemeinsame  Schmiegungsebene  besitzen,  nicht  geändert. 

• 

n.  Fall  Bweier  sich  berülirenden  Flächen,  besw.  2 -  dimensionalen 
Gebilde  in  einem  ebenen  Baume  von  (l+l)  Dimensionen. 

Jedes  Punktgebilde  G  von  l  Dimensionen  lässt  sich  durch  eine  Strecken- 
gleichnng 

1)  ic  =  g>(ui,Uj, ...,  tt/), 

mit  U|,  t«y,  ...,  u/  als  unabhängigen  Zahlveränderlichen,  darstellen.  Setzt 
man  die  Grössen  u  gleich  beliebigen  Functionen  einer  neuen  Zahlveränder- 
lichen t,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer  jenem  Gebilde  angehörigen 
Curve  C  Wir  wollen  die  Krümmung  Je  derselben  im  Punkte  x  berechneu. 
Durch  zweimalige  Ableitung  von  x  nach  t  ergeben  sich  bei  Benützung 

der  Abkürzungen  ^^  ^2^ 

2)  ^      =Xi,     ^     o—  =irA,-,  (Ä,  t=  1,  2,  ...,  0 

folgende  beiden  Gleichungen: 

dx      ^      dui 

Die  (als  linear  unabhängig  vorausgesetzten)  Strecken  x^,  x^,  ...,a;/ be- 
bestimmen das  { -  dimensionale  ebene  Tangentialgebiet  r,  welches  G  im 
Pnnkte  X  besitzt.  Wir  wollen  r  als  äusseres  Streckenproduct  P**  Stufe  be- 
tnMshten;  der  Masswerth  von  t  möge  gleich  Eins,  der  Sinn  übereinstimmend 
mit  dengenigen  des  äusseren  Streckenproductes  [x^x^...  Xt]  genommen  werden. 

Sülflohflft  f.  Mathematik  n.  Phyilk  XXXVI,  4.  14 
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Bezeichnet  a  den  Winkel  zwischen  t  nnd  der  Schmiegnngsebene  (€ 
auch  der  Hauptnormalen)  der  Curve  C  im  Punkte  x^  dann  ist 


also 


5) 


k8ina  = 


In  Anlehnung  an  bekannte  Gauss 'sehe  Bezeichnungen  setze  man 

6)  [^1^  •••  ^/a^Ai]  =  -Z)a<, 

7)  Xh\xi  =E/ti, 

Sei  femer  A  der  Maasswerth  des  äusseren  Streckenproductes  [x^o^g ... 

also 

8)  ^^[x,x^...xi]^ 

dann  ist  . 

äuk  dui 


(»,«  =  1,2 T). 


hi 


dt    dt 


Die  Grösse  A  kann  durch  die  Eki  ausgedrückt  werden,  denn  es  ist* 

ajj  I  a?i    ^i  I  ^2   •  •  •    ^1 1  */ 


A*  =  [x^x^  ... xi]-  = 


!  ^  I  ^1      ^2  I  ^8     • 


.     X^]Xi 


oder  wegen  7) 
10) 


^/  I  ^1     ^/ 1  ^s    •  •  •    xi\xi 

A»=|£a,|,  (Ä,f=l,2,  ... 

wo  die  Kronecker^sche  Bezeichnungsweise  für  Determinanten  in  Anw 
düng  gebracht  worden  ist.     üeberdies  erhttlt  man  aus  3)  nnd  7): 

Setzt  man  für  den  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  von  5) 
Werthe  aus  9)  und  11)  ein,  so  ergiebt  sich 

12) 


1 


A 


dt     dt 


Ehi 


Für  einen  -Normalschnitt"  ist  5ma  =  l.** 


duh  dui 
~dt   ~dt 


(Ä>i  =  1.2.  .. 


*  S.  Grass  mann '8  Ausdehnanfirglehre  von  1862,  Nr.  175. 

**  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  aus  dem  Fehlen  der  zweiten  . 
leit<mgen  der  Grössen  u  nach  t  auf  der  rechten  Seite  von  12)  die  Verailgemei 
rung  des  Meusni arischen  Satzes  folgt. 
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Man  findet  leicht,  dass  die  l  „Hauptkrümmungen*'  ans  der  Qleicbung 

^  Grades 

J3)  \Dki-/^Eki.h\^0,  (Ä,»=l,2,  ...,Z) 

^  totimmen  sind  und  folglich  das  Product  K  der  Hauptkrttminungen ,  die 
^^onecker'sche  Verallgemeinerang  des  Gauss 'sehen  Erümmungsinaasses,* 
j^^Werth  hat:  .        , 

14)  ir=J^.**  (Ä,t=l,2,...,Q 

Es  werde  nun  das  Oebilde  G  mit  dem  ebenen  Räume  von  ({  +  !) 
^ItDßnAonen^  in  welchem  es  der  Annahme  nach  sich  befindet,  einer  belle- 
biS^  dnrch  die  Streckengleichung 

15)  ^  =  fix) 

gegebenen  Pankttransformation   unterworfen.     Alle  auf  das   transformirte 
Gebilde  G  bezüglichen  Grössen  sollen   dieselben,  zur  Unterscheidung  noch 
mit  einem  waagerechten  Striche  versehenen  Bezeichnungen,   wie  die  ent- 
sprechenden, auf  G  bezüglichen  Grössen  erhalten.    Vermöge  1)  ist  ^  ebenso 
wie  X  eine  Function  der  Grössen  Uj,  u,,  ...,  ^/-    Durch  partielle  Ableitung 
nach  diesen  Grössen  erhält  man  aus  15)  (vergl.  2) : 

16)  ^^'^Tx^'  (t=l,  2,  ...,Q 
^^                                             df           (Pf 

17)  ^'hi—  5^^*''^T5^*^''        (*'  ^~ ^'  ^»  •••»  0 

Die  l  Gleichungen  16)  ergeben,   durch  äussere  Multiplication  mitein- 
ander Terbnnden:  V  /Af  i 

oder  wegen  8): 

Bildet  man  ferner  das  äussere  Product   der  vorletzten  Gleichung  mit 
17),  so  kommt,  bei  Anwendung  der  Abkürzungen 

nnd 

21)  I>A<  =  xDA..+AAi. 

*  S.  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  S.  688,  1869. 
**  Vgl.  Beez,  lieber  das  Krümm  ungsmaass  tod  Mannich  faltigkeiten  höherer 
Ordnung,  Mathem.  Anualen,  Bd.  VII  S.  395  Formel  (40). 

*•*  I  ~ J        ist  der  „Potenzwerth"  des  „Bruches"  ^;  s.  Grassmann*s  Ans- 

debnongslehre  von  i862,  Nr.  383  und  441.  Wenn  man  von  Coordinaten  Gebrauch 
^aeht,  80  wird  »  zur  „Fonctionaldeterminante"  des  die  Transformation  vermit- 
telnden FunctioDensystems. 

14* 
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Wenn  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  die  Determinante  der  Gh*5s8en 
Dhi  bildet  und  rechts  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  so  wird  offenbar 
der  Coefficient  von  x'  gleich  der  aus  den  Dht  zusammengesetzten  Deter- 
minante, dr  h.  man  kann  schreiben: 

22)  |Ä.|  =  «'.|l>ik/|  +  Ä.  (Ä,t  =  l,2,  ...,0 

um  einen  Ausdruck  fttr  Ä  zu  gewinnen,  erhebe  man  18)  ins  innere 
Quadrat.  Weil  einer  früheren  Annahme  gemäss  das  innere  Quadrat  von  t 
den  Werth  Eins  hat,  so  ergiebt  sich: 

oder,  wenn  man  die  Abkürzung 

einführt: 

24)  Ä  =  |i*.A. 

Fttr  das  Kronecke  rasche  Erümmungsmaass  des  transformirten  Oe- 
bildes  O  im  Punkte  x  findet  man  daher: 

25)  Z=^.ir+     ^ 


Man  betrachte  nun  beliebig  viele  sich  in  einem  Punkte  x  berührende 
Gebilde  G,  Ihre  Gleichungen  können  so  gewählt  werden ,  dass  die  Grösse  A 
für  alle  denselben  Werth  erhält;  x,  t  und  ^  sind  ohnehin  gemeinsam. 
Wenn  das  Verbal  tniss  der  Krön  ecke  raschen  Krümmungsmaasse  je  zweier 
beliebigen  unter  diesen  Gebilden  im  Punkte  x  von  der  Transformation  un- 
berührt bleiben  soll,  dann  muss,  wie  Gleichung  25)  zeigt,  R  stets  gleich 
Null  sein.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn  die 
Grössen  Xht  alle  verschwinden.  Dann  müssen  vermöge  21)  die  Grössen  Dki 
gleichzeitig  mit  den  Dki  verschwinden.  Wir  können  diese  Thatsache  fol- 
gendermassen  in  Worte  fassen:  Hat  eines  der  betrachteten  Gebilde  in  x 
einen  „ebenen"  Punkt,  so  muss  das  transformirte  Gebilde  in  x  gleichfalls 
einen  ebenen  Punkt  besitzen.  Die  Benennung  „ebener''  Punkt  wird  ohne 
Weiteres  verständlich  sein :  es  ist  ein  Punkt  von  der  Beschaffenheit  gemeint, 
dass  jede  hindurchgelegte  Ebene  das  Gebilde  in  einer  Curve  schneidet,  deren 
Krümmung  in  jenem  Punkte  verschwindet.  Soll  die  fragliche  Eigenschaft 
allgemein  bestehen,  welches  auch  die  Lage  von  x  und  r  sein  mag,  so  muss 
jede  Ebene  durch  die  Transformation  wieder  in  eine  Ebene  verwandelt 
werden,  mit  anderen  Worten,   die  Transformation  muss  eine  lineare  sein. 

Indem  man  die  Reihenfolge  der  obigen  Schlüsse  umkehrt,  erhält  man 
einen  Satz,  der  für  {  =  2  ausgesprochen  lautet: 
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Wenn  bei  irgend  einer  Pankttransformation  des  Raumes 
die  Transformirte  einer  Fläche  J^,  die  einen  „ebenen^  Punkt  x 
hat,  im  entsprechenden  Punkte  x  auch  einen  „ebenen^  Punkt 
besitzt,  so  wird  bei  dieser  Transformation  das  Verhältniss  de|r 
zur  Stelle  x  gehörigen  Oauss'schen  Krümmungsmaasse  irgend 
zweier  Flttchen,  die  F  in  x  berflhren,  nicht  geändert. 

Im  Vorstehenden  sind  einige  der  Ergebnisse  von  Untersuchungen  über 
Erfimmnngseigenschaften  beliebiger  Punkttransformationen  und  gewisser 
anderer  Transformationen  enthalten,  welche  ich  der  Hauptsache  nach  be- 
reits im  Frühjahr  1885  angestellt  habe  und  demnächst  in  einer  Reihe  von 
Mittheilungen  zu  veröffentlichen  gedenke. 

Darmstadt,  April  1891. 


XIV. 

Ueber  eine  allgemeine  Classe  von  ein -zweideutigen 

Raumtransformationen. 

Von 

Dr.  B.  WiMMEE 

in  Ntlmberg. 


Yorbemerknng. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  eine  allgemeine  Classe  von  ein -zwei- 
deutigen Transformationen  im  Räume.  Von  zwei  Seiten  her  wurde  der 
Theorie  der  ein  -  zweideutigen  Raumtransformationen  vorgearbeitet.  Erstens 
durch  die  Untersuchung  der  ein  -  eindeutigen  Raumtransformationen ,  die  wir 
hauptsächlich  den  Herren  Nöther,  Cremona  und  Cayley  verdanken; 
zweitens  durch  die  Abbildung  einer  Doppelebene  auf  eine  einfache  Ebene, 
also  eine  ein  -  zweideutige  Ebenentransformation ,  von  welcher  C  leb  seh  zuerst 
einige  Fälle  ausführte,  und  von  welcher  Herr  Professor  NOther  alle  mög- 
lichen Fälle  aufstellte. 

Ein  -  zweideutige  Raum  trän  sformationen  sind  bis  jetzt  nur  einige  wenige 
betrachtet  worden;  so  untersuchte  Aschieri  (Rendiconti  del  r.  Istituto  lom- 
bardo,  Serie  11  Bd.  XIV  und  XV)  diejenige  ein  -  zweideutige  Raumtransfor- 
mation, bei  welcher  den  Ebenen  eines  Raumes  im  andern  Räume  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  einem  festen  Kegelschnitte  und  zwei  variablen  Schnitt- 
punkten entsprechen,  und  Reye  (Geometrie  der  Lage,  II.  Theil)  diejenige, 
bei  welcher  den  Ebenen  des  einen  (Doppel-)  Raumes  im  andern  Räume 
Flächen  zweiter  Ordnung  mit  sechs  festen  und  zwei  variablen  Schnittpunkten 
entsprechen.  Die  in  dieser  letzteren  Transformation  enthaltene  ein -eindeu- 
tige involutorische  Raumtransformation  wurde  in  einer  Inauguraldissertation 
der  Universität  Breslau  („üeber  eine  räumliche  involutorische  Verwandt- 
schaft siebenten  Grades  und  ihre  Kernfläche  IV.  Ordnung,  von  Viktor 
Eberhard**,  Breslau  1885)  und  früher  bereits  von  Geiser  (Crelle's 
Journal  Bd.  69)  nach  den  verschiedensten  Richtungen  untersucht. 

Allerdings  hat  nun  Riccardo  de  Paolis  in  mehreren  Abhandlungen 
(Accademia  dei  Lincei  1877  und  1885)  die  allgemeinen  Beziehungen,  die 
bei  den  ein -zweideutigen  Ebenen-  und  auch  Raumtransformationen  statt- 
finden müssen,  klargelegt;  doch  hat  derselbe  keine  eigentliche  Transforma- 
tion angegeben. 
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Auf  Anregung  des  Herrn  Professor  Nötber  beschäftigte  ich  mich 
^er  mit  einer  bestimmten  ein •  zweideutigen  Raumtransformation,  welche 
bisher  nicht  aufgestellt  war  und  welche  durch  Specialisirung  eine  ganze 
(Hasae  Yon  ein -zweideutigen  Raumtransformationen  giebt,  die  bedeutend 
gllgemeiner  als  die  bisher  betrachteten  sind.  Doch  habe  ich  hier  zunächst 
nor  den  allgemeinsten  Fall  behandelt  und  behalte  ich  mir  die  Bearbeitung 
der  speciellen  Transformationen  vor. 

Die  Methode,  die  ich  hierbei  anwendete,  ist  algebraisch -geometrisch 
und  lehnt  sich  die  vorliegende  Arbeit  an  die  von  Herrn  Professor  Not  her 
über  ein -eindeutige  Raumtransformationen,  vermittelt  durch  drei  bilineare 
Gleichangen,  veröffentlichte  Abhandlung  an  (Mathem.  Annalen  Bd.  3). 

Der  Inhalt  der  vorliegenden  Arbeit  ist  kurz  folgender. 

Nachdem  im  §  1  einige  allgemeine  Beziehungen  der  ein  -  zweideutigen 
Transformationen  erörtert  sind ,  giebt  §  2  die  Definition  der  zu  untersuchen- 
den Transformation  durch  drei  Gleichungen.  §  3  behandelt  sodann  die- 
jenigen Flächen  (vierter  Ordnung  mit  fester  Curve  elfter  Ordnung) ,  welche 
den  Ebenen  des  doppelten  Raumes  entsprechen,  und  ausserdem  die  den 
Geraden  des  doppelten  Raumes  entsprechenden  Curven  (fünfter  Ordnung 
Tom  Geschlecht«  2). 

In  §  4  wird  die  Gleichung  derjenigen  Flächen  (fünfter  Ordnung  mit 
hewQglioher  Doppelcurve  dritter  Ordnung)  aufgestellt,  welche  den  Ebenen 
des  einfachen  Raumes  entsprechen,  während  §  5  die  Gleichung  der  sogen, 
üebergangsfläche  Q  enthält.  Die  Curven  (vierter  Ordnung  zweiter  Species*) 
welche  den  Geraden  des  einfachen  Raumes  entsprechen,  werden  in  §6  unter- 
s&ehi 

Der  §  7  behandelt  ferner  die  im  einfachen  Räume  befindliche  Doppel- 
flÄche  (zwölfter  Ordnung  mit  dreifacher  Curve  elfter  Ordnung). 

In  §  8  musste  ein  Theil  der  Betrachtungen  über  die  involutorische 
Transformation  im  einfachen  Räume  vorgenommen  werden,  um  in  §  9  die 
Weiteren  Hauptelemente  —  ein  Theil  war  bereits  in  §  4  festgelegt  worden 
^   des  Doppelraumes  bestimmen  zu  können. 

§  10  wendet  sich  wieder  zur  involutorischen  Transformation,  speciell 
<iL  den  Hauptelementen  derselben,  welche  aus  einer  Curve  elfter  Ordnung, 
^er  Kegelschnitten  und  35  Geraden  bestehen.  Die  involutorische  Verwandt- 
sc'haft  wird  als  von  der  19.  Ordnung  gefunden. 

Schliesslich  blieb  noch  der  durch  die  involutorische  Verwandtschaft  im 
einfiAchen  Räume  bestimmte  Strahlencomplex  zu  untersuchen  übrig.  Der- 
selbe ist  kein  anderer,  als  der  Reje'sche  Tetraedercomplex  (zweiten  Grades). 

Für  die  vielfachen  Anregungen  und  Unterstützungen,  die  mir  bei  der 
Auefahrong  meines  Themas  von  Herrn  Professor  Dr.  M.  Nöther  za  Theil 
wurden,  erlaube  ich  mir  an  dieser  Stelle  meinen  herzlichsten  Dank  auszu- 
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Nach  Fertigstellung  dieser  Arbeit  kam  mir  eine  Abhandlung  des  Herrn 
Montesano,  „Su  la  trasformazione  inyolutoria  dello  spezio  che  determina 
un  complesso  tetraedrale*'  (Bendiconti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  1889) 
zu  Gesicht,  welche  vom  Tetraedercomplex  ausgehend  die  auch  in  dieser 
Arbeit  behandelte  involutorische  Transformation  auf  synthetisch -geometri- 
schem Wege  entwickelt,  ohne  übrigens  auf  die  zugehörige  ein -zweideutige 
Transformation  einzugehen. 


§1- 

Allgemeines. 

Ehe  ich  in  die  Behandlung  meines  eigentlichen  Themas  eintrete,  möchte 
ich  kurz  einige  allgemeine  Bemerkungen  vorausschicken. 

Denken  wir  uns  nämlich  irgend  eine  ein -zweideutige  Transformation 
zwischen  einem  Baume,  dessen  Punktcoordinaten  x^^  o;,,  0^3,  x^^  und  einem 
Baume ,  dessen  Punktcoordinaten  ^^ ,  y^^  ^3 ,  y^  seien ,  so  entsprechen  jedem 
Punkte  des  einen  (etway-)  Baumes  im  Allgemeinen  zwei  Punkte  des  andern 
(etwa  X-)  Baumes,  jedem  Punkte  des  o;- Baumes  aber  im  Allgemeinen  nur 
ein  Punkt  des  ^-Baumes. 

Den  y-Baum  nennt  man  gewöhnlich  den  doppelt  überdeckten  und  den 
jC-Baum  den  einfach  überdeckten  Baum. 

Nun  entsteht  zunächst  die  Frage,  für  welche  Punkte  y  die  zwei  ent- 
sprechenden Punkte  X  zusammenfallen. 

Man  findet,  dass  diese  Punkte  y  eine  Fläche  erfüllen,  welche  als 
„Uebergangsfläche"  bezeichnet  wird.  Sie  stellt  gleichsam  die  Contur  des 
auf  den  Doppelraum  abgebildeten  einfachen  Raumes  dar.  Die  diesen  Punk- 
ten y  entsprechenden  Punkte  x  elVfüUen  eine  Fläche ,  welche  der  üebergangs- 
fläche  eindeutig  entspricht  und  als  „  Doppelfläche  ^  bezeichnet  wird. 

Die  Punktepaare  des  :r- Raumes,  die  den  Punkten  des  ^-Baumes  ent- 
sprechen, bestimmen  im  x- Baume  selbst  wieder  eine  ein  -  eindeutige  und 
zwar  involutorische  Transformation. 

Im  Vorstehenden  sind  diejenigen  hauptsächlichsten  Besonderheiten  an- 
gegeben, welche  die  ein  -  zweideutigen  Transformationen  von  den  ein -ein- 
deutigen Transformationen  im  Wesentlichen  unterscheiden. 

Eingehend  erörtert  sind  diese  allgemeinen  Beziehungen  bei  Biccardo 
de  Paolis  1.  c. 

§2. 

Bestimmung  einer  allgemeinen  Glasse  von  ein -zweideutigen  Trana- 

formationen  dnroli  drei  Oleichnngen. 

Wir  wollen  im  Nachfolgenden  diejenige  ein -zweideutige  Transformation 
zwischen  zwei  Bftumen  betrachten,  die  bestimmt  ist  dnroh  die  folgenden 
drei  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  beiden  Bäume: 
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i=l,  2,  3,  4. 


I)  IB,yi  =  0 

wobei  die  A/  und  Bj  lineare  und  die  fi  quadratische  Functionen  der  Coordi- 
naten  x^^  a%,  o^,  x^  sind. 

Durch  diese  drei  Gleichungen  ist  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  x  — 
bestimmte  Hauptelemente  ausgenommen  —  ein  und  nur  ein  Punkt  y  zu- 
geordnet, während  jedem  Punkte  y  durch  Vermittelnng  eben  dieser  drei 
Gleichungen  im  Allgemeinen  zwei  Punkte  x  entsprechen. 

Die  obigen  drei  Gleichungen  lassen  sich  auch  noch  in  folgender  Form 
schreiben: 


i=l,2,3,4 


ZAiXi      =0 
II)  UBiXi      =0 

I.CikXiXk  =  0 

ifobei  die  ^j,  Bt  und  Cik  lineare  Functionen  der  yi  sind.  Wie  die  Coeffi- 
eieüten  der  y^  in  den  Ai ,  Bi  und  Cik  mit  den  entsprechenden  in  A« ,  Bt  und 
Tg  zosammenhängen ,  ist  leicht  zu  übersehen. 

Aus  den  drei  Gleichungen  I)  ergeben  sich  sofort  die  Werthe  der  y^ 
aoagedrückt  durch  die  x. 

Es  ist  nämlich 


yi'y%'y3''yt'= 


A|  A2  A3  A,| 

Bj  Bg  Bj  B4 

r.  r,  r,  r, 

II 

Durch  Specialisirung  der  Coefficienten  in  den  drei  Gleichungen  erhält 
man  eine  bedeutende  Anzahl  von  verschiedenen  ein -zweideutigen  Transfor- 
mationen.   Wir  wollen  jedoch  hier  nur  den  allgemeinen  Fall  betrachten. 


<:v 


§3. 
TFeber  die  den  Ebenen  des  y-  (Doppel-)  Banmes  entsprechenden  Flächen 

vierter  Ordnnng  im  einfachen  {x-)  Baume. 

Um  diejenigen  Flächen  des  x- Baumes  zu  finden,  welche  den  Ebenen 
des  y- Baumes  entsprechen,  nimmt  zu  den  drei  Gleichungen  I)  noch  die 
Gleichung  einer  Ebene  des  y- Baumes 

und  eliminirt  aus  diesen  vier  Gleichungen   die  y.     Man  erhält  sodann  als 
Gleichung  der  entsprechenden  Fläche  die  gleich  0  gesetzte  Determinante: 


M,  Uj    Uj    U4 

A|  Aj  A3  A4 

Bi  Bg  B3  B4 

r.  r,  r,  r. 


=0. 


ist  in  den  x  Tom  vierten  Grade,  also  die  durch  sie  dargest 
'Kllefaff  rott  der  riertea  Ordnnng, 
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Den  sämmtlichen  Ebenen  des  ^-Baumes  entsprechen  die  sämmtlichen 
Flächen  vierter  Ordnung,  die  man  erhält,  wenn  man  den  u  alle  möglichen 
Werthe  beilegt. 

Da  je  drei  dieser  Flächen  nur  zwei  veränderliche  Punkte  gemein  haben 
dürfen  ^  so  ist  klar,  dass  62  Schnittpunkte  oder  deren  Aequivalente  fest  sein 
müssen  für  'alle  Flächen  dieses  Systems. 

um  diese  gemeinsamen  Elemente  zu  finden ,  benützt  man  dieselbe  Me- 
thode, die  Herr  Professor  Nöther  bei  den  ein -eindeutigen  Transformationen 
angewendet  hat.     (S.  Mathem.  Annalen,  Bd.  3  S.  553.) 

Bezeichnen  wir  nämlich  in  der  obigen  Gleichung  der  Fläche  vierter 
Ordnung  die  ünterdeterminanten  der  Ui  mit  q)ij  so  ist  durch 

eine  beliebige  Fläche  des  Systems  dargestellt.    Hierzu  gehören  auch  9>|  =  0, 
qf^  =  0,   qpg  s=  0,   <jo^  =  0.     Diejenigen  Elemente ,  welche  diese  vier  Flächen 
gemeinsam  haben,  müssen  nun  in  jeder  Fläche  des  Systems  enthalten  sein. 
Es  ist  aber 

Ai  9>i  +  A^CPj  -f  AjCPs  +  A4  qP4  EZ;  0, 

Bi 9i  +  ^i9>i  +  Bs^^s  +  849^4  ^  0, 
r,  9>,  +  fj  Vg  +  Tg  9)3  +r^(p^  =  0. 

Für  den  Schnitt  von  (3Pi  =  0  und  q>2  =  0  ist  also 

A3(P3  +  A4<P4  =  0, 
B3<J'^3+  64(^4  =  0 

und  Tg  (jPj  -f  r4  (3P4  =  0. 

Für  die  Coordinaten  dieses  Schnittes  ist  also  entweder  auch  q>^=^0 
und  9)^  =  0,  d.  h.  auch  (jpg  ==  <p^  =  0  muss  durch  diesen  Theil  des  Schnittes 
von  <pj  =z  (Jpg  =  0  hindurchgehen ,  oder  es  ist 

A3-AA4=-o,  63-^64=0,  r3-Ar4  =  o. 

Diese  drei  Gleichungen   stellen  aber  drei  projectivische  FlächenbUschel  von 
der  ersten ,  resp.  ersten  und  zweiten  Ordnung  dar  und  erzeugen  eine  Curve 

A3  A4    __Q 

=  0,     welche    eine    Gerade 


fünfter   Ordnung    als   Schnitt  einer  Fläche   zweiter  Ordnung  „ 

A   A  "*  ^ 

und    einer    Fläche    dritter   Ordnung         ^     ^ 


A3  =  A4  =  0  gemeinsam  haben. 


r,  n 


Diese  Curve  fünfter  Ordnung  stellt  den  beweglichen  Theil  des  Schnittes 
von  <pj  =  g?j  =  0  dar;  für  den  übrigen  Theil  des  Schnittes,  welcher  eine 
Curve  elfter  Ordnung  ist,  muss  auch  q>^=zg)^=iO  sein.  Diese  Curve  elfter 
Ordnung  ist  also  fest  für  alle  Flächen  des  Systems  I  u,  <p,  =  0. 

Das  Geschlecht  der  Curve  fünfter  Ordnung  ist  <=  2 ,  denn  die  Zahl  der 
scheinbai*en  Doppelpunkte  ist  =4. 

Die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Curve  elfter  Ordnung  ist 

l,  also  ihr  Geschlecht  =  14. 


Von  Dr.  B.  Wimwer. 

Dies«  Röaultsie  ergeben  eich  diircb  Anwendung  der  Formel  dee  ärtikelE 
108  in  SalmoD'E  Raumgeometrie,  11.  Tbeil. 

Aas  der  Formel  des  Artikels  109  folgt  die  Zahl  der  Durchacbnilts- 
punkte  der  beiden  Curven  elfter  und  fünfter  Ordnung. 

Dieselbe  ist  ^  18. 

Die  bewegliche  Curve  ftlnfter  Ordnung  P\  entspricht  derjenigen  Ge- 
raden P  des  (/-Raumes,  in  welcher  sich  die  zwei  Ebenen  Echneiden,  die 
tvrei  Flächen  des  SystemB  TufVi^O  entsprechen,  und  zwar  entspricht 
jedem  Punkte  auf  F  ein  Punktepaar  auf  P\. 

Je  drei  Flächen  des  Systems  Z  u,-  tpj  ^=0  scbaeiden  sieb  ausser  der 
festen  Curve  elfter  Ordnung  noch  in  zwei  veränderlichen  Punkten,  denn  die 
den  beweglichen  Tbeil  des  Schnittes  zweier  von  diesen  Flächen  darstellende 
Curve  P\  kann  die  dritte  ausser  der  Curve  elfter  Ordnung  cur  mehr  in 
4,5 — 18=^2  Punkteu  treffen.  Man  ersiebt  daraus,  dass  die  Curve  elfter 
Ordnung  das  Aequivalent  für  die  62  Schnittpunkte  der  Flächen  des  Systems 
ist,  welche  nach  der  Natur  der  Transfarmation  fest  sein  müssen,  und  dass 
aUo  weitere  feste  Punkte  nicht  mehr  existiren  können. 

Während  nun  im  Allgemeinen  jedem  Punkte  des  X-  (einfachen)  Baumes 
nar  ein  Punkt  des  y-  (Doppel-)  Baumes  entspricht,  entspricht  jedem  Punkte 
der  festen  Curve  elfter  Ordnung  nach  der  allgemeinen  Theorie  eine  Gerade. 
Diese  Geraden  erfüllen  eine  Fläche,  welche  von  einer  behebigeu  Geraden  P 
des  y-Raumes  in  soviel  Punkten  getroS'en  wird,  als  die  der  Geraden  ent- 
sprechende Curve  P\  des  a:-KaumeB  die  Curve  elfter  Ordnung  trifft,  näm- 
lich in  18  Punkten.     Die  betreffende  Fläche  ist  also  von  der  18.  Ordnung. 


üeber  die  den  Ebenen  des  einfachen  Ix)  Raumes  entsprechenden 
Flächen  fttnfler  Ordnung  des  y-  (Doppel-)  Ranmei. 
Wir    wollen    nunmehr    diejenigen    Flächen    des    y- Raumes    aafsucfaen, 
welche  den  Ebenen  des  x-Raumes  entsprechen. 

Dieselben  ergeben  sich  durch  Elimination  der  Xi  aus  den  Gleichungen 
11)  in  §  2  und  der  Ebenen gleicbung 

Z  «,  ajj  =  0 
und  zwar  in  folgender  Form: 


R-rrb.-!  -.in-l  Cn^Cn 
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Die  durch  diese  Oleichung  dargestellte  Fläche  ist  daher  von  der  fünften 
Ordnung,  was  auch  mit  der  Thatsache  übereinstimmt ,  dass  den  Geraden  des 
^•Baumes  Curven  fünfter  Ordnung  im  o;- Baume  entsprechen. 

Die  Betrachtung  der  durch  die  Matrix 


«I 

tt, 

«* 

«4 

^. 

^« 

A 

A 

5I 

B, 

Bs 

B, 

dargestellten  Determinanten  ergiebt  nun ,  dass  dieselben  für  die  Coordinaten 
y  einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung  sämmtlich  verschwinden. 

Diese  Curve  dritter  Ordnung  muss  also  für  die  Fläche  fünfter  Ordnung 
F{u,  u)  c=  0  Doppelcurve  sein,  wie  man  aus  der  Form  von  J^(u,  u)^0  ersieht. 

Femer  werden  die  Determinanten  des  Systems 

-^1  -^2  -^s  -^4 
Bj  Bg  Bj  B^ 

durch  die  Coordinaten  {y)  von  vier  Punkten  e,,  e,,  e,,  e^  sämmtlich  zum 
Verschwinden  gebracht. 

Diese  vier  Punkte  müssen  daher  ebenfalls  .als  Doppelpunkte  auf 
^(U|U)  =  0  liegen  und  zwar  bleiben  sie  fest  für  alle  Flächen  des  dreifach 
unendlichen  Systems  F{u^  u)  =  0,  während  die  Doppelcurve  dritter  Ordnung 
sich  mit  den  Ui  ändert. 

Man  sieht,  dass  auch  die  sämmtlichen  Doppelcurven  dritter  Ordnung 
durch  die  vier  festen  Doppelpunkte  gehen  müssen. 

Doch  sind  es  diese  vier  Punkte  nicht  allein,  welche  die  Allgemeinheit 
der  Lage  der  Doppelcarven  beschränken.  In  welcher  Weise  eine  solche 
Beschränkung  noch  weiterhin  stattfindet,  werden  wir  später  sehen.   (S.  §  11.) 

§5. 
lieber  die  üebergangsfläche  Q  =  0  des  y-  (Doppel-)  Baumes  und 

ihre  Lage  zu  den  Flächen  F{u,u)  =  0. 

Bezeichnet  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  die  der  Ebene  Zu^x,-  =0 
entsprechende  Fläche  fünfter  Ordnung  im  j/- Baume  mit  F{u,  u)  =  0  und 
in  gleicher  Weise  die  der  Ebene  l.ViXi  =  0  entsprechende  Fläche  mit 
/•(t;,  !;)  =  0,  so  lässt  sich  das  Product  F(u,  u).  F{v^v)  in  folgender  Form 
schreiben : 

III)  F{u,u).  F{v,  v)  ^  F{u,  vY-iABuvYQ. 

Hier  ist: 


F(u,v)e. 


Cu 

C,2 

<?.a 

c„ 

A 

ß. 

(k. 

^22 

^23 

c,. 

A 

B, 

<?« 

G« 

c« 

Gu 

A 

B, 

C,x 

0^ 

c„ 

Cu 

A 

B, 

A 

A 

A 

A 

0 

0 

«I 

B, 

B, 

A4 

0 

^^ 

«s 


h    *% 
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(ABuv)  = 


A 

B, 

«I 

"l 

A 

B, 

«» 

"8 

A 

B, 

«8 

"s 

A 

B, 

«4 

"4 

Q  = 


c.. 

Cjj 

c,. 

«7.4 

A 

B^ 

c,, 

Ci, 

Cu 

Cj4 

A 

B, 

^i\ 

^38 

^a» 

^S4 

A 

Bs 

Cu 

c^ 

c^ 

Cu 

A 

B, 

A 

A 

A 

A 

0 

0 

B, 

B, 

Bs 

B, 

0 

0 

um  zu  diesem  Resultat  zu  gelangen,  wendet  man  den  Determinanten- 
satz  von.  Hesse  auf  die  unterstrichenen  Glieder  der  nachfolgenden  Deter- 
minante an: 


Cn  Cjj  Ci3  C,4    Ä^    5, 


^41    ^42 


^83  ^84 

^48  ^44 

Ai    A^    A^  A^ 

■ß|     ^2     -^8  -^4 

U,      Uo      Uo  U^ 


Cß    ^24      -^2     -^2 


«*1 


^^ 


2     «^2 


V« 


t^i 


^3  -^3  ^S 

^4  ^4  ^4 

0  0  0 

0  0  0 

0  0  0 

0  0  0 


Uo     V 


8 


0 
0 
0 

ö 


"1       "2       »'S       •'4 

J*(Uy9)  =  0  stellt  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  im  ^- Räume  dar, 
welche  die  Doppelcurve  von  F(u,  u)  =  0  und  auch  diejenige  von  F{v^  v)  =  0, 
aher  beide  einfach  enthält. 

Ebenso  enthält  F(m,  v)=0  die  vier  Punkte  e,,  e,,  Cj,  C4  doppelt. 

{ABuv)=0  stellt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  im  ^- Räume  dar, 
welche  die  erwähnten  Doppelcurven  ebenfalls  einfach  und  auch  die  vier 
Punkte  6],  e,,  63,  e^  einfach  enthält. 

Qe=0  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  sechster  Ordnung,  welche  die 
Doppelcurven  nicht,  die  vier  Punkte  e^,  6^,  63,  e^  dagegen  doppelt  enthält. 
Sie  ist  von  u  unabhängig. 

Die  Identität  III)  sagt  uns  nun,  dass  die  Fläche  F(ti,  u)  =  0  sowohl, 
als  auch  F{v^  r)  =  0  die  Fläche  Q  =  0  in  je  einer  Curve  15.  Ordnung  be- 
rühren, welch*  letztere  Curven  den  Schnitt  von  ^(u,  v)  =  0  und  Q  =  0 
ausmachen  müssen. 

Ebenso  können  wir  uns  aus  dieser  Identität  wiederum  überzeugen,  dass 
sowohl  die  von  den  u^  abhängige  Curve  dritter  Ordnung  für  F(u ,  u)  =  0, 
als  auch  die  von  den  Vg  abhängige  Curve  dritter  Ordnung  Doppelcurve  für 
F(9, 9)  =  0  sein  muss. 

Ans   der  Identität  III)   folgt  femer,    dass  die  Gleichung  der  Fläche 
«0  biB  auf  einen  von  den  ut  unabhängigen  Factor  F(r,  r)  in  der 
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geschrieben  werden  kann,  oder  auch  in  der  Form 

(F(w,  v)  +  {ÄBuv)  j/Q) (F(w,  v)  -  (ÄBuv)  l/Q)  =  0. 

Da  aber  sowohl  F(u,t;),  als  auch  (ÄBuv)  linear  von  den  ui  abhängig 
sind,  so  kann  diese  Gleichung  auch,  wie  folgt,  geschrieben  werden: 

[Zu,  {Mi  +  Ni  }/Q)] .  [Lui  {Mi  -  Ni  j/Q)]  =  0, 

wo  die  Mi  und  J^^  von  den  Ui  unabhängig  sind,  und  zwar 

dui  oui 

Da  die  eben  geschrie'bene  Gleichung  der  Gleichung  T.UiXi^=0  für  be- 
liebige  Ui  entsprechen  muss,  so  muss  man  Zu,'^i  einem  der  beiden  Fac- 
toren  proportional  setzen;  wir  setzen  nun 

a)  ^Xi^Mi  +  NiY^. 

m 
Dann  entspricht  einem  Punkte  x,  für  welchen  TuiXi  =  0  ist,  ein  Punkt  y 

von  F(u,  u)  =  0,  und  zwar  wird  dafür  l/Q  =  —  _   ^  .^  >  also  eine  rationale 

Function  der  y^  d.  h.  man  hat  längs  Jr(u,u)  =  0  ein  ganz  bestimmtes 
Blatt,  welches  'ZutXi  eindeutig  entspricht.  Ein  zweites,  von  dem  ersten 
völlig  getrenntes  Blatt  erhält  man  dadurch,  dass  man  längs  F{uy  u)  =  0 
^Q  den  entgegengesetzten  rationalen  Werth  giebt.     Die  zugehörige  FJäche 

des  a;- Raumes  würde  man  erhalten  durch  QXi=  Mi  +  Ni'= — —'^   von  dieser 

2m  Ui    iV| 

Fläche  wird  später  gehandelt  werden. 

Man   kann  also  sagen,   dass  der  ganze  ^-Raum   doppelt  überdeckt  ist 

und  dass  sich  die  beiden  Blätter  durch  das  Vorzeichen  von  }/Q  unter- 
scheiden. 

Geht  man  von  einem  Punkte  y  aus  und  setzt  die  beiden  Werthe  von 
}/Q  ein,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a)  zwei  zugehörige  Werthe 
von  x^  d.  h.  ein  Punktepaar  des  o;- Raumes. 

Für  diejenigen  Punkte  y,,  für  welche  Q  =  0  ist,  fallen  die  beiden 
Werthe  von  Xi  zusammen  und  Q=>0  ist  somit  die  Uebergangsfläche  des 
Doppelraumes. 

§6. 
üeber   die  den  Geraden  des  x-  (einfachen)  Raumes  entsprechenden 

Curven  vierter  Ordnung  des  ^-Raumes. 

Daraus,  dass  den  Ebenen  des  ^-Raumes  Flächen  vierter  Ordnung  im 
0?- Räume  entsprechen  (§3),  kann  man  schon  schliessen,  dass  den  Geraden 
des  o;- Raumes  Curven  vierter  Ordnung  im  y- Räume  entsprechen  werden« 
Um  diese  nfther  su  bestimmen ,  verfUhrt  man  auf  folgende  Weise: 


Von  Dr.  B.  Wimmer. 


223 


Die  Gerade  des  x-Raomes  sei  gegeben  durch 

TuiXi^O  und  Zw'ia?,=0. 
Ihre  entsprechende  Cunre  muss  daher  sowohl  auf 

als  anen  auf  ^  _. 

F{u\  v)  -  {ÄBuv) /Q  =  0 
liegen  und  somit  auf 

JP(w,  v).{ÄBu\  v)  -  F{uv).{ÄBuv)^0. 

Die  letxtere  Gleichung  ISsst  sich  aber  wieder  auf  die  Form  bringen : 

{ÄBuu).F(v,v)=:0 

und  zwar  durch  Anwendung  des  Hess  ersehen  Determinantensatzes  auf  die 
unterstrichenen  Glieder  der  folgenden  Determinante: 
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1 

Da  nun  F{9^  o)  =  0  von  den  u,  und  Ui  vollkommen  unabhängig  ist, 
80  nooss  die  der  Geraden  {uu)  entsprechende  Curve  auf  (ÄBuu)  =  0  liegen, 
d,  h,  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  von  der  obigen 
Porm  (ÄBuv)  =  0  ist  und  welche  somit  mit  F{u^  u)  =  0  und  F(u\  u)  =  0 
die  Doppelcurven  dritter  Ordnung  gemeinsam  hat.  Sie  hat  daher  mit 
F{UfU)=iO  noch  eine  Curve  vierter  Ordnung  gemein,  welche  auch  auf 
F(u\u)  =  0  liegen  und  der  Geraden  {uu)  Punkt  für  Punkt  entsprechen 
mim.* 

Mit  Zuhilfenahme  einer  bekannten  Formel  (Salmon,  1.  c.  Art  118) 
findet  man,  dass  unsere  Curve  vierter  Ordnung  —  wir  wollen  sie  P^  nennen 
—  mit  der  Doppelcurve  dritter  Ordnung  der  Fläche  -F(u,  u)  =  0  sieben 
Punkte  gemein  hat. 

Hieraus  lässt  sich  wiederum  folgern,  dass  P^  in  keiner  andern  Fläche 
zweiter  Ordnung  mehr  liegen  kann,  da  dieselbe  sonst  auch  die  Doppelcurve 
dritter  Ordnung  enthalten  mOsste,   also  mit  {ÄBuu^  =  0  eine  Curve  sie- 
benter Ordnung  gemein  haben  müsste,  was  nicht  möglich  ist.   Die  Curve  P^ 
ist  daher  von  der  zweiten  Art. 

Sie  berührt  die  Fläche  Q  =  0  in  zwölf  Punkten.     Diese  zwölf  Punkte 
Bind  zugleich  Berührungspunkte  von  F{u ,  m)  =  0  mit  F{u\  u)  =  0. 


*  {ABu%i^)  ist  nnr  von  den  Coordinaten  der  Geraden  (uu)  abhängig,  also  der 
Geraden  iDgeordiiet 
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Ausser  der  Curve  P^  schneiden  sich  zwei  Flftchen  ftlnfter  Ordnung 
F{uy  u)  =  0  und  F{u,  u)  =  0  noch  in  einer  Curve  21. Ordnung.  Dieselbe 
entspricht  denjenigen  Punktepaaren  im  o;- Baume,  von  denen  der  eine  Punkt 
auf  der  Ebene  (u),  der  andere  conjugirte  auf  der  Ebene  {u')  liegt. 

In  jeder  Ebene  bilden  diese  Punkte  eine  Curve  von  der  19.  Ordnung, 
wie  wir  später  sehen  werden.     (§  8.) 

Diese  Curve  21.  Ordnung  schneidet  die  Curve  P^  erstens  in  den 
2.7  =  14  Punkten,  in  welchen  P^  von  den  beiden  Doppelcurven  von 
/<Xu,u)  =  0  und  F{u\  u)=0  (welche  Punkte  natürlich  nicht  zusammen- 
fallen können)  getroffen  wird,  zweitens  in  den  zwölf  Punkten,  in  denen 
Q  =  0  von  P4  getroffen,  resp.  berührt  wird.  Das  giebt  im  Ganzen  26 
Schnittpunkte  —  ein  Resultat,  das  sich  durch  Anwendung  einer  bekannten 
Formel  über  die  Durchschnittspunjcte  zweier  Curven,  welche  den  voUstttn- 
digen  Schnitt  zweier  Flftchen  ausmachen,  verificiren  Iftsst.  (Salmon»  I.e. 
Art.  109.) 

§7. 
lieber  die  Doppelfläohe  Q'  des  einfachen  {x-)  Banmes. 

Der  Uebergangsflftche  Q  des  ^-Raumes  entspricht  im  x- Räume  eine 
Flftche  zwölfter  Ordnung  Q'  eindeutig.  Die  Gerade  P'  des  o;- Raumes  trifft 
nSmlich  Q'  in  soviel  Punkten,  als  die  der  Geraden  entsprechende  Curve 
vierter  Ordnung  P^  die  Fläche  Q  trifft,  also  in  zwölf  Punkten. 

Eigentlich  sollte  einer  Fläche  sechster  Ordnung  des  ^-Raumes  Q  eine 
Fläche  24.  Ordnung  entsprechen;  da  jedoch  immer  zwei  der  entsprechenden 
Punkte  zusammenfallen,  so  ist  die  Fläche  eine  doppelt  zu  zählende  Fläche 
zwölfter  Ordnung.     (S.  auch  §  9,  Ende.) 

Diese  Fläche  Q'  ist  die  Jacobiana  der  Flächen  vierter  Ordnung,  welche 
den  Ebenen  des  j/- Raumes  entsprechen,  und  wird  Doppelfläche  genannt. 
Sie  geht  dreimal  durch  die  Hauptcurve  elfter  Ordnung  des  x- Raumes.  Jede 
Ebene  (u)  des  x- Raumes  schneidet  Q'  längs  einer  Curve  zwölfter  Ordnung, 
welcher  im  j/- Räume  die  Berührungscurve  15.  Ordnung  zwischen  Q  =  0  und 
jP(m,  u)  =  0  entspricht. 

Da  jeder  Punkt  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  für  Q'  dreifach  ist,  so 
folgt  daraus,  dass  die  dem  Punkte  entsprechende  Gerade  des  ^-Raumes 
mit  Q  nur  drei  Punkte  gemeinsam  haben  kann,  also  Q  in  diesen  drei 
Punkten  berühren  muss.  Somit  wird  Q  auch  von  der  Fläche  18.  Ordnung 
berührt,  welche  diese  Geraden  enthält. 

Die  den  Geraden  des  ^-Raumes  entsprechenden  Carven  fünfter  Ordnung 
treffen  Q'  ausser  der  Hauptcurve  noch  in  je  sechs  Punkten,  welche  den 
sechs  Punkten  entsprechen,  in  denen  Q  von  der  entsprechenden  Geraden 
getroffen  wird.  Die  den  Ebenen  das  y- Banmes  entsprechenden  Fliehen 
vierter  Ordnung  Bohnei^  Oidnnng  n*  s«  w» 
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§8. 
Heber  die  involutorisohe  Transformation  im  einÜBichen  (x-)  Baume. 

Da  jedem  Pankte  des  y- Baumes  zwei  Punkte  des  o;- Baumes  ent- 
sprechen,  so  kann  man  sagen:  Die  Punkte  x  entsprechen  sich  involutorisch, 
d.  K  jedem  Punkte  x  entspricht  ein  zweiter  Punkt  x  und  diesem  wieder 
der  erste. 

Einer  Ebene  TuiXi=iO  des  op- Baumes  entspricht  im  ^- Baume  eine 
FUdie  ftlnfter  Ordnung;  dieser  muss  nun  im  x- Baume  wieder  eine  Fläche 
20.  Ordnung  entsprechen ,  welche  jedoch  in  die  Ebene  Z  Uj  a;<  =  0  und  eine 
Fliehe  19.  Ordnung  zerfWt. 

Diejenigen  Punkte  also,  welche  den  Punkten  einer  Ebene  (u)  des 
^•Baomes  involutorisch  entsprechen  oder  ihnen  conjugirt  sind,  erfüllen 
eine  Flftche  19.  Ordnung  Fii"^.  Dieselbe  geht  fünfmal  durch  die  Haupt- 
enrre  elfter  Ordnung  und  auch  durch  die  Curve  zwölfter  Ordnung,  in 
welcher  Q'  von  der  Ebene  (u)  geschnitten  wird.  Die  Flftche  F^g"^  schneidet 
daher  die  Ebene  u  noch  in  einer  Curve  siebenter  Ordnung,  welche  die  elf 
Schnittpunkte  der  Ebene  (u)  mit  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  als  Doppel- 
punkte enth&lt  und  von  den  conjngirten  Punktepaaren  gebildet  wird,  welche 
in  der  Ebene  (u)  liegen.  Diese  Curve  siebenter  Ordnung  entspricht  der 
Doppelcurve  von  F{u^u)=zO  und  ist  vom  Oeschlechte  4. 

Aus  dem  Obigen  folgt  unmittelbar,  dass  den  Paukten  einer  Geraden  /^ 
des  a;-Baume8  die  Pankte  einer  Baumcurve  19.  Ordnung  P\q  involutorisch 
entsprechen.  Dieselbe  hat  mit  der  Geraden  P'  die  zwölf  Punkte  gemein, 
in  denen  Q'  von  P'  getroffen  wird. 

Suchen  wir  nunmehr  diejenigen  Punkte  einer  Ebene  (u),  welche  ihre 
inTohtorisch  entsprechenden  auf  einer  andern  Ebene  {u)  haben,  so  findet 
man,  dass  diese  Punkte  von  der  Ebene  (u)  aus  der  Fläche  J^i9  aus- 
geeehnitten  werden,  ebenso,  wie  ihre  entsprechenden  Punkte  in  {u)  von 
einer  Flftche  Fy^  .  Die  gesuchten  Pankte  bilden  daher  eine  Curve 
19.  Ordnung,  ebenso  ihre  entsprechenden  in  (u'). 

Diese  beiden  Curven  haben  die  zwölf  Pankte  gemeinsam ,  in  denen  die 
Sdmittlinie  ihrer  Ebenen  Q'  schneidet.  Jede  derselben  hat  ferner  die  elf 
Pankte  zu  fünffachen  Punkten,  die  von  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  in 
(«)  nnd  bez.  {u)  ausgeschnitten  werden.  Beiden  Curven  entspricht  im 
Jf- Baume  die  Curve  21.  Ordnung,  welche  F{u,u)  =  0  und  F{u\  u)s=0 
ausser  P^  noch  gemeinsam  haben.     (S.  §  6.) 

Sachen  wir  femer  diejenigen  Pankte  einer  Ebene  (u),  deren  involuto- 
risch entsprechende  in  einer  gegebenen  Geraden  P*  liegen,  so  finden  wir, 
dass  es  19  solcher  Punkte  giebt  Dieselben  werden  auf  {u)  von  der  der 
Gnaden  P'  involutorisch  entsprechenden  Curve  P\g  ausgeschnitten,  ebenso 
ihre  entsprechenden  auf  P'  yon  der  Flftche  f[^  . 

taUAtm  tMmibmnmtik  n.  Fb^Hk  XXXVT,  4.  ^^ 
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Diese  2.19  Punkie  entsprechen  mit  Hinzurechnung  des  Schnittpunktes 
von  (u )  und  P'  und  seines  conjugirten  den  20  Schnittpunkten  der  Curve  P^ 
im  j^- Baume  (welche  P'  entspricht)  mit  JP(U|U)  =  0. 

Nehmen  wir  nunmehr  drei  Ebenen  im  o;- Räume  (te),  (u'),  (u")  und 
bezeichnen  ihre  resp.  Schnitte  mit  (wu'),  (ttV),  (utt"),  so  giebt  es  auf  der 
Geraden  (teu)  19  Punkte,  deren  involutorisch  entsprechende  auf  t»'' liegen, 
ebenso  auf  {uu")  19  Punkte,  deren  involutorisch  entsprechende  auf  u'  liegen, 
und  schliesslich  gilt  dasselbe  von  {uu")  und  u.  (S.  Riccardo  dePaolis, 
Le  trasf.  doppie  dello  spazio,  R.  Acc.  dei  Lincei  1885,  S.  14.) 

Einem  jeden  dieser  sich  im  x- Räume  involutorisch  entsprechenden 
Punktepaare  entspricht  nun  im  ^- Räume  ein  und  nur  ein  Punkt  |^,  welcher 
daher  den  drei  PlÄchen  des  ^-Raumes  F(t*,u)  =  0,  F(ti',  u')  =  0  und 
F{u\  u")  =  0  gemeinsam  sein  muss. 

Das  ergiebt  57  gemeinsame  Punkte  der  erwähnten  Flächen. 

§9. 
lieber  weitere  Hauptpunkte  im  y-  (Doppel-)  Baume. 

Die  eben  abgeleiteten  Beziehungen  setzen  uns  in  den  Stand ,  die  Haupt- 
elemente des  ^-Raumes  des  Weiteren  festzulegen. 

Wir  haben  bereits  gefunden  (§  4),  dass  die  sämmtlichen  den  Ebenen 
des  07' Raumes  entsprechenden  Flächen  fünfter  Ordnung  vier  Doppelpunkte 
6|,  e^,  «3,  ^4  gemeinsam  haben. 

Für  jeden  dieser  vier  Punkte  wird  aber  die  erste  der  Gleichungen  II) 
identisch  mit  der  zweiten  bis  auf  einen  constanten  Factor.  Die  dem  Punkte 
c,  z.  B.  entsprechenden  Punkte  des  x- Raumes  liegen  daher  auf  dem  durch 
die  zweite  und  dritte  Gleichung  von  II)  bestimmten  Kegelschnitte  E\, 
Ebenso  entsprechen  dem  Punkte  e,  die  Punkte  vom  Kegelschnitte  E\^  e^ 
die  von  E\  und  e^  die  von  E\. 

Jeder  von  diesen  Kegelschnitten  geht  achtmal  durch  die  Hauptcurve 
elfter  Ordnung  —  da  ihm  sonst  kein  Punkt  entsprechen  könnte  —  und  liegt 
doppelt  auf  den  sämmtlichen  Flächen  19.  Ordnung  ^^'jg  und  einfach  auf  Q\ 

Drei  Flächen  fünfter  Ordnung  haben  im  Ganzen  125  Schnittpunkte. 
32  derselben  werden  durch  die  Doppelpunkte,  57  nach  §  8  absorbirt, 
während  ein  Punkt  dem  Schnittpunkte  der  drei  entsprechenden  Ebenen  des 
rc- Raumes  entspricht. 

Die  drei  Flächen  müssen  also  ausserdem  noch  35  Punkte  gemeinsam 
haben,  welche  allen  Flächen  fünfter  Ordnung  F(u,  u)  =  0  einfach  angehören. 
Diesen  35  Punkten  müssen  sodann  im  rc- Räume  die  sämmtlichen  Punkte 
je  einer  Geraden  entsprechen ,  und  zwar  müssen  diese  Geraden  vierpunktige 
Sehnen  der  Hauptoorve  elfter  Ordnung  sein,  da  ihnen  sonst  im  y- Baume 
keine  Punkte  entsprechen  könnten. 


Lj 
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N,^-^^   — -   - 


Dieses  letztere  Resultat  lässt  sich  verificiren  mit  Zuhilfenahme  einer 
Formel  Ton  Zeuthen  (Annali  di  mai  S.  II — III,  S.  189),  nach  welcher 
ooflere  Hauptcurre  elfter  Ordnung  35  vierpunktige  Sehnen  haben  muss. 

Diese  35  Geraden  liegen  einfach  auf  den  Flächen  F\^  und  Q'. 

Dass  diese  35  Geraden  auch  auf  Q'  liegen ,  folgt  daraus ,  dass  auch  die 
entsprechenden  35  Hauptpunkte  des  ^-Raumes  auf  Q  liegen,  was  wir  sofort 
dsrUmn  werden. 

Die  35  Punkte  liegen  auf  sftmmtlichen  Flächen  F{u^  u)  =  0  ohne  Rück- 
siebt  auf  die  Werthe  von  u.     Daher  liegen  sie  auch  auf  den  Flächen 

£^  =  0     ^  =  0     -^  =  0     ^  =  0 

and  somit  auch  auf 

dF   ^       dF   ^       dF   ^       dF      ^ 

oder  aof 

JP(u,i;)  =  0. 

Da  diese  Punkte  nun  auch  auf  F(u,t;)  =  0  liegen ,  so  müssen  sie  nach  der 
Identität  III)  auf  Q  =  0  doppelt  liegen. 

Jede  Ebene  (u)  des  o?- Raumes  wird  von  ihrer  involutorisch  entspre- 
chenden  F%1  längs  einer  Curve  zwölfter  und  siebenter  Ordnung  ge- 
sehnitten.  Diese  beiden  Curven  treffen  sich  ausser  in  den  elf  Schnittpunkten 
mit  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  und  den  acht  Schnittpunkten  mit  E\ , 
E\y  E\^  E\  (in  den  ersteren  je  sechs-  und  in  den  letzteren  je  einmal) 
noch  in  zehn  Punkten.  Diese  entsprechen  den  zehn  Schnittpunkten  der 
Doppelcurve  von  F(u,  w)  =  0  mit  Q  =  0  ausser  e, ,  c^,  Cj,  «4  und  sind  für 
F(i»,  u)  =  0  Cuspidalpunkte. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  die  vier  Punkte  e^y  e,,  63,  e^  fUr  die  der 
Haaptcurve  elfter  Ordnung  des  x- Raumes  entsprechende  Fläche  18.  Ordnung 
aeht&ch  sein  müssen ,  während  die  übrigen  35  festen  Punkte  des  y  -  Raumes 
ftlr  dieselbe  Fläche  vierfach  sind. 

Bezüglich  der  Geometrie  auf  den  Flächen  fünfter  Ordnung  mit  Doppel- 
corre  dritter  Ordnung  vergleiche  man  C  leb  seh  (üeber  die  Abbildung  al- 
gebraischer Flächen,  Mathem.  Annalen,  Bd.  I  S.  284). 

Anmerkung.  Dass  E\^  ...  für  Fy^^  doppelt  ist,  ergiebt  sich 
daraus,  dass  jede  Ebene  (u)  die  Kegelschnitte  E\^  ...  in  je  zwei  Punkten 
Khnddet,  während  jede  der  35  Geraden  von  (u)  nur  in  einem  Punkte  ge- 
troffen wird« 

Dass  die  E\y  ...  und  die  35  Geraden  für  Q'  nur  einfach  sind, 
ergiebt  sich  am  einfachsten  aus  der  Bemerkung,  dass  Q'  selbst  doppelt  zu 
ilUen  ist 


\b* 
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§10. 

Heber  die  Hauptelemente  der  involutorischen  Ttansformation  im 

einfachen  {x-)  Baume. 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  einer  Ebene  (u)  involatorisch  entspre- 
chende Fläche  Fi9^  die  Hauptcurve  elfter  Ordnung  fanfmal,  die  vier 
Kegelschnitte  J^\ ,  E\,  E\^  E\  doppelt  und  die  35  vierfachen  Sehnen  der 
Hauptcarve  elfter  Ordnung  einfach  enthält.  Zwei  Flächen  F]^"^  und 
Fxg*  schneiden  sich  daher  in  einer  yariablen  Curve  19.  Ordnung  /^'ig, 
welche  der  Geraden  {uu)  entspricht.  Dieselbe  trifft  die  Hauptcurve  elfter 
Ordnung  72 mal,  eine  weitere  Fläche  J^i^  also  noch  in  einem  variab- 
len Punkte^  wie  es  auch  sein  muss. 

Unsere  involutorische  Transformation  hat  daher  folgende  Hauptelemente : 

1.  die    Hauptcurve    elfter    Ordnung,    durch    welche    F19      fünfmal 
und  P\q  72 mal  geht; 

2.  die   vier  Kegelschnitte  J5\,  E\^  E\^  E\,    durch    welche  Fii"^ 
je  zweimal  und  P',9  gar  nicht  geht; 

3.  die  35  vierpunktigen  Sehnen,  durch  welche  Fig     je  einmal  und 
P\q  gar  nicht  geht. 

Jedem  Punkte  p'  der  Hauptcurve  elfter  Ordnung  entspricht  eine  Curve 
fQnfter  Ordnung,  welche  die  Hauptcurve  elfter  Ordnung  19 mal  und  zwar 
dreimal  in  p'  trifft.  Diese  Curven  erfüllen  eine  Fläche  72.  Ordnung.  Die- 
selbe geht  18  mal  durch  die  Hauptcurven  elfter  Ordnung ,  je  achtmal  durch 
E\^  JB'g,  ^'g,  E\  und  je  viermal  durch  die  35  vierfachen  Sehnen  der 
Hauptcurve  elfter  Ordnung. 

Einem  Punkte  e  von  E\j  E\y  ...  entspricht  wieder  resp.  E\y  E\^ 
E\^  E\,  Einem  Punkte  der  35  vierpunktigen  Sehnen  entspricht  wieder 
seine  zugehörige  vierpunktige  Sehne. 

§11. 
üeber  den  durch  die  involutorische  Transformation  des  2: -Baumes 

bestimmten  Strahlencomplex. 

Jedem  Punkte  des  ^-Raumes  entsprechen  zwei  Punkte  des  ^-Raumes. 
Die  Verbindungslinien  dieser  zwei  Punkte  bilden  je  einen  Strahl  des  Com- 
plexes,  dessen  einzelne  Strahlen  den  Punkten  des  ^-Raumes  entsprechen. 
Derselbe  ist  bestimmt  durch  die  beiden  Gleichungen: 

wo  Äi  und  Bi  die  bekannten  in  §  2  definirten  Functionen  sind. 

Vermöge  dieser  beiden  Gleichungen  sind   die  Ebenen   des  x- Baumes 

collinear  auf  sich  selbst  bezogen,  denn  für  jeden  Werth  von  ^j,  y,,  y^,  y^ 

%  erhalten   wir  zwei  Ebenen  im  op- Baume,  die   einander  somit  ooUinear  zu- 


l;:;io}'         1=1,2,^,4 
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geordnet  sind,  da  aach  die  y  in  die  Gleichungen  linear  eingehen.  Die 
Schnitte  solcher  zwei  Ebenen  bilden  den  Reye 'sehen  Tetraedercomplez- 
(Beye,  Oeometrie  der  Lage,  II.  Th^il,  2.  Aufl.,  S.  135  flgg.) 

Wenn  ich  hier  auf  einem  andern  Wege  die  Haupteigenschaften  des- 
^ben  nochmals  ableite,  so  geschieht  es  wegen  der  engen  Beziehungen,  in 
denen  die  hierbei  aufkretenden  Elemente  zu  unserer  Transformation  stehen. 

Die  Coordinaten  der  einzelnen  OeVaden  des  Complexes  sind 


nik  =  Q 


Ak   Bk 


£3ie  wir  diesen  Complex  weiter  betrachten,  erinnern  wir  uns  zunächst,  dass^ 

wie  wir  in  §  6  gesehen,  einer  jeden  Geraden   {uu)  des  x- Raumes  eine 

FUehe  zweiter  Ordnung 

{ÄBuu)  =  0 

lugeordnet  ist.     Wir  fragen  nun:   Welcher  Art  wird  die  Fläche,  die  einer 

Gomplexgeraden  zugeordnet  ist?     Nehmen   wir  zu   diesem  Zwecke  irgend 

einen  Punkt  y   des  ^-Raumes,   so   ist  die  ihm  zugehörige  Complexgerade 

bestimmt  durch 

Z  Ä\  Xi=0  und   Z  B'iXi  =  0, 

wo  in  Äi  und  Bf  statt  yt  y'i  gesetzt  wurde. 

Die  Gleichung   der  dieser  Geraden  entsprechenden  Fläche  wird  daher: 


Ay^  By  Ä^  B\ 
Ai  B^  A,^B^ 

A%  -^s  -^'s  -^8 

^4    ^4    -^4    ^4 


=  0. 


Es  ist  das  offenbar  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  der  Spitze  in  y\^  y\y 
y's'fV  ^*  ^•*  ^inei'  Geraden  des  Complexes  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades 
zugeordnet,  der  seine  Spitze  in  dem  der  Geraden  entsprechenden  Punkte  hat. 

Nehmen  wir  nun  im  rr- Räume  irgend  eine  Ebene  (u)  und  in  derselben 
^en  Punkt  h'  und  fragen ,  wieviele  Complexgerade  in  der  Ebene  (ti)  liegen 
und  dnrch  den  Punkt  h'  hindurchgehen.     Einer  jeden  Geraden  des  Strahl - 
V^tsehels  durch  V  in  (u)  entspricht  im  ^- Räume  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  durch  die  Doppelcurve  von  jP(u,u)  =0  und  durch  den  {»'ent- 
sprechenden Punkt  h  geht    Wird  nun  die  Gerade  durch  H  Complexgerade, 
so  wird  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  Kegel.     Es  fragt  sich  nun,   wie- 
viele Kegel  zweiter  Ordnung  durch  die  Doppelcurve  dritter  Ordnung  und  h 
hindorchgehen,  so  dass  ihre  Spitze  auf  der  Doppelcurve  liegt.   Wir  erhalten 
diese  Kegel,  wenn  wir  durch  h  die  Sehne  an  die  Doppelcurve  dritter  Ord- 
nung ziehen  und  von  den  beiden  Schnittpunkten  aus  die  Curve  projiciren. 
Es  giebt  daher  zwei  solcher  Kegel ,  denen  zwei  Complexgerade  durch  h 
oiispnehen.    Der  Complex  ist  also  von  der  zweiten  Ordnung. 
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Anmerkung  1.  Die  Carve  vierter  Ordnung,  welche  einer  Complex- 
geraden  Punkt  für  Punkt  entspricht,  hat  in  dem  die  Complexgerade  be- 
stimmenden Punkte  y  einen  Doppelpunkt. 

Anmerkung  2.  Nunmehr  erkennt  man  auch,  dass  durch  zwei  be- 
liebig gewählte  Punkte  im  Allgemeinen  keine  Doppelcurye  dritter  Ordnung 
einer  J*(u,u)  =  0  des  y- Raumes  hindurchgehen  wird,  da  die  durch  einen 
Punkt  ausser  e, ,  e^,  e,,  e^  gehenden  Doppelcurven  dritter  Ordnung  auf  dem 
Kegel  liegen  müssen,  der  durch  diesen  Punkt,  resp.  seine  entsprechende 
Complexgerade  bestimmt  ist.     (S.  §  4.) 

Man  erkennt  sofort,  dass  den  vier  Hauptpunkten  e,,  e^,  ^,  e^  des 
y  •  Raumes ,  fär  deren  Coordinaten  TÄiXi^O  und  Z  ^/  x^  =  0  zusammen- 
fidlen ,  die  sämmtlichen  Geraden  dieser  Ebene  Z  Ä,  Xi  =0  oder  Z  ^<  ^  =  0 
entsprechen,  dass  also  die  sämmtlichen  Geraden,  welche  in  der  Ebene  je 
eines  der  Kegelschnitte  E\y  E\^  E\  und  E\  liegen,  zum  Complex  ge- 
hören. 


Die  Wendepole  der  absoluten  und  der  relativen 
Beweg^iing. 


Prof.  Ferdinand  Witten  Bauer 


HieriQ  Taf.  VIC, 

In  einer  frUhereo  Abhandlung*  bat  Verfasser  die  Gleichzeitigkeit  all- 
gemeiner ebenen  Bewegungen  einea  ebenen  SjEtAms  bebandelt  und  u.  A. 
die  Couatruction  des  reaultirenden  Wendepoles  gelehrt,  wobei  auf  die  be- 
sondere Eignung  des  barycenlriscben  Calcnls  für  derartige  Unters ucbungen 
hingewiesen  wurde. 

GegenwUrtige  Arbeit  bat  den  Zweck,  einen  Schritt  weiter  lu  gehen 
und  zunächst  die  Construction  des  Wendepoles  der  absoluten  Bewegung 
eines  ebenen  Systems  zu  lehren ,  welches  eine  Eigenhewegung  besitzt  und 
überdies  von  einem  oder  mehreren  anderen  bewegten  Systemen  gefOhrt 
wird;  hauptsScblich  aber  die  ümkehrung  dieser  Aufgabe  vorzunebmen  und 
die  Constraction  des  Wendepoles  der  relativen  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  mit  Being  auf  das  führende  System  zu  zeigen;  endlich  einen  Finger- 
teig za  geben  fOr  die  Construction  des  Deacbleunigungspoles  der  absoluten 
Bewegung  in  dem  einen,  der  relativen  Bewegung  im  andern  Falle. 

Eines  besonderen  Hinweises  auf  die  bekannte  Wichtigkeit  des  Wende- 
poles fdr  die  Untersuchung  der  KrDmmungs Verhältnisse  der  Bahnen  der 
8]rst«inpunkte  bedarf  es  hier  wohl  niobt. 

Auch  in  vorliegenden  Ausführungen  wurde  an  der  BenOtinng  des  bary- 
eentrisohen  Calcnls  mit  Vortbeil  festgehalten. 

1.  Der  Oewegungäzastand  eines  ebenen  Systems  ^  in  zwei  aufeinander 
folgenden  Zeitelementen  sei  durch  Angabe  des  augenblicklichen  Drehpunktes 
f),,  de»  Wendepoles  •/,,  der  Winkelgeschwindigkeit  lu,  und  der  Winkel- 
beaobleunigung  ij  ^^  -^  vollständig  bekannt. 


*  Uabtr  gleichteitige  Beweffungen  eines  ebenen  Systemi 
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Dieses  System  werde  jedoch  gleichzeitig  genöthigt ,  die  Bewegung  eines 

andern  in  seiner  Ebene  gelegenen  Systems  mitzumachen;  letztere  Bewegung 

d  n, 
sei  durch  die  entsprechenden  Angaben  von  Oj ,  /j ,  Wi  und  A,  =  -^  eben- 
falls vollständig  bekannt.     Es  möge  im  Folgenden  diese  letztere  Bewegung 
als  führende,  jene  erstgenannte  als  geführte  Bewegung  bezeichnet  werden. 

Zunächst  soll  gezeigt  werden,  welcher  Art  die  resultirende  Bewegung 
des  Systems  2^  in  Bezug  auf  die  ruhende  Ebene,  also  die  absolute  Be- 
wegung jenes  Systems  ist. 

Diese    Bewegung   wird    in   zwei   aufeinander   folgenden    Zeitelementen 

3  a 
durch   die  entsprechenden  Angaben   von  0,  7,  a  und  ^  =  -07  vollkommen 

bestimmt  sein,   wobei  aus  den  Elementen  der  Mechanik  bekannt  ist,   dass 

0  =  0)^  +  0)2,     A  =  Xi  +  A8 

und  der  resultirende  Drehpunkt  0  den  barycentrischen  Ausdruck  besitzt 

(0  0  =3  COj  Oj  4"  C02  ^2  * 
Es  erübrigt  also  nur,  den  resultirenden  Wendepol  J  der  absoluten  Bewegung 
zu  ermitteln. 

Im  ersten  Zeitelemente  dt  ist  die  resultirende  Bewegung  des  Systems 
eine  Drehung  um  0.  Durch  dieselbe  gelange  0,  nach  (0^)  (Fig.  1).  Nun 
tritt  ein  Wechsel  der  Drehpunkte  ein;  die  führende  Bewegung  erhält  den 
neuen  Drehpunkt  0\^  die  geführte  den  neuen  Drehpunkt  0\,  wobei 

Hierin  bezeichuen 

die  Durchmesser  der  Wendekreise  der  führenden  und  der  geführten  Be- 
wegung, kurz  gesagt  die  Wendedurchmesser. 

Gleichzeitig  sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  cO]  und  co,  übergegangen 
in  (Oi'\-  d  a)j  und  m^-^-  d(o^. 

Im  zweiten  Zeitelemente  dt  ist  die  absolute  Bewegung  des  geführten 
Systems  eine  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 

OD  +  ^  OD  =  <0,  -|-  (»2  +  ^  Wj  +  ^  Wj 

um  den  augenblicklichen  Drehpunkt  0\  der  den  barycentrischen  Ausdruck  hat 

((o  +  dcol),  (/=  (<o,  -|-  ^  CO,) .  0\  -|-  (cö^  +  d  (Og) .  ^2  • 

Die  Winkelgeschwindigkeit  Wi  +  dco^  um  0\  kaun  nun  durch  folgende 
Geschwindigkeiten  ersetzt  werden: 

a)  die  Winkelgeschwindigkeit  co,  um  0^; 
h)  die  elementare  Winkelgeschwindigkeit  dio,  um  O,; 
c)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  ^»i  +  dm^),0^ff^  in  der 
Sichtung  O^J^, 
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Ebenso  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  (x>2  +  da>^  um  0\  ersetzt  wer- 
den durch: 

d)  die  Winkelgeschwindigkeit  cd,  um  0,; 

e)  die  elementare  Winkelgeschwindigkeit  dm^  um  0^; 

f)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  (co^  +  dci>^).  0\  (0^)  in 
der  Richtung  O^J^; 

g)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  (cog  +  ^  <«>8)  •  (^s)  ^2  ^° 
der  Richtung  00,. 

Endlich  kann  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  00  + da  um  0' 
ersetzt  werden  durch: 

h)  die  Winkelgeschwindigkeit  cd  um  0; 

$^  die   elementare  Winkelgeschwindigkeit   da>   um   einen   Punkt   J?, 
welcher  durch  den  barycentrischen  Ausdruck 

1)  3  CO  .  jB  =  ^  Q}j  .  Oj  +  ^  Ö>2  •  ^J 

gegeben  ist; 
k)  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit   (a>  +  ^  <>>)  •  ^'^  iu  der 

Richtung  07; 
{^  die  elementare  Translationsgeschwindigkeit  da.OB^  deren  Rich- 
tung aus  jener  von  OB  durch   eine  Drehung  um  90^  im  Sinne 
von  da>  entsteht. 
Die  unter  a)  bis  g)  angeführten  Bewegungen  sind  den  unter  h)  bis  l) 
genannten  äquivalent;   nun  sind  aber  die  Bewegungen  a)  und  d)  mit  /i), 
b)   und  e)  mit  i)   ohnedies  äquivalent;  es  herrscht  also  auch  Aequivalenz 
zwischen  den  Bewegungen  c) ,  /*) ,  g)  einerseits  und  Je) ,  {)  andererseits  oder 
die  geometrische   Summe  der  Translationsgeschwindigkeiten  c),  /),  g)  ist 
identisch  mit  jener  von  k)  und  {). 

Bezeichnet  man 

O^O^^a,    OB=h,    OJ^d 
und  bemerkt,  dass 

0(X=da),dt,    {02)(/=:am^.dt, 

so  kann  gesetzt  werden: 

Translationsgeschwindigkeit  c)  =  di co^ (a^  +  d(Oi).dt^ 

»  0  =  tiaWjlwa  +  awg).^^, 

„  g)=  awj  (wg  +  ^cöi).^^ 

^  k)=  dm((a  +  da>).dtf 

^  l)=  hl. dt 

Mit  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Glieder  höherer  Ordnung 
ergiebt  sich  somit  folgendes  Resultat: 

2)  d  o>*  =  d^  (Oi^  +  dg  cDg*  +  ä  «j  Wg  —  &  A , 

wobei  die  Striche  die  geometrische  Snmmirung  andeuten  sollen. 

Bezeichnet  man  das  Product  eines  Wendedurchmessers  in  das  Quadrat  der 
SEugebOrigen  Winkelgeschwindigkeit  alsreducirten  We ndedurohmesser, 
80  kann  nach  obiger  Gleichung  und  mit  Hinweis  auf  Fig.  2  gesagt  werden: 
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■"-^-v.*- •-■-  _  -    .-v*-,^*    '•_«-     *^-.^"V*N.' 


Der  reducirte  Wendedurchmesser  der  resnltirenden  ans 
der  geführten  und  der  führenden  Bewegung  ist  die  geome- 
trische Summe  der  reducirten  Wendedurchmesser  der  genann- 
ten Bewegungen  und  zweier  zusätziger  Strecken,  von  denen 
die  eine  e^=aoD^(02  die  Richtung  0^0^  vom  führenden  zum  ge- 
führten Drehpunkte  hat,  während  die  Richtung  der  zweiten 
z^  =  -^hk  aus  jener  von  OB  durch  Drehung  um  90^  entgegen 
dem  Sinne  der  resnltirenden  Winkelbeschleunignng  hervor* 
geht. 

Vertauschen  die  führende  und  die  geführte  Bewegung  ihre  Rollen,  so 
ändert  nur  die  Strecke  e^  ihren  Sinn;  es  ist  dann  (Fig.  2)  04'  der  resul. 
tirende  reducirte  Wendednrchmesser. 

2.  Zunächst  soll  hier  der  specielle  Fall  weiter  verfolgt  werden,  dass 
die  Intensitäten  der  Winkelgeschwindigkeiten  a>|,  lo^  sich  im  zweiten  Zeit- 
elemente nicht  ändern  würden.  Dann  verschwinden  A|,  il,,  il,  also  auch  f,, 
und  es  geht  Gleichung  2)  über  in 

Dieser  Gleichung  lässt  sich   mit  Hilfe  des  barycentrischen  Calculs  ein  be- 
merkenswerther  Ausdruck  verleihen.     Nennt  man  nämlich 

die  Abstände  der  Punkte    ^^^  ^^^  ^^   ^i'   ^«'  ^ 

von  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene,  so  ist 

1)  w  =  1)  («i -f- ©j)  =  Pi  ©1 -f- 1),  ©2 , 

femer  mit  Benützung  der  Gleichung  3) 

{q  —  p)  ©«  =  (g,  -pj)  0),«  -f-  (g,  -  pg)  «g«  -f-  (ft  -i)i)  ©1  ©s . 

Die  Vergleichung  beider  Relationen  giebt 

g  ©*  =  5-,  ©,* -f- ^8  ©2*  +  2l)j  ©1  ©g  . 

Diese  Beziehung  kann  als  barycentrischer  Ausdruck  angesetzt  werden: 

4)  ©*  J"  =  ©1*  Jj  +  ©8*t7g  +  2  ©I  ©g .  0,  • 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Wendepol  der  resnltirenden  aus  der  geführten  und  der 
führenden  Bewegung  ist  der  Schwerpunkt  der  Wendepole  die- 
ser beiden  Bewegungen  und  des  Drehpunktes  der  ersteren, 
wenn  in  jenen  die  Quadrate  der  zugehörigen  Winkelgeschwin- 
digkeiten, in  letzterem  das  doppelte  Product  dieser  Winkel- 
geschwindigkeiten als  Gewichte  angebracht  werden. 

3«    Dieser  Satz  gestattet  die  Ausführung  einer  linearen  Construction 
behoÜB  Gewinnung  des  resultirenden  Wendepoles  J  aus  den  Punkten  0^ ,  J^ 
nden,  0^,  J^  der  geführten  Bewegung  und  dem  resultirenden  Dreh — 


Von    Prof.  P.  WiTTENBAUER.  235 

Zeichnet  man  nämlich  (Fig.  3)  die  Linien  O^J^^  O^J^  und  07^,  ferner 

OE^\\O^J^,    OüTjllO.yjj,    K^LJO^O^,    M^JK^K^, 

80  giebt  der  Schnitt  der  Geraden  K^L^  und  iKf^^  den  gesuchten  Wendepol. 
Beachtet  man  nämlich  den  barycentrischen  Ausdruck 

a>  0  =  öj  0,  +  o>2  ^2 » 
go  folgt  aus  der  angegebenen  Construction 

w  JTj  =  a>i  Jj  +  0)2  Og ,     (oL^=  (o^J^  +  Wj  0^ 
endlich 

d.i. 

lo^  y  =  ©jä^j  +  Qg*  J^  +  2  ©j  coj  Oj . 

Ph.  Gilbert  hat  die  Construction   des  Wendepoles  J  unter  Voraus- 

setzniig  jener  Beschränkung,  welche  zu  Beginn  des  vorhergehenden  Artikels 

lieiTorgehoben  wurde,  in  anderer  Weise  gelehrt.* 

Zum  Vergleiche  sei  dessen  Construction  hier  ohne  Beweisführung  mit- 

getheilt    (Fig.  4.)    Gilbert  zieht  zunächst  ebenfalls  die  Linien  0^/,,  O^J^, 

OiT.fjOiJi,   OJTg II O2J2,   ferner 

K,a\\OJ,,    ah\\0,J,,     hJ\\0,J, 
endlioh 

acIlOjJTg,     cJ\\Oh 

und  findet  im  Schnitte  der  Linien  hJ  und  cJ  den  gesuchten  Wendepol. 

Ist  eine  der  beiden  gegebenen  Bewegungen  eine  dauernde  Rotation, 
d.  ho  wechselt  ihr  Drehpunkt  durch  zwei  Zeitelemente  hindurch  seine  Lage 
nicht,  so  wird  sich  die  Construction  des  resultirenden  Wendepoles  noch  ver- 
einfachen. Ist  z.  B.  die  geführte  Bewegung  eine  dauernde  Rotation,  so  flSllt 
«1,   mit  Og  zusammen  und  der  Ausdruck  4)  geht  über  in 

a)*y  =  fo^J^  +  (D2  (2  Q}j  +  ©2) .  Oj , 

'Weicher  auch  geschrieben  werden  kann 

^robei  nach  fiüher 

w  JT,  =  ö>i  «^1  +  wj  ^2 . 

Demnach  ziehe  man  (Fig.  5)  die  Linien  O^/j,  OK^\O^J^^  OJ\O^Ky^ 
dann  ist  der  Schnitt  der  Geraden  OJ  mit  O^/j  der  gesuchte  Wendepol. 

Sind  beide  Bewegungen,  die  führende,  sowie  die  geführte,  dauernde 
Boiationen,  so  f&llt  auch  J^  mit  0^  zusammen.  Dann  wird  der  Ausdruck 
^^  den  resultirenden  Wendepol  J' 

ö)^y'=  Cd,  ^Oj  +  0)^(2  0}^  + «»2)0^ 

0)7'=  cöj  0+  6)2  0^. 

In  diesem  Falle  nehme  man  behufs  Construction  des  Punktes  J'  einen 
'^Ä'kt  JT,  ausserhalb  der  Geraden  0, 0^  beliebig  an  (Fig.  5),  ziehe  07 1|  0, 

*  8nr  rextension  auz  Mouvemento  plana  relatifs  de  la  mäthode  des  nov 
^^  ^a  centres  de  courbure.    Soc.  scient.  de  Unixelles,  1878. 
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JJ'\K^O^   dann  ist  der  Schnitt  der  Geraden  JJ'  und  0^0^   der  gesuchte 
Wendepol. 

4,  Bezeichnen  wir  vorübergehend  den  resultirenden  Wendepol  mit  /,, , 
wenn  O^J^m^  die  führende,  O^J^dn^  die  geführte  Bewegung  charakterisiren ; 
es  ist  dann  nach  4) 


0) 


2 


J,2  =  ^iJi  +  «1*^8  +  2  Q)^  ü)j  Og . 


Bei  einer  ümkehrung  der  Bewegung  wird  die  führende  zur  geführten,  die 
geführte  zur  führenden,  und  der  resultirende  Wendepol  Jgi  ^i'hält  den 
Ausdruck  ,  ^  »  r    .  o  n 

Die  Addition  der  beiden  letzten  Ausdrücke  liefert 

®*('^i2  +  •'21)  =  2(wi*^i  +  <»2*-^2  +  «1  «*2  ^1  +  «>i  <»«  ^2)- 
Nun   wurde  in   der   bereits    eingangs   erwähnten   Abhandlung   gezeigt 
(Art.  7) ,  dass  der  resultirende  Wendepol  /  zweier  gleichzeitig  stattfindenden 
Bewegungen  eines  ebenen  Systems  den  Ausdruck  besitze 

(0*7  =  G>j*/j  +  001*^2  "^"  ^1  ^2  ^1  "f"  **!  '*'2  ^2  • 
Es  folgt  also  durch  Yergleichung 

•^i,  +  -'«  =  2A 
d.  h.  der  resultirende  Wendepol  zweier  gleichzeitig  stattfindenden  Bewegungen 
eines   ebenen   Systems   halbirt   die  Verbindungslinie   der   Wendepole  jener 
Bewegungen,    welche   entstehen,    wenn    man   die  eine    der    gegebenen   Be- 
wegungen als  führende,  die  andere  als  geführte  betrachtet  und  umgekehrt. 

5,  Giebt  es  im  System  Z^  ^^^  drittes  System  2^,  welches  die  Be- 
wegungen von  £^  mitmacht  und  überdies  eine  durch  die  Angabe  von  O3,  J3,  (O3 
gekennzeichnete  Eigenbewegung  besitzt,  so  ist  2^  ^^  führende,  2^  das  ge- 
führte System  und  es  besteht  der  Ausdruck 

(cog  +  03)*.  /js  =  ^i^'  «^2  +  <ös*-  -^8  +  2  Wj  Q>3 .  O3 . 
Macht  überdies  Z^  als  geführtes  System  die  Bewegung  eines  Systems 
2,   mit,   so  ist  der  Ausdruck   für  den  Wendepol   der  absoluten  Bewegung 
des  Systems  ^3 

(O) j  +  »2  +  0)3)2 .  7,23  =  ö)l*  .  «/|  +  (  "2  +  »3)2  .  J23  +  2  (»2  +  «3)  COj  .  Og, 

und  da 

( W^  +  W3)  .  ^28  =  0>2  •  ^2  +  ö>3  •  ^3  » 

(O), +  0)2+0)3)*. /,23 
=  ö>i*.  ^i  +  fl>2*-  «^2  +  ö>3*-  -^3  +  20)^0)2.  O2  +  2(0),  +  0)2)  0)3.  O3. 

Führt  das  System  2^  noch  ein  viertes  System  2^,  welches  die  durch 
Angabe  von  0^,  /^,  o^  gekennzeichnete  Eigenbewegung  besitzt,  so  gewinnt 
man  für  den  Wendepol  der  absoluten  Bewegung  des  Systems  2^  den  Aus- 

^""^^  (o),+a)2  +  a)3+a),)«.y,234 

=  0),*. 7,  +«,*./,+  ö)j*.yg  +  0)4*. ^4  +  20>10),.0,  +  2(«ij  + »,)»,.  0, 

+  2(0)4  +  W,  +  »j)  »4 .  O4. 


Von   Prof.  P.  WiTTENBAÜER.  237 


fljeraus  ist  auch   das  Bildungsgesetz   fttr  den  Ausdruck  des  resultirenden 
IFendepoles   Yon  beliebig  vielen,  einander  führenden  Bewegungen  zu  ent- 
iiaiiniett. 

6«  Nun  möge  wieder  zum  allgemeinen,  im  Art.  1  behandelten  Falle 
[>e8cbleunigter  Bewegungen  zurückgekehrt  werden.  Schreiben  wir  Gleich- 
nng  2)  ii&  ^^^  Form 

IHuan  ist 


vor  ar 

2 


'=^.{-i)'+M^y+-^"'" 


w« 


der  Durchmesser  des  resultirenden  Wendekreises  in  dem,  in  Art.  2 — 5  be- 
handelten speciellen  Palle,  dass  eine  Beschleunigung  der  Bewegungen  nicht 
eintritt;  es  ist  also  allgemein 

wenn  /J  =  &  •  — ^    eine  von  der  GrOsse   der  Winkelbeschleunigungen   k^ ,   Aj 

abhängige  Strecke  bedeutet. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Regel  für  die  Auffindung  des  resultiren- 
den Wendepoles  zweier  allgemeinen  Bewegungen,  von  denen  die  eine  die 
f&hrende,  die  andere  die  geführte  ist: 

Man  construire  zunächst  nach  Art.  3  den  resultirenden  Wendepol  ohne 
Bflcksicht  auf  die  Winkelbeschleunigung  der  Bewegungen ;  zu  dem  so  erhal- 
tenen Wendedurchmesser   OJ  =  d  addire  man   in  J  die  Strecke   /5=5'~Tr 

geometrisch  derart  hinzu,  dass  ihre  Richtung  aus  jener  von  OB=ih  durch 
Drehung  um  90^  entgegen  dem  Sinne  der  resultirenden  Winkelbeschleuni- 
CT^uig  A  hervorgeht.  Der  Endpunkt  der  zugefügten  Strecke  ß  ist  der  resul- 
tirende  Wendepol. 

7«   Die  bisher  gefundenen  Resultate  gestatten  eine  einfache  Anwendung 
&uf  die  Untersuchung  der  relativen  Bewegung  eines  ebenen  Systems  £^ 
in  Bezug  auf  ein  in  derselben  Ebene  bewegtes  System  Z^ .     Denn  die  Auf- 
grabe, den  Wendepol  J^  der  relativen  oder  geführten  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  aus  den  Angaben  0,  /,  od,  A   der  absoluten  Bewegung  und  jenen 
^19  «^i*  00|,  Aj  der  führenden  Sjstembewegung  zu  construiren,  ist  nur  eine 
Umkehrung  der  bisherigen  Untersuchung. 

Um  diese  Aufgabe  als  eine  die  relative  Bewegung  betreffende  beson- 
ders zu  kennzeichnen  y  mögen  von  nun  an  die  bisherigen  Bezeichnungen  0^^ 
*^s>  ^9  ^1  dnrch  die  neuen  0^,  Jr^  (Or^  Ar  ersetzt  und  gleichzeitig  bemerkt 
werden,  dass 

0)r=W — COj ,       Ar  =  A  —  A|  , 
CO^  .  Or  =  OD  .  0  —  G)j  .  Oj  . 

&•  ZunSchst  möge  wieder  von  der  vereinfachenden  Voraussetzung  Ge- 
brauch gemacht  werden,  dass  keine  Winkelbeschleunigungen  vorhanden  siVid« 
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Ffir  diesen  Fall  gilt  der  Ausdruck  4)^   welcher  nunmehr  in  der  Form  ge- 
schrieben werden  kann: 

oder 

o^* .  y^  =  0)* .  7  —  (Dj* .  y^  —  2  w  ü)j .  0  +  2  ©,* .  0, . 

Construirt  man  einen  Punkt  J\  auf  der  Verlängerung  des  Wende- 
durchmessers 0,J|  über  0|  hinaus  derart,  dass  J\0^=:O^J^^  so  kenn- 
zeichnen 0| ,  J\  y  (D|  bekanntlich  eine  Bewegung  des  ebenen  Systems ,  welche 
die  führende,  durch  0,,  7^,  a>|  gegebene  durch  zwei  aufeinander  folgende 
Zeitelemente  vollkommen  tilgt«  Man  kann  demnach  jene  Bewegung  als  die 
ümkehrung  der  letzteren  bezeichnen.     Nun  ist 

also 

6)  air*../r  =  fl>*./-f  (Dj*.  y'j  —  2a>iö, .0. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Der  Wendepol  der  relativen  Bewegung  eines  ebenen  Sy- 
stems in  Bezug  auf  ein  führendes  System  ist  der  Schwerpunkt 
der  Wendepole  der  absoluten  und  der  ümkehrung  der  führen- 
den Bewegung,  sowie  des  Drehpunktes  der  ersteren,  wenn  in 
jenen  Wendepolen  die  Quadrate  der  zugehörigen  Winkel- 
geschwindigkeiten, im  letzteren  das  negative  doppelte  Pro- 
duct  dieser  Winkelgeschwindigkeiten  als  Gewichte  angebracht 
werden. 

Hiernach  gestaltet  sich  die  Construction  des  Wendepoles  Jr  der  rela- 
tiven Bewegung  aus  den  Wendepolen  J  und  J,  der  absoluten  und  der  führen- 
den Bewegung,  sowie  aus  den  zugehörigen  Drehpunkten  0^,  0^  0^  in  fol- 
gender Weise  (Fig.  6): 

Construirt  man  zunächst  den  Wendepol  J\  der  ümkehrung  der  führen- 
den Bewegung,  indem  man  J\0^^=^O^J^  macht,  zieht  die  Linien  J\0^ 
JO^^  JOr,  ferner  OrP\\OJ,  O^P,||0,yj,  PÄ||OrO,,  RJr\P^P,  so  ist  der 
Schnitt  der  Geraden  P^O  und  RJr  der  gesuchte  Wendepol  Jf  der  relativen 
Bewegung.     Denn  nach  dieser  Construction  ist 

(Dr./'i  =  W.O  —  (öj.^'j  ,       COr«  C^  =  «••^  —  CO,  .0, 

also  ^ 

Sollte  diese  Construction  ungenaue  Schnitte  geben,   so  könnte  Jr  auch  auf 
folgende  Weise  gefunden  werden  (vergl.  Fig.  3  u.  4) : 

Man  ziehe  OiT, 'iO|J, ,  OhlO^K^y  O^L^  hJ^  dann  ist  Xg  der  Schnitt 
von  O^L^  und  JSTicT';  ferner  L^K^WO^O^j  OK^  \O^L^y  dann  ist  J^=^Jr  der 
Schnitt  der  Linien  O^L^  und  O^K^. 

Sind  sowohl  die  absolute,  als  auch  die  führende  Bewegung  dauernde 
Rotationen,  so  gebt  der  Ausdruck  6)  über  in 
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oder 

fiebafs  Construction    von  /r  nimmt   man   in   diesem  Falle  ausserhalb   der 
Geraden  0^0,  einen  beliebigen  Punkt  M  an  (Fig.  7),  verbindet  ihn  mit  0, 

0,  mdO„  rieht  o,i?||ifO.,    NJrjOrM, 

SO  sehneiden  sich  die  Geraden  NJr  and  OrO^  im  gesuchten  Wendepole  Jr. 

9.  Folgendes  Beispiel  möge  die  Anwendung  der  im  vorigen  Artikel  ge- 
lehrten Construction  zeigen. 

In,  bezw.  auf  einem  ruhenden  Kreise  JTj  (Fig.  8)  rollen  zwei  Kreise  K 
und  Kl ;  die  Winkelgeschwindigkeit  des  letzteren  sei  doppelt  so  gross ,  wie 
die  des  ersteren,  und  derselben  entgegengesetzt  gerichtet.  Man  suche  den 
Wendepol  der  relativen  Bewegung  des  Kreises  K  in  Bezug  auf  den  JTreis  iT, . 

ZanSchst  construire  man  die  Wendepole  J  und  J^  der  Bewegungen  der 
beiden  Kreise  in  Bezug  auf  den  ruhenden  Kreis  JT,;  hierzu  dient  die  Be- 
merknngy  dass  die  Punkte  N^J^O^M^^  sowie  NJOM^  harmonisch  liegen. 
Hierauf  bestimme  man  Or  aus  /)  /)  _  9  /)  /> 

and  fKihre  nun  mit  den  Punkten  J%  Ji%  0^^  0  und  Or  die  im  vorigen  Artikel 
gezeigte  Construction  durch. 

10.  Bezeichnen  0,  7,  00,  wie  bisher,  die  absolute  Bewegung  des 
Sjstemes  2^,  hingegen  ^|,  /i,  a>i  die  führende  Bewegung  des  Systems  Z*, , 
Bo  ist  der  Wendepol  der  relativen  Bewegung  nach  5)  durch  den  Ausdruck  gegeben 


worin 


©r  =  flO  —  0>i  • 


Kehrt  man  jetzt  die  Betrachtung  um,  so  dass  0,  7,  co  die  führende, 
^19  •'p  oOf  ^Q  absolute  Bewegung  kennzeichnen,  d.  h.  sucht  man  die  rela- 
^ve  Bewegung  des  Systems  Z^  mit  Bezug  auf  2^,  so  wird  der  Ausdruck 
ftkr  den  Wendepol  der  relativen  Bewegung 


"wonn 


0)  y.  =  0)j  —  (O. 


Addirt  man  beide  Ausdrücke ,  so  wird ,  da  Or  und  OV  identische  Punkte  sind, 

d.  h.  Or  halbirt  die  Strecke  JrJ'r>    Dieses  Resultat  sagt  die  bekannte  That- 

Sache  aus,  dass  durch  die  Vertauschung  der  Rollen  der  Systeme  2^  und  Z^ 

die  relative  Bewegung  in  ihre  entgegengesetzte  verwandelt  wird ;  der  Wende- 

darchmesser  OrJr  wird  in  den  ihm  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten 

OrJ'r  verwandelt. 

Bezeichnet  man  das  Verhältniss 

CD  :  Q>j  =  o; , 

so  kann  der  Ansdraek  6)  in  der  Form  geschrieben  weTd^ü 
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und  ebenso  wird  nach  ümkehmng  der  relativen  Bewegung 

Diese  beiden  Ausdrücke  gehOren  zwei  Parabeln  an ,  von  denen  die  erste  die 
Linien  OJ  und  0J\  in  den  Punkten  /und  /\,  die  zweite  die  Linien  0|7, 
und  O^J'  m  den  Punkten  J^  und  J'  berührt.  Auf  der  ersten  Parabel  liegen 
die  Wendepole  der  relativen  Bewegungen  für  alle  Werthe  des  VerhSltnisses 
o> :  (0| ,  auf  der  zweiten  Parabel  liegen  die  Wendepole  der  umgekehrten  rela- 
tiven Bewegungen  (Fig.  9). 

Die  Verbindungslinie  je  zweier  demselben  Werthe  von  a> :  cd^  entspre- 
chenden Punkte  Jr  und  J\  dieser  Parabeln  wird  durch  die  Gerade  0^0  in 
Or  halbirt 

Jede  der  beiden  Parabeln  schneidet  die  Linie  0^0^  in  zwei  Punkten. 
Nach  den  Ausführungen  des  Art.  9  der  eingangs  angezogenen  Abhandlung 
werden  diesen  Schnittpunkten  Werthe  von  a>:caj  entsprechen,  die  sich  nur 
durch  das  Vorzeichen  unterscheiden.  Es  giebt  also  im  Allgemeinen  zwei 
nur  durch  das  Vorzeichen  unterschiedene  Werthe  von  ca :  q>|  ,  für  welche  der 
Wendedurchmesser  der  relativen  Bewegung  in  die  Linie  0^0^  fiLllt.  Eine 
dieser  Lagen  ist  in  Fig.  9  durch  die  Bezeichnungen  in  Or,  %r  ersichtlich 
gemacht 

Die  relativen  Drehpunkte  Or%  welche  diesen  beiden  ausgezeichneten 
Wendedurchmessern  angehören,  theilen  die  Strecke  0^0^  harmonisch. 

!!•  In  den  Artikeln  7 — 10,  welche  die  Construction  des  Wendepoles 
der  relativen  Bewegung  behandelten,  wurde  die  Annahme  gemacht,  dass 
weder  die  absolute  Bewegung  des  Systems  D^ ,  noch  die  führende  des  Systems 
2^1  Winkelbeschleunigung  besitzen  würden.  Jedoch  auch  wenn  solche  Win- 
kelbeschleunigungen A,  bezw.  Aj  vorhanden  sind,  wenn  also  die  relative 
Bewegung  eine  Winkel beschleunigung  A^  =  A  —  Aj  besitzt,  lässt  sich  die 
Construction  von  Jr  ausfuhren. 

Man   hat  zu   diesem  Zwecke   nur  die  Zusatzstrecke  ß^=h'—^  (Art.  6) 

zu  berechnen  oder  zu  construiren  und  dieselbe  vom  Wendepole  der  abso- 
luten Bewegung  aus  in  einer  Richtung  aufzutragen,  welche  aus  jener  von 
OB  durch  eine  Drehung  um  90®  im  Sinne  der  Winkelbeschleunigung  A 
hervorgeht.  Der  Endpunkt  dieser  Strecke  ß  ist  der  Punkt  /,  mit  dessen 
Hilfe  die  in  Art.  8  gelehrte  Construction  von  Jr  auszuführen  ist. 

Bezüglich  der  Zusatzstrecke  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  ihr  mit 
Benützung  des  Ausdruckes  1)  die  Form  gegeben  werden  kann 

wodurch  ihre  Abhängigkeit  von  beiden  Bewegungen,  der  absoluten  and  der 
führenden,  gekennieichnet  erscheint. 
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-^»-^V^'fc*'^^  .i*- 


Nooh  auf  eine  andere  Weise  könnte  Jr  gefanden   werden.     Schreibt 
iDfln  nftmlich  Gleichnng  2)  in  der  Form 

i=a(fLy_i.fe)*_jfe)+i_L, 

VWr/        -        \ü)r/  XCDr/  »r 

der  Durchmesser  des  Wendekreises  der  relativen  Bewegung  für  den  Fall, 
dass  keine  Winkelbeschleunigongen  vorhanden  sind.  Construirt  man  femer 
einen  Punkt  3r  derart,  dass  sein  Ausdruck 

ist,  80  wird 

OD  Af 

und 

also  -      . 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Begel  für  die  Auffindung  des  Wendepoles  der 
rdlativen  Bewegung  im  allgemeinsten  Falle: 

Man  oonstmire  zunSchst  nach  Art.  8  den  relativen  Wendepol  ohne 
lUlcksicht  auf  die  Winkelbeschleunigungen  der  Bewegungen;  zu  dem  so 
erhaltenen   Wendedurchmesser    OrJr  =  ^r   addire    man   in    Jr   die    Strecke 

Ir 

Pr^hr — I   geometrisch  derart  hinzu  ^  dass  ihre  Richtung  aus  jener  von 

O^Br  durch  Drehung  um  90^  im  Sinne  der  relativen  Winkelbeschleu- 
'ügong  kr  hervorgeht.  Der  Endpunkt  der  zugefügten  Strecke  ßr  ist  der 
gesuchte  relative  Wendepol. 

12.  Es  ist  von  Wichtigkeit ,  darauf  hinzuweisen ,  dass  vorliegende  Ent- 
Wickelungen  geeignet  sind,  zwei  fundamentale  Aufgaben  der  Bewegungs- 
theorie eines  ebenen  Systems  zu  lösen,  nSmlich: 

a)  Aus  den  Beschleunigungsmittelpunkten  einer  geführten  und  einer 
Aihrenden  Bewegung  den  Beschleunigungsmittelpunkt  der  resultirenden  Be- 
wegung des  geführten  Systems  und 

h)  ans  den  Beschleunigungsmittelp unkten  der  Bewegungen  zweier  ebenen 
Systeme  den  Beschleunigungsmittelpunkt  ihrer  relativen  Bewegung  zu  con- 
Biruiren. 

Es  ist  nftmlich  bekannt,  dass  die  Angabe  von  0,  J  und  — ^  hinreicht, 

CO 

um  für  die  augenblickliche  Bewegung  eines  ebenen  Systems  deren  Beschleu- 
nignngsmittelpunkt  Q  zu  construiren;  denn  dieser  ist  der  andere  Schnitt 
einer  durch  0  gehenden  Geraden  mit  dem  Wendekreise,  deren  Winkel  <p 
gegen  den  Wendedurchmesser  durch  die  Beziehung  gegeben  ist 

;i 

(0 
MitatrM  £  MMtbmwiik  o.  Fhjük  ZZXYI,  4.  V^ 
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Sind  also  im  Falle  a)  die  Pnnkte  0^,  J^^  G^]  0^,  J^^  G^^  sowie  der  resnl- 
tirende  Drehpunkt  0  gegeben ,  so  constmire  man  znnfichst  nach  Art.  3  and  6 
den  Wendepol  J,  wobei  behafs  Constmction  der  Znsatzatreoke  ß  die  leicht 
zn  entwickelnden  Beziehungen  zn  benutzen  sind: 

ßssi.tangtp, 
'  \  atangtp        / 

Hierauf  zeichne  man  über  OJ  als  Durchmesser  den  Wendekreis  und  lege 
die  Gerade  OG  unter  dem  Winkel  q>  gegen  0J\  der  Schnitt  beider  ist  der 
gesuchte  Beschleunigungsmittelpunkt  0. 

In  Shnlicher  Weise  gestaltet  sich  die  Lösung  von  5). 

Die  betrefTenden  Constructionen  lassen  sich  in  eleganter  Weise  durch- 
führen, doch  wurde  ihre  Mittheilung,  sowie  ihre  Anwendung  auf  Beispiele 
ans  der  Praxis  der  Kinematik  mit  Bücksicht  auf  den  Bahmen  dieser  Zeit- 
schrift unterdrückt 
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Xn.  Ueber  die  Anwendang  der  Methode  des  Ima^ftren  aaf  Probleme 
des  Oleichgewichta  und  der  Bewegung  in  einer  Ebene. 
Bildet    eine  Strecke   r    mit   der   positiven    Richtung   der   z-Äie  einen 
Winkel  o,  HO  wollen  wir  die  Grösse  re'"  als  daa  „imaginitre  Moment"  der 
Strecke  bezeichnen. 

Ans  dieser  Definition  folgen  dann  durch  Analogie  leicht  die  nach- 
stehenden : 

Das  imaginäre  Moment  eines  Curveuelementes  ds  ist  dargestellt  durch 
is^',  wenn  a  der  Winkel  ist,  den  die  Tangente  in  dem  betrachteten  Punkte 
mit  der  ic-Aie  bildet. 

Dag  imaginfire  Moment  einer  Kraft  P,  die  mit  der  positiven  x-kie 
den  Winkel  u  bildet,  ist  gleich  Pe*". 

Das    imaginäre   Gescbwindigkeitsmoment  eines   bewegten    Punktes   zur 
ds  e'" 


Zeit  l  ist  gleich 


dt 


Das  imaginäre  Bosch leunignngsmoment  eines  bewegten  Punktes  ist  dar- 

— ; oder  durch  —^ — 

dt  dt 


gestellt  durch  - 


t  die  Geschwindigkeit  2 


Zeit  t  ist. 

Wir  wollen  EunOohet  einige  Sfttze  Ober  das  imaginSre  Moment  ableiten, 
die  wir  in  den  nachfolgenden  Entwtckeinngen  benntzen  werden. 

In  der  analytischen  Mechanik  bringt  man  «ine  Kraft  als  positiv  in 
Rechnung,  wenn  sie  die  positive  Abscisee  zn  vergrössem  strebt. 

Man  kann  diese  ßezeichnungs weise  auf  die  Geometrie  Übertragen,  wenn 
man  jeder  Strecke  eine  Richtung  beilegt,  in  der  sie  durchlaufen  werden 
■oU.  Diese  Richtung  entspricht  dann  der  Richtung  der  Kraft,  welche  durch 
diese  Strecke  dargestellt  werden  kann.  Wenn  ich  also  eine  Strecke  durch- 
laufe, HO  dass  ich  bei  der  Bewegung  von  kleinereu  zu  grCsseren  Abscissen 
Dbergeho,  so  werde  ich  diese  Strecke  positiv,  im  entgegengesetzten  Falle 
negativ  in  Rechnung  ziehen. 

Denken  wir  uns  jetxt  ein  ebenes,  in  eich  geschlossenes  Polygon,  dessen 
r|,  r„  ...,  fn  mit  der  positiven  Richtung  der  x-kxA  entspreobsnd 
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die  Winkel  cT],  or^,  03,  ...,  a„  bilden.  Wenn  wir  von  einem  beliebigen 
Eckpunkte  aus  in  einer  bestimmten  Richtung  das  Polygon  durchlaufen  und 
den  einzelnen  Seiten  r  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  geben,  ent- 
sprechend dem  oben  angedeuteten  Sinne  der  Zählung,  so  erhält  man: 

r,  cos  «1  =  aij  —  flpj , 
r^cosa^=^x^  —  x^, 


Hier  bedeutet  allgemein  Xk  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  der  Strecken  r^ 
und  rA.i. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

r,  005«,  +  r^cosa^  +  "'  +  rnCOsan  =  0. 
Analog  ergiebt  sich: 

r,  «noj  +  r^  sina^  + » "  +  fn  sina„  =  0. 

Multiplicirt  *man  die  letzte  Gleichung  mit  i  und  addirt  sie  zur  ersteren,  so 

wiird  wegen 

co$a  +  i8ina=:^^: 

I)  fiC»"«'  +  r^  c*««  +  Tj  e*«*  H h  r„  c»'«-  =  0. 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

Durchläuft  man  ein  ebenes  Polygon  in  einer  bestimmten 
Richtung,  so  ist  die  algebraische  Summe  der  imaginären  Mo- 
mente der  Seiten  der  Null  gleich. 

Die  Endpunkte  einer  Strecke  r  mögen  die  Coordinaten  x,  y  und  rc,,  y, 
haben.  Dann  ist,  wenn  (p  den  Winkel  bezeichnet,  den  diese  Strecke  mit 
der  positiven  Seite  der  rc-Aze  bildet: 

r  cos(p=^x  —  x^,     r  sin(p  =  y  —  y^^ 
woraus  folgt: 

rc'9  =  x+iy  —  (ajj  +  ty,). 

Verändere  ich  die  Lage  und  Länge  dieser  Strecke  um  unendlich  wenig,  so 
werden  die  Endpunkte  derselben  Curvenelemente  ds  und  ds^  beschreiben. 
Die  Richtungen  dieser  Elemente ,  welche  mit  den  Richtungen  der  Tangenten 
in  diesen  Punkten  zusammenfallen,  mögen  mit  der  a;-Axe  die  Winkel  a 
und  a^  bilden.     Durch  Differentiation  der  obigen  Gleichung  entsteht: 

d(re«>)  ^dx  +  idy-  (dx^  +  i  dy^). 
Nun  ist  aber: 

dx  + 1  dy  =  ds  e'",     dx^  +  i  dy^  =  ds^  c**», 
also  wird: 

H)  diref'f)  =  ds  «••  -  ds^  tf'^. 
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Das  Differential  des  imaginären  Momentes  einer  Strecke 
j^t  demnaob  gleich  der  Differenz  der  imaginSren  Momente  der 
l^ei^®^  Cnrvenelemente,  welche  durch  die  Endpunkte  der 
gtreeke  beschrieben  werden,  wenn  diese  eine  unendlich  kleine 
Verschiebung  erleidet. 

Wir  wollen  jetzt  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  das 
^'Aleni  her  tische  Princip  mit  Hilfe  der  oben  aufgestellten  Definitionen 
ii0ifonD6n. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  kann  man  in  der  Form 
«.toäben: 

^         dL         dM       dN 
dyn        dyn       dy„ 

wo  Xu  und  Yn  die  Componenten  der  wirkenden  Kräfte,  X  =  0,  M=0^ 
N=:0,  ...  die  zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  herrschenden  Beding- 
ungen, A,  fi^  V  zu  eliminirende  unbekannte  Coefficienten  darstellen.  Für 
jeden  Punkt  gilt  ein  derartiges  Gleichungssystem,  wie  wir  es  hier  für  den 
Ponkt  mit  den  Coordinaten  Xn  nnd  yn  aufgestellt  haben. 

Mnltiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  %  und  addirt  sie  zur  ersten, 
80  wird,  wenn  P  die  ganze  auf  den  betrachteten  Punkt  wirkende  Kraft  ist 
und  diese  mit  der  Richtung  der  x-Axe  einen  Winkel  <p  bildet: 

\dxn       dyj         \dxn       dyn/ 

Man  Jreiss  nun,  dass  die  Kräfte,  welche  die  Verbindungen  ersetzen,  sich 
ansd   cken  durch: 


^.=/»//^+^=f»n. 


dM*     dM* 
dx„       dy, 


Ferner  ist: 

^''^'Kdxn    y,        dyn    Vj^^   ^Uxn    7,^    dyn   yj 

Sind  nun  die  Winkel,  welche  die  Kräfte  Pj,  P^  u.  s.  w.  mit  der  oj-Axe 
bilden,  entsprechend  9>|,  q>^  u.  s.  w«,  so  hat  man: 

dL     \  dM    l 

dL     \  dM    \ 

Demnach  wird  die  letzte  Gleichung: 
m)  Ptf'v  +  Pjß«>»+Pj<j'y»  +  ...  =  0. 
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Ein  System  Yon  Pnnkten,  welches  beliebigen  Bedingungen 
unterworfen  ist^  befindet  sich  im  Oleichgewicht,  wenn  fttr 
jeden  Punkt  die  Summe  der  imaginären  Momente  aller  auf 
diesen  Punkt  wirkenden  Kräfte  incl.  der  Verbindungskräfte 
der  Null  gleich  ist. 

Nach  dem  Princip  von  d'Alembert  gilt  für  jeden  Punkt  des  Systems 
das  Oleichungspaar: 

Bildet  die  Tangente  der  Bahncurve  des  betrachteten  Punktes  zur  Zeit  i 
mit  der  x-Axe  den  Winkel  a,  so  erhält  man  analog  unter  Berücksich- 
tigung von  j       I   •  j  j 

IV)  ^'  ^' 

dt 

Fflr  jeden  Punkt  des  Systems  ist  also  das  imaginäre  Be- 
schleunigungsmoment gleich  der  Summe  der  imaginären  Mo- 
mente der  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  incl.  der  Verbin- 
dungskräfte. 

Als  Beispiel  ftlr  die  oben  aufgestellten  Sätze  wollen  wir  die  Aufgabe 
aus  der  Statik  lösen :  Die  Gleichgewichtscurve  eines  unendlich  dttnnen  Fadens 
aufzustellen  unter  dem  Einflasse  von  Centralkräften.  Die  Dichtigkeit  des 
Fadens  wird  hier  constant  und  gleich  der  Einheit  angenommen. 

Die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist,  dass  sich  an  jedem  Curven- 
element  folgende  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten: 

1.  die  Spannung  T,  deren  imaginäres  Moment  ist  Tef^; 

2.  die  Spannung  am  andern  Ende  des  betrachteten  Elementes  ds^ 
deren  Moment  ist  -{T+dT){e^''+de^*')', 

3.  die  auf  das  Curvenelement  wirkende  Kraft  —  dsf{r)^  deren  Moment 
ist  —  dsf{r)^fj  wenn  die  Kraftrichtung  mit  der  x-Aze  den  Winkel 
<p  bildet. 

Das  Princip  der  virtuellen  (Geschwindigkeiten  giebt  dann: 

T^a  _  (2t^  ^2^)  (c^«  -f-  de'«)  -  ds  f(r)  c«>  =  0. 

Dieser  Gleichung  kann  man  leicht  die  folgende  Form  geben: 

1)  d{T&'»)  =  dsf{r)e^9. 

Ausserdem  hat  man  hier  noch  die  Gleichung  II) ,  in  der  jedoch  dSi  =  0  zu 
setzen  ist,  weil  die  Kraft  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  ist.    Also 

hat  man: 

2)  d{ref9)  =  ds  ef: 
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^Yll>^  ^^'^'^^  ^®  angedeuteten  Differentiationen  ans  and  zerspaltet  die  Gleich- 

^Mg^  so  erh&lt  man: 

^30  dT=dsf{r)cos{q>-a), 

4:)  Tda  =  dsf{r)sin{(p^a), 

Ö)  dr^dsco8{fp^a)y 

6)  r(lg>  =  — d««n(9— «). 

ktx^  3)  nnd  5)  folgt  sofort: 

^)  dT^f{r)dr, 

wodurch  T  als  Function  Yon  r  bestimmt  ist 
Aus  3)  und  4)  ergiebt  sich: 

dT 

-Y  =  da.cotg{g>'-a) 

^d  analog  aus  5)  und  6) 

Ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  zieht  man: 

dT     dr     d8in{q>'-€i)  _ 

'Y^  r  "•"  Äm(g>-a)  "" 
Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist: 

8)  Tr  8in{(p  '-a)ssac^ 

wo  e  eine  willkürliche  Constante  bedeutet 

Man  kann  sich  leicht  Oberzeugen,  dass  die  Grösse  r  8in{(p  —  a)  das  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen  genommene  Loth  ist,  welches  man  von  dem  an- 
liebenden  Centrum  auf  die  Tangente  des  Punktes  der  Curve  flQlen  kann, 
welchem  als  Badiusvector  die  Strecke  r  zugehört  —  die  Spannung  ist 
also  diesem  Lothe  umgekehrt  proportional. 

Die  Gleichung?)  entspricht  dem  Satze  von  der  lebendigen 
Kraft,  ^die  Gleichung  8)  dem  Flächensatze  bei  der  Central- 
bewegung. 

Aus  Gleichung  8)  ergiebt  sich  leicht: 


cotg{q> 


-.)=/^^ 


und  demnach  folgt  aus  der  Gleichung 

—  =  —  dtp  cotg(q> — o): 
ft  /•         dr 


y*        dr 


als  Gleichung  der  Fadencurve  in  Polarcoordinaten,  indem  der 
Werth  für  T  als  Function  von  r  aus  Gleichung  7)  zu  entneh- 
men ist 

Als  Beispiel  aus   der  Dynamik  wollen  wir  das  bekannte  Problem  der 
Centnlbew^gung  behandeln. 
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Wenn  wieder  r  der  Radios  vector,  ip  nnd  o  die  Winkel  sind,  welche 
Radius  vector  und  Tangente  mit  der  x-Are  bilden,  so  ist  nach  dem  Princip 
▼on  d'Alembert  zunächst: 

Ausserdem  hat  man  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Eraftrichtung  stets  durch 
einen  festen  Punkt  geht:  ,,    i^x       -.     /- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

Führt  man  die  angedeutete  Differentiation  aus  und  zerspaltet  die  Gleichung, 
so  wird: 


11)  r^  +  2^.^  =  0 

'  dt*  ^     dt   dt 


nnd 


d<p 

Setzt  man  — -=j),  so  wird  die  erste  Gleichung: 


dt 
deren  Integral  ist: 


rdp  +  2pdr=^0, 


c 

wo  c  eine  Constante  bedeutet. 
Gleichung  12)  wird  dann: 

Multiplicirt  man  mit  dr  und  integrirt,  so  wird: 


Wesen  -z-.'=s  hat  man  dann: 
°       dt     r* 


r  cdr 


Fix) 

als  Gleichung  der  Bahn  in  Polarcoordinaten.  Eine  so  direete  Integration 
des  Problems,  wie  nach  der  obigen  Methode,  wird  man  auf  einem  andern 
Wege  kaum  erreichen  können. 

Zum  Schlüsse   wollen   wir  noch   eine  Anwendung  auf  die  Beschleuni- 
gungen höherer  Ordnung  machen. 

Aus  ds  c*"  =^dx  +  dy  folgt: 

M.      dx  .    .dy 

dt^   dt 

Wenn   man   diesen  Ausdruck   n-mal  differensirt  und  bedenkt,   dass  man 

— T-—  auf  die  Form 
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bringen  kann,  wo  M  und  N  sich  nur  ans  den  Ableitungen  von  v  und  o 
zusammensetzen,  so  wird: 

Durch  Zerspaltung  entsteht: 

(fn+ia;  d'  +  ^w 

Mcosa^  ^«wa  =  — -— ri-1     N COS a  +  M sina  ==  -r--rT ' 

Hieraus  erkennt  man,  dass  M  und  N  Tangential-  und  Normalcomponente 
der  Beschleunigung  n*^  Ordnung  sind,  da  ja  die  letzten  Gleichungen  be- 
sagen,  dass  die  Componenten  von  M  und  JV^  in  Bichtung  der  Azen  durch 

dr+^   """^    d^HT  klargestellt  sind. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Differentiirt  man  das  imaginäre  Oeschwindigkeitsmoment 
ve^*  n-mal  und  dividirt  das  Resultat  durch  e'*,  so  stellt  der 
reelle  Theil  des  erhaltenen  Ausdrucks  die  Tangentialbeschleu- 
nigung n**'  Ordnung,  derCoefficientvontdie  Normalbeschleu- 
nigung  n**'  Ordnung  vor. 

Will  man  die  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  durch  v  und  den 
Krümmungsradius  ^,  sowie  deren  Ableitungen  darstellen ,  so  muss  man  setzen : 


«=/^'- 


9 
Das  zu  differentiirende  Moment  ist  dann: 


Berlin,  im  Juli  1 890.  Dr.  A.  Glbiohbn. 


XTTT.  Versuch  über  die  Oleichung  o^  +  j^p  ss  t^. 

In  der  Oleichung  •  ,     « 

xP  +  y^  =  0i^ 

bedeute  p  eine  Primzahl  ^2,  während  x^  y^  0  positive  ganze  Zahlen  vor- 
stellen, die,  wie  wir  ohne  Weiteres  annehmen  dürfen,  prim  gegen  ein- 
ander sind. 

Hier  sind  zwei  Fälle  denkbar: 

1.  keine  der  Zahlen  x^  y^  z  enthält  den  Factor  j); 

2.  eine  von  ihnen,  sagen  wir  x^  ist  =0(moc2p). 

Im  ersten  Falle  (s.  meinen  im  Jahre  1889  in  dieser  Zeitschrift  unter 
Nr.  IX  der  „Kleineren  Mittheilnngen^  abgedruckten  Aufsatz)  sind  x  +  y^ 
5  — Ä,  z  —  y  !>*•  Potenzen,  so  dass  wir 

ietsen  kOnoen,  während  im  zweiten  Falle 
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sein  mtiss.     In  beiden  Fällen  ist 

also  anch 

^       a 

Da  x  +  ^i  ff  —  x,  1^  —  y   ebenso  wie  z^  y  und  ß  prim  gegen  einander 
sind,  und 

resp.  die  Factoren  ^  +  y,  ß  —  Xf  e^y  haben,  so  mnss 

(a.  +  y-^)Pc=((a;  +  y)-^]p=[y-(^-a.)]p  =  [«-(^-y)]p 

den  Factor  (a?  +  y)  (if  —  a?)  (iP  —  y)  oder  yielmebr,  da  z.  B. 

*  2 

-(p)i(a^+y)''-'^+(p)2(^+y)''''-^*  — 
p-,  +(p)p-i(«+y)ip''-'-i^'' 

7  =  1  ^ 

-l>[(a?+y)P-*^-'^(a:+y)P-'^*  + (a;  +  y)^P-^] 

ist,  den  Factor  p (x  +  y) (je  —  a;) (jp  —  y)  enthalten,  so  dass  wir 

{x  +  y-zy=p{x+y)[z-x){Z'-y)F 

setzen  können,   wo  F  im  Allgemeinen  eine  Function  von  x,  y,  5  bedeutet. 

[NB.  Für  1)  =  3  haben  wir 

{x+y--zf={x  +  yY^x^^^x+y)'z  +  ^{X'\-y)z' 
=  3(rr+y)a;y-3(a;+y)«/?  +  3(a;  +  y)£r« 
=  3(it+y)[5*  —  (a?+y)j?  +  xy] 
=  3(a;  +  y)(5-rt)(£r-y), 

also  Ft=  1.    Zugleich  erkennen  wir,  dass  eine  der  Zahlen  x^  y,  j?  =  0(mod3) 
sein  muss.] 

Nach  Obigem  muss  entweder  pFy   oder  F  eine  p^  Potenz,   d.  h.  ent- 
weder 

pF=pP.fP,   oder  F=/"p 

sein,  so  dass  in  beiden  Fällen 

x  +  y  —  ß  =  pabcf 
wird.     Hieraus  folgt 

also  **  « 
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|-=i.-(aF-i-e^-i)+j,(a+6)c/- 
oder,  da  j)  — 1  gerade  ist,  mithin  aP'^  —  hP^^  den  Theiler  a  +  h  hat, 

wofür  wir,  da  aP-^  =  1  =  feP-'  (modp)  ist, 

setzen  können,  wo  g  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Ferner  erhalten  wir,  wenn  wir  phcf=Ä  setzen, 

oder 

*  2 


-'-i-* 


,-iP 


folglich,  da  xP+yP=:0P  ist,  und    V(-l)«-»-(i)-g-l)9-i(Ä+y)''"*« 
Xa;*.y»  den  Factor  jp(a;+y)a;y  enthält,  mithin 

=p(«+y)«y9>(«»y) 

gesetzt  werden  darf, 

=p(«+y)«y9>(«,y) 

oder,  wenn  wir  durch 
diyidiren , 

_xyq>{x,y) 
phcf 

In  dieser  Gleichung  haben  —  und  A  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler,  und 

a 

—-    muss   ein  Factor  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  derselben  sein. 

0 

Setzen  wir  nun  den  Quotienten  dieses  Ausdrucks  und  des  Factors 

=(7)'"+*'(7r+*«(7/"+-+*'-»(7)+*'-' 

so  erhalten  wir  fQr  die  Coefficienten  h  folgende  Oleichungen: 

'h+P9^ — g — -^> 
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*p-.5  +pg  Äp-4  =  ^^J^Y'  ^''-^ 
;>5'*p-2  =  — — • 

Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  sehen  wir,  dass,  da  p^  und  — ^^ — -^ 

ganze  Zahlen  sind,  und  Ä=:^phcf  isij  A^i  eine  ganze  Zahl  sein  and  den 
Factor  p  hahen  mass.  Weiter  folgt  dann  aus  der  zweiten,  dass  k^  eine 
ganze  Zahl  ist  und  den  Factor  p^  hat  u.  s.  w.  üeberhaupt  sind  alle  k  ganze 
Zahlen ,  und  k^  muss  =  0  {modp^)  sein. 

Setzen  wir  demnach  kq=p^.lq^  Ä  =  pB^  so  wird 

^1+9        = 2 ' 


h      +9h      =-^^^B», 
h      +9h      =^^^B^ 


glp—i  = • 

P 

Ans  der  letzten  Qleichang  geht  hervor,  dass 

sein  muss.  ^-^  ('^^)'  '^«^  ^^-'  =  ^  («^P'-') 

Nehmen  wir  nun  g=:0(fnodp)  an,  so  folgt  aus  den  vorhergehenden 
Gleichungen ,  dass  auch  alle  2  =  0  {modp)  sein  müssen ;  und  nehmen  wir 
2p_2  =  0(modp)  an,  so  ergiebt  sich  aus  der  vorletzten  Gleichung,  dass 
jedenfalls  entweder,  wie  wir  soeben  voraussetzten,  gy  oder  {p--3  =  0  {modp) 
sein  muss.  Bei  der  letzteren  Annahme  werden  ebenfalls  alle  l  und  wegen 
der  ersten  Gleichung  auch  g  =  0  (modp)..   Kurz,  es  muss 

g^ph 
und,  wie  leicht  zu  erkennen, 

lq=p^.mg 

sein,  wo  h  und  m,  ebenso  wie  g  und  {,  ganze  Zahlen  vorstellen.     Setzen 

wir  nun  noch 

B^pC, 
80  erhalten  wir 
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^  ^  -/■  1 


m, 


> 


Op-1 

Diese  Gleichungen  haben  genau  dieselbe  Form,  wie  die  obigen  für  {,  müssen 
also  auch  zu  denselben  Resultaten  führen;  wir  würden  daher  bei  Fortsetzung 
unseres  Verfiahrens  ähnliche  Gleichungen  mit  immer  kleiner  werdenden 
Zahlen  finden ,  während  zugleich  X'\'y  —  z  einer  immer  höheren  Poten  von  jp 
oongment  würde,  und  das  vn  fn/ifi^tim. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Gleichung 

i»P  +  yF  =  ifP, 

wenn  p^2  ist,  nicht  in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden  kann. 
Anmerkung.     Fürp  =  3  haben  wir 

also 

3^  +  *,  =  -4,     3^*,  =  g-; 
es  mflsste  nuthin 

9^t,  =  ^«  =  (3^  +  ik,)*  oder  (3^)*  +  V  =  3^*^i 

asiB,  was  nicht  möglich  ist,  da  (3^)'+(A;j)^  =  (3p  —  ib,)^  +  6^A;|>  6^Ä;j 
aein  muss. 

Wir  könnten  auch  so  schliessen:  .^ 

3p  ist  hier  =(a  +  6)(3c  — a  +  &);  es  müsste  also,  da  Zg\=i--=^ZV<? 
ist.  a  +  ^  ein  Theiler  von  ZVi?  sein. 

Hon  sind  aber  x  +  ^  =  o*  und  i9  —  r  =  &*,  also  auch  a  und  &,  sowie  a  +  & 
imd  ft  prim  gegen  einander;  und  ginge  a  +  ^  in  36*  auf,  so  hätten  9^*  =  t^y 
und  «'-!-('= 5 +|f  den  gemeinschaftlichen  Theiler  a  +  &,  während  sie  doch 
kOdBteaa  den  Factor  2  gemein  haben  können,  und  a  +  ^  unmöglich  =2 
sein  kann. 


ADgemein  muss  nach  Obigem  y  =  — V(ß'\-V)\pcf — -r- 1 

-.^  ™.  (i)'-+<-i).(i)'-'^+...+(i)^,-t+-^', 

■lio  a+5  ein  solcher  von  =pP~"'.6P~*.cP "*./>"'   sein;  es  würde 


daher    genUgen,    zu    beweisen,    daes  a  +  b   und  f  keine  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben  können,  wenn  wir  die  Unmöglichkeit  der  Gteiohung  x''  +  y'  =  t', 
wo  p  eine  Primzahl  >2  ist,  für  positive  ganze  Zahlen  darthun  wollen. 
Höxter  a.  d.  Weser.  Äua.  Riekb. 


Die  > 


ZIT.  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  Zahleo. 

im  ersten  Hefte  ang'efUhrte  diesbezügliche  Regel  gestattet 


Um  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  n  theilbar  ist, 
multiplicire  man  die  zwei  letzten  Ziffern  von  Z  mit  der  f[ir  jedes  »  be- 
sonders zu  bestimmenden  Zahl  y  und  subtrahire  das  erhaltene  Product  von 
den  Torhergehenden  Ziffern.  Ist  der  gefundene  Rest  durch  n  theilbar,  so 
ist  das  ein  Criterium  dafür,  daes  Z  durch  n  getheilt  werden  kann. 

Die  Zahl  y  bestimmt  sieb  nach  folgender  Begeh 

Man  schreibe  diejenigen  Vielfachen  von  «  auf,  welche  mit  den  Ziffern 
Ol  endigen,  und  streiche  diese  beiden  Ziffern  fort  Die  so  erhaltenen  Zahlen 
genügen  den  fUr  y  angeführten  Bedingungen. 

Beispiel:    n=7.     Die  Vielfachen  von  7,   welche  mit  den  Ziffern  Ol 

endigen,  sind: 

7.43  =  301,     7.143=1001  etc. 

Streicht  man  hier  die  Ziffern  Ol  fort,  so  erhält  man  die  Zahlen  ^H 

3,  10  etc.  V 

Dm  also  zu  entscheiden,  ob  die  Zahl  47341  durch  7  theilbar  ist,  mnlti- 
tiplicire  man  die  zwei  letzten  Ziffern  (41)  mit  3  und  subtrahire  das  erhal- 
tene Product  (133)  von  den  vorhergehenden  Ziffern  (473).  Der  gefundene 
Rest  (350)  ist  durch  7  theilbar;  folglich  ist  es  auch  47341. 

Oder  ganz  allgemein :  Man  multiplicire  die  p  letzten  Ziffern  von  Z  mit 
der  fttr  jedes  n  besonders  zu  bestimmenden  Zahl  v  nnd  subtrahire  das  erhal- 
tene Product  von  den  vorhergehenden  Ziffern.  Ist  der  gefundene  Rest  durch 
n  theilbar,  so  ist  es  auch  Z. 

Die  Zahl  c  ergiebt  sich  nach  folgender  Regel: 

Man  schreibe  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,  welche  mit  der  Ziffer  1 
und  p  —  l  vorherstehenden  Nullen  endigen.  Streicht  man  diese  Endungen 
...  0001  fort,  dann  genügen  die  so  erhaltenen  Zahlen  den  für  c  angegebenen 


Bemerkung.   Wörtlich  dieselben  Regeln  gelten  für  alle  Zahlensysteme, 
welche  dem  dekadischen  Sjstem  analog  gebildet  sind. 

Bilden  wir  z.  B.  ein  solches  Zahlensystem  aus  den  vier  Zeichen  0,   1, 
i"^  3  und  bezeicbaeQ  .  ,    , 


Kleinere  Mittheiltuigen.  255 


^.^^^^.^^■^^ 


die.  dekadische  Zahl  0  mit  0, 


n 

n 

n 

0  , 

1, 

f» 

n 

n 

0    , 

2. 

11 

ti 

n 

3    , 

3, 

11 

ti 

n 

4    , 

10, 

fi 

n 

n 

5   , 

11, 

n 

n 

n 

6    , 

12. 

n 

n 

ff 

7    , 

13, 

n 

n 

n 

8    , 

20  etc.. 

80  gelten  fOr  die  Zahlen  dieses  Systems  wörtlich  dieselben  Regeln,  welche 
oben  fllr  das  dekadische  System  angegeben  sind. 

Berlin.  DiBTRIOHKBIT,    Cand.  math. 


Preisanfgabe 

der 

Fürstlich  JablonowsM'schen  GeseDschaft 

in  Leipzig. 


FOr  das  Jahr  1894. 

Die  von  Leverrier  aasgeführte  Bestimmung  der  sttcularen  Störungen 
der  Bahnen,  namentlich  der  inneren  Planeten,   hat  bekanntlich  unbefriedi- 
gende Besultate  ergeben ;  insofern  die  Olieder  der  zweiten  Nftherung^  welche 
nur  nngenau  und  unter  umständen  selbst  grösser  als  die  Glieder  der  ersten 
Nähenmg  gefunden   wurden,  sich  für  die  Berechnung  der  Störungen  als 
nobraachbar   erwiesen   haben.     Dieses   unbefriedigende  Ergebniss,   das   in 
Milien  weiteren  Folgen  mit  gewissen  Anomalien  in  der  Bewegung  des  Mer- 
eor,  beziehungsweise  seines   Perihels  zusammenzuhängen  scheint,  ist  Le- 
rerrier*  geneigt,   der   bisher   befolgten  Behandlungsweise  zuzuschreiben, 
bei  welcher  in  erster  Näherung  die  Dififerentialgleichungen  des  Problems  als 
liDear  betrachtet  werden.     Die  Gesellschaft  wünscht  demgemäss 

eine  neue  Bestimmung  der  säcularen  Störungen  wenig- 
stens der  Bahnen  von  Mercur,  Venus,  Erde  und  Mars 
unter  Berücksichtigung  der  Glieder  höherer  Ordnung 
mittels  einer  einwurfsfreien  Methode,  bei  welcher  die  von  Leverrier  an- 
getroffene Schwierigkeit,  welche  gegen  die  Brauchbarkeit  der  erhaltenen 
Beenltate  sprechen  würde,  als  beseitigt  betrachtet  werden  kann.  —  Preis 
1000  Mark. 


*  Reehercheß  astronomiqaes,  Chap.  IX,  art.  16  und  AddiVkon«  \YV^^.^\. 


256  Kleinere  Mittheilnngen. 

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbongsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondem  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlag  begleitet 
sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des.  Verfassers  angieBt.  Jede  Bewerbungsschrift  muss 
auf  dem  Titelblatte'  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die 
Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preiswürdig  befunden  würde,  zurück- 
zusenden ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  des 
angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  (Ge- 
sellschaft (für  das  Jahr  1891  Geh.  Bath  Professor  Dr.  W.  Hankel,  Hohe 
Strasse  15)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April  des  fol- 
genden Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden 
Eigenthum  der  Gesellschaft. 

B.  Leuokart.     W.  Hankel.     A.  Leskien.     W.  Bosoher,  PiAses. 
H.  LipsiuB.  F.  Zirkel.   G.  Voigt.   F.  Zamoke.  W.  Soheibner. 


Losung  der  Preisaufgabe  der  Physikalisch  -  ökonomischen 

Gesellschaft  zu  Königsberg. 

Im  Jahrgang  XXXV  S.  128  dieser  Zeitschrift  hatte  obige  Gesellschaft 
eine  Preisaufgabe  gestellt ,  welche  eine  möglichst  umfassende  theoretische  Ver- 
werthuDg  der  Eönigsberger  Bodentemperatur  -  Beobachtungen  fUr  die  Er- 
kenntniss  der  Wärmebewegungen  in  der  Erde  und  ihrer  Ursachen  forderte. 

Der  ausgesetzte  Preis  von  300  Mk.  ist  Herrn  Dr.  Adolf  Schmidt, 
Gymnasiallehrer  in  Ootha,  verliehen,  welcher  die  Aufgabe  in  mathematisch- 
physikalischem Sinne  bearbeitet  und  besonders  die  Theorie  mit  den  Beob- 
achtungen erfolgreich  verglichen  hat  Ausserdem  wurde  eine  Belohnung 
von  150  Mk.  Herrn  Dr.  Ernst  Ley st,  Verweser  des  magnetisch -meteoro- 
logischen Observatoriums  zu  Pawlowsk,  verliehen,  welcher  in  seiner  nume- 
risch-statistischen Arbeit  besonders  die  Temperaturbowegung  im  Erdinnem 
zu  beschreiben  sucht. 

Die  beiden  so  gekrönten  Preisarbeiten  und  das  ausführliche  ürtheil  der 
Preisrichter  werden  in  den  Schriften  der  Physikalisch  -  ökonomischen  Gesell- 
schaft, Jahrgang  XXXII  fftr  1891,  gedruckt.  jy^  j  Yraxz 


XVI. 

Ccmstmotion  der  Krümmungsmittelpnnli^te  der  Hüll- 
bahnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  Braimiohwefg. 


Ist  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  aas  einer  Phase  8  in 
zwei  unendlich  benachbarte  Phasen  8\  S"  in  irgend  einer  Weise  festgelegt, 
80  kennt  man  von  allen  Systempunkten  ^  und  allen  Systemcurven  h  die 
Erflmmongsmittelpunkte  A  bez.  B  für  die  augenblicklich  erzeugten  Elemente 
der  nigebörigen  Bahnoorven   or  und  HüUbahncurven   ß.     Die  Hinzufdgung 
einer  vierten   unendlich    benachbarten   Systemlage   S'"  bestimmt  dann   die 
Krfimmimg  der  Evoluten   von   a  und  |3  in  A  und  B.     In   einem  früheren 
Anfsatie*  behandelte  ich  die  Krümmung  der  Bahnevoluten,  die  den  Punk- 
ten des  Systems  entsprechen;  der  betreffende  Krümmungsradius  konnte  in 
sehr  einfacher  Weise  construirt  werden ,  wenn  für  die  betrachtete  Phase  der 
WeDdekreis   und  die  Kreispunktcurve  bekannt  waren.     Im  Folgenden  wird 
die  nmfi&ssendere  Aufgabe  gelöst,  den  Krümmungsmittelpunkt  der  HüUbahn- 
evolnte  ftlr  eine  beliebige  Curve  des  Systems  zu  bestimmen,   wobei  die 
▼ier  aufeinander  folgenden  Systemlagen  ganz  allgemein  dadurch  definirt  sein 
können,   dass   für  irgend   zwei  Systemcurven  die  Krümmungsmittelpunkte 
ihrer  HttUbahnen   und  der  Evoluten   derselben  vorgeschrieben  sind.     Dabei 
werden  die  früheren  Ergebnisse  gelegentlich  Verwendung  finden;   die  Ab- 
leitung der  erforderlichen  Formeln  erfolgt  aber  unabhängig  von  der  vorigen 
'^i'beit  und  nicht,  wie  damals,  auf  analytisch -geometrischem  Wege. 

I.   Angenommen,   ein  System   gelange  aus   der  Anfangslage  S  in  die 

^öendlich  benachbarten  Lagen  S\  S'\  S'"  durch  aufeinander  folgende  Dreh- 

^^gen  um  die  Pole  P,  P\  P'\  bez.  um  die  Winkel  d^,  d^  +  d*^,  d^  +  2cP0. 

*^ir  bezeichnen   die  Polbahntangenten  PP'  und   P'P"  bez.   mit  t  und  t\ 

den   Winkel  tt'  mit  dx,   und  setzen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 

"»»»s«rer  Darlegungen  die  Strecke  P'P"=PP'=dtt  (Fig.  1). 


*  Ueber  die  Krümmung  der  Bahnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen,  diese 
•.  Bd.  36  8.  19S. 
SMUMn  t  MMtb0mMUk  u,  Pby§ik  XXXVI,  5.  VI 


^^itÄxhr.  Bd.  36  8.  193. 
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Fig.l. 


Sei  ferner  a  eine  beliebige  Systemcurve  in  der  Phase  8,  Ä  der  Krüm- 
mnngsmit.telpunkt  des  Punktes  von  a,  in  welchem  a  angenblioklich  die  Hdll- 

bahncnrye  a  berührt,  A  anf 
PÄ  der  zagehörige  KrtUn- 
mangsmittelpnnkt  von  a, 
a^  die  Evolute  von  a  und 
,  Ä^  der  ErUmmangsmittel- 
^1  punkt  derselben  im  Punkte 
Ä,  Kommen  a,  di,  A^  A^ 
in  der  Phase  5'  in  die  Lagen 
a\  a\ ,  A\  A\ ,  so  bestimmt 
die  aus  P'  an  a\  gehende 
Tangente  auf  d  den  Be- 
rührungspunkt mit  o  und 
auf  a\  den  zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkt  Pf\ 
demselben  entspreche  für  o 
der  Krtlmmungsmittelpunkt 
B.  Dann  sind  A,  B  zwei  un- 
endlich benachbarte  Punkte 
der  HüUbahnevolute  cr^ ;  die 
Normalen  in  A  und  B  bei.  zu 
PA  und  P'B  schneiden  sich 
imErümmungsmittelpunkte 
A|  von  0|  an  der  Stelle  A 
Wir  setzen  nun  Pil  =  r,  LAPt:=q>,  AA^^  =  s ,  PA  =  p,  P'Jff^  r  +  dr, 
LB'P't'=  <p  +  dq>^  P'B  =  Q  +  dg,  AA,  =  a;  dann  ergiebt  sich 

AB 

a  = • 

dt  —  dq> 

Ziehen  wir  noch  PQ_LP'B.  so  ist,  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 

Ordnung  abgesehen, 

AB  =  PA-eB 

=  Q  —  {q  +  dg)  +  du  cos{q>  +  d<p -- dr) 
=  ducosq>  —  dQ^ 

ducos(p--dQ 


also 

1) 


a  = 


dx  —  dg> 

Sei  ferner  b»  der  Durchmesser  des  Wendekreises  für  die  Phase  8^ 
ist  bekanntlich         / 1       1  \  1  d 

demnach 

ON  rdusincp 

rd^  —  dusinq> 

*vb  Anwendung  derselben  Formel  a\i^  d\e  ^\i«Ä^  S*  i<c\^ 
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^^\^  ^  ^  *-.  ■—->,*-  _/ 


(r  +  d  r)  d  ti  gtn  (y  +  d  y ) 

^"*"^*"(r  +  cfr)(dd  +  (Pd)-dt««n(<p  +  dg)) 

oder  bis  «of  GrOsaen  erster  Ordnung 

,    r  du  sintp  +  du  (r cogy  dip  +  drsin q>) 

rdusinq>        ,  r*(d^d(pco5(p  — £p^5in<3P)--drdtt«fi*(p  , 


r  d^  —  du  sin(p  (r  d^  —  dt«  sinq>y 

also 

i^(d^dy  «wy  —  d^Ogjny)  — drdugtVy 

(rdO->  du  ^ftgi^y 

Die  hierin  enthaltenen  unbekannten  Orössen  dr^  dq>  sind  leicht  zu  ermitteln. 
Eb  irt  nBmUoh  P'B'»  =  P'^V_^',F» 

=  P'Ä'*  -  <« 
und 

P'Ä\*  =  P^V  +  dt««  -  2PÄ\.du  C08Ä\  Pt 

oder  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung 

=  PJj«  -  2  dt«.P^,  cosÄi  Pt 

=  r*  +  s*  — 2dtt(r  coÄy  —  Ämy), 

folglich  ^ 

P'S'=»  r  +  dr==  /r^  —  2  dt«(r  cosy  —  s  sing>) 

4)  =r {rcosq>—'8  8inq>) 

und  demnach 

5)  dr  = (r  co5y  —  s  ^y). 

Es  ist  femer,  von  Grössen  zweiter  Ordnung  abgesehen, 

L  A'F'P  =  L  P^P'P, 
also 

sin  ÄP' P  =^  Bm{^>  +  dtp  —  dt) 

6)  =«tny +^dy  —  dr)co5y. 

Andererseits  folgt  aus  A  P  P'Ä 

PA* 
sinÄ'P'P=^^,sinÄ'PP\ 

Nun  geht  P'S  für  5  =  0  in  P'Ä  über,  also  ist  nach  4) 

P'Ä=^'r  —  dt«  cosip 
und  daher 

9inÄ'P'P= / sinitp-d^) 

r  —  ducos(p 

=  (  1  +  — cosg>](8ing>  --d^cosq)) 

rd^  —  dusintp 
=  9mq> cos  w. 

r 

Durch  Vergleichung  mit  6)  folgt 

«v  ,         ,  rd^  —  dusing) 

i)  aa>  — aT  = • 

r 

VI* 
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Dann  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  3),  5),  7) 

du  cos (p  —  dp 
_r^ du\d^{2d&  —  dT)cos(p  +  d^& sin(p\  -Sr^ du^ d& 8inq> C08<p  +  8 du^ »in^tp 

r{rdd^  —  dusinq>)^ 

und   wir  erhalten  schliesslich   aus  1)   für  den  Erümmungsradias  der 
Hüllbahnevolute  den  Werth 

Q.     ^r^du\d&(2d9'-dt)cosq)-\-d^^8in(p\-3r^du^d^sin(pca8q>-^8di^8in^q> 
"  {rd&-dusinq>Y 

Dabei  sind  r  und  du  wesentlich  positive  Grössen.  Die  Winkel  d^  =  APÄ\ 
dt  =  tt\  (p  =  ÄPt  sind  positiv,  wenn  der  zuerst  geschriebene  Schenkel  bei 
einer  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  den  Winkel  durchlSaft;  8  wird 
positiv  gerechnet,  wenn  der  Winkel  Ä^PÄ  in  dem  eben  angegebenen  Sinne 
positiv  ist;  die  positive  Richtung  von  a  ist  derjenigen  von  8  entgegengesetzt. 
Für  5  =  0  verwandelt  sich  Oleichung  8)  in  die  früher  abgeleitete 
Formel  für  den  Krümmungsradius  der  Bahnevolute  des  System« 
Punktes  ii.'*'     Bezeichnen  wir  denselben  wieder  mit  r,  so  geht  8)  über  ia 

wobei   Q  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,   so  lange  Ä  und  A  auf 
entgegengesetztem  Seiten  von  P  liegen. 

Betrachten  wir  in  9)  s  als  veränderlich ,  so  wird  jedem  Punkte  A^  der 
Geraden  ÄÄ^  ein  Punkt  A^  auf  AA^  zugeordnet,  und  dann  sind  die  ent- 
stehenden Panktreihen  einander  ähnlich. 


Flg.  2. 


2.  Nehmen  wir  an,  der  augenblickliche  Be- 
rUhrungspankt  der  Curven  a  und  a  sei  ein  ündn- 
lationspankt  von  a,  so  ist  in  Gleichung  8)  r  =  oo, 
5  =  0,  und  wir  erhalten 

.,.           du(2d^-dT)  ,  dud^d^   . 

10)  a= —^ cos^  +  -j^8tn^. 

Dann  liegt  der  Punkt  A  auf  dem  Rückkehrkreise  it 
^    und  die  Gerade  AA,  geht  durch  den  Rückkehrpol  K^ 
machen   wir   daher   in  Fig.  2   auf  der  Polbahnnor — 

11)  PZ _^ 

und  auf  einer  Parallelen  zu  t 

dud^O 


12) 


£U  = 


rfO» 


so  ist  Ai  der  Fusspunkt  der  von  U  auf  AK  gef&I]. 
ten  Senkrechten,  d.  h.  A^  liegt  auf  einem  Kreise  x 
der  K  und  11  zu  Gegenpunkten  hat.    Daher  der  Sats: 
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Die  Krümmnngsmiitelpnnkte  der  Evolaten  aller  Hüllbahncar- 
von,  welche  die  zugehörigen  Systemcnrven  momentan  in  ün- 
dulationspnnkten  derselben  berühren,  liegen  auf  einem  Kreise 
»1,  der  durch  den  Rückkehrpol  geht. 

Aas  Oleichung  8)  folgt  ferner  durch  Auflösung  nach  5,  wenn  zugleich 

^       Qdusing> 
geeeUt  wird,  '^^ Qd9--dusin<p 

Q^du\d^{d^  +  dT)co8<p-cP^$inq>\-3Q*du*d98inq>cosq>  +  adu^8in^q> 

{gd^  —  dusinqt)^ 
Hierdorch  wird  jedem  Punktepaare  B,  B,  des  festen  Systems  ein  Punktepaar 
£,  £,  des  beweglichen  Systems  zugeordnet.     Insbesondere  ergiebt  sich  für 
0=00,  tf  =  0  du(d^  +  dT)  dud^d^   . 

und  dann  befindet  sich  ^  auf  dem  Wendekreise  to  und  B^  auf  einem  Kreise  w^^  der 
TTand  S  zu  Oegenpunkten  hat,  wenn  in  Fig.  2  TFden  Wendepol  bezeichnet  und 
auf«  __.      duid^-^dx) 

^^  = d¥* 

sowie  auf  einer  Parallelen  zu  ^  ^,,  ma 

gemacht  ist     D.  h.:   Die   Krümmungsmittelpunkte  der  Evoluten 
Aller  Systemearven,   welche  die   zugehörigen  Hüllbahncurven 
momentan  in  ündulationspunkten  derselben  berühren,  liegen 
AQf  einem  Kreise  w^^  der  durch  den  Wendepol  geht. 

3.  Wir  denken  uns  nunmehr  vier  unendlich  nahe  Systemphasen  in  all- 
gemeinster Weise   dadurch  festgelegt,   dass  für  irgend  zwei  Systemcnrven 
U    «I  in   der  Phase  S  die  Punkte  LL^/^f^u  MM^tAfAi   gegeben  sind  — 
d&bei  bedeutet  also  L  den  Krümmungsmittelpunkt  desjenigen  Punktes  der 
CuTve  I,   in   welchem   sie   augenblicklich   ihre  Hüllbahn  k   berührt,   A  den 
dntfiprechenden  Krümmungsmittelpunkt  von  X,  Xj  und  A|  die  zugehörigen 
KrtUnmungsmittelpunkte  der  Evoluten  von  l  und  A,   und  es  ist  XA  senk- 
recht ZQ  LLi  und  AAj.    Dann  soll  für  irgend  eine  andere  System- 
curTe  a   der  Krümmungsmittelpunkt  A|   der   Hüllbahnevolute 
constmirt  werden,   wenn  die  entsprechenden  Krümmungsmit- 
telponkte  Ä,  A^  bekannt  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit  A*,  A^*  die  Krümmungsmittel- 
punkte,  die  an  Stelle  von  A,  A|  treten  würden,  wenn  der  augenblickliche 
BerUhmngspunkt  der  Curven  l^  X  ein  ündulationspunkt  von  l  wäre  —  oder 
mit  anderen  Worten  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Hüllbahn  bez.  der  Hüll- 
bahnevolute der  Systemgeraden LL^\  es  seien  ferner M*,  Mj*  die  entsprechen- 
den Punkte  für  die  Systemgerade  MM^.  Alsdann  finden  wir  aus  Z,  A,  M, 
M  die  Punkte  A*,  M*,  sowie  den  Rückkehrpol  K  und  den  Wendepol  W  mit 
Hilfe  der  Bob  i  liier 'sehen  Construction.    Setzen  wir  nun  PL^r^  P/\  =  q^ 
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^     ^  __  du\d9 {2 d^  —  dt)  cos (p  +  d^^ 8mq>\ 

aus  Gleichung  8)  folgt  aber 

du  \d&{2  d&  —  dt)  C08(p  +  d'^ sin(p\ 

(rd^  —  du  8inq>y       (du  «nqp\*  ,  3  du*  d^  sinw  costp 
r ;  -'\—r-}  + r 

also  erhalten  wir  mit  Bücksicht  auf  2) 

A*  A  ♦  _    (^w9inq>y        /bipgjnyy      3b«>*g*ny  CQg<p 

oder,   wenn  L^  den  Fasspnnkt  des  von  W  auf  PL  gef&llten  Lothe 
zeichnet, 

13,        A.A,.  =  AA,(5^)'-Xi.(||)'+3:?%^. 


Fig.  8. 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Strecke  A*Aj*  eine  einfache  Constnw 
Bazüfflicb  der  Ausführung  verweisen  ^Vi  «axI  ^\%»^\  Va.  ^«t^^S^^  \8fc 
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P9t  senkrecht  sa  PL  nnd  gleich  i.WL^j  L^ZX  parallel  zu  L3l^  also 

In  ganz  derselben  Weise  finden  wir  den  Punkt  M^*,  and  dann  ist 
durch  A/,  M|*  tmd  den  Rückkehrpol  K  der  Kreis  X|  bestimmt^ 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  der  gesuchte  Krttmmungsmittelpunkt  A| 
leicht  zu  ermitteln.  Sind  nämlich  Ä^  und  A^  bez.  die  Fusspunkte  der  von 
W  and  K  auf  PÄ  geföUten  Lothe  und  trifit  die  Gerade  KA*  den  Kreis  x^ 
in  Ai*9  fio  ^8^  i^tuih  Gleichung  13) 

fQ^lich  haben  wir  die  Strecke  AAi  zu  construiren  nach  der  Formel 

.,.„(..V-a.-^).(^.)V-.a'- 

4.  Ans  diesen  Darlegungen  folgt  zugleich  eine  Lösung  der  Aufgabe, 
die  Krümmungsradien  Qn^  9p  der  Polbahn  bez.  der  Polcurve  zu 
construiren,  wenn  vier  aufeinander  folgende  Sjstemlagen 
durch  die  Punkte  LAiiAj,  MtAM^M^  gegeben  sind.  Ertheilen  wir 
oftmlich  der  Strecke  ^^f  das  positive  Vorzeichen ,  wenn  der  betreffende  Krüm- 
mongskreis  unterhalb  der  Polbahntangente  liegt,  und  rechnen  Qp  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  positiv,  so  ergiebt  sich  aus  Fig.  1 

du 

und  es  ist  1.1=1^^, 

Qp       Qn        b«,        du 
^  du 

^^^  d^-dx 
Haben  wir  nun  den  Kreis  x^   in   der  vorhin  angegebenen  Weise  ermittelt 
und  schneidet  derselbe  die  Polbahnnormale  in  %  (Fig.  2),   so  erhalten  wir 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  11)   die  leicht  zu  construirenden  Ausdrücke* 

b  ^  b  ^  b  2 


^«  ^^  X    ^  1/  o-        Tcr;i> '     ^P 


5.  Wir  entvfickeln  im  Folgenden  noch  eine  zweite  Construction  für 
den  KrOmmungsmittelpunkt  der  Hüllbahnevolute.  Durch  Gleichung  9)  ist 
die  Bestimmung   des   Punktes    A   zurückgeführt  auf  die  Ermittelung   des 

•  Vergl.  auch  Grübler,  Die  Krümmung  der  Polbahnen,  diese  Zeitechrift, 
Bd.S4  S.305.  Bilden  wir  die  Gleichung  8)  sowohl  für  i,  als  für  3f,  so  finden 
^  durch  Elimination  von  (Pd  nach  kurzer  Rechnung  die  von  Herrn  Grübler 

^g^teten  Formeln  für  —  und  — . 
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ErümmuDgsmittelpunktes  ^  für  die  Evolute  deijenigen  Bahncurre,  die  der 
Punkt  Ä  beschreibt ,  wenu  derselbe  als  Systempunkt  betrachtet  wird ,  and  ftlr 
diese  Aufgabe  haben  wir  früher  eine  einfache  Lösung  abgeleitet  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Wendekreis  und  gewisse  Bestiinmungsstücke  der 
Ereispunktcurve  bekannt  sind.*  Es  dürfte  angemessen  sein,  die  damals 
gefundene  Construction  zunächst  kurz  zu  wiederholen. 
Setzen  wir  in  Gleichung  8)  5  =  <y  =  0,  so  folgt 

14)   r\d^{2d&-'dT)co8(p  +  cP^8in(p\^3dud^8tnq>co8gf=^0 

als  Polargleichung  der  Ereispunktcurve  des  Systems  in  der  Phase  8^  d.  h. 

des   Ortes   derjenigen  Systempunkte,   die   augenblicklich  Bahnelemente  mit 

stationärem  Erümmungskreise   durchschreiten.     Die  Ereispunktcurve  hat  in 

P   einen  Doppelpunkt   mit  den  Tangenten   t  und   n;    für   die  zugehörigen 

Erttnmiungskreise  c  und  e  erhalten  wir  aus  14)  bez.  die  Gleichungen 

Sdu 
r  =  jj-3— —sm(p 

3  du  de 
16) 


15) 
und 


r  = 


d^e 


C08q>, 


Flg.  4. 
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Sind  nun  die  Kreise  c  und  e,  sowie  der  Wendekreis  w  gegeben,  so 
ist  hierdurch  die  Bewegung  des  Systems  aus  der  Phase  S  in  die  drei  un- 
mittelbar folgenden  Phasen  bestimmt,  und  dann  ergiebt  sich,  wie  früher 
abgeleitet  warde,  zu  irgend  einem  Systempunkte  Ä  der  Krümmungsmittel- 
pankt  %  seiner  Bahnevolute  in  folgender  Weise.  (Fig.  4.)  Wir  verbinden 
A  mit  dem  Wendepol  W,  errichten^  in  P  zu  PA  ein  Loth,  welches  die 
Polbahnnormale  n  in  Z7  schneidet,  ziehen  UA  parallel  zu  n  bis  A  auf  PA 
and  durch  A  eine  Parallele  zu  PU]  dieselbe  trifft  ^T^  in  Z,  Sind  ferner 
C  und  E  bez.  die  Schnittpunkte  von  c  mit  n  und  von  e  mit  PA ,  und  trifft 
PU  die  Gerade  AC  in  C\  eine  durch  E  gehende  Parallele,  zu  n  in  E\  so 
projiciren  wir  die  Punkte  C\  E*  aus  A  auf  PZ  und  die  so  gefundenen 
Punkte  0",  E"  aus  U  auf  AZ.  Erhalten  wir  hierdurch  die  Punkte  C"\  E"\ 
80  ist  A 91  =  3. C"'J5'",  wobei  wir  die  Strecke  C" E"*  von  A  aus  entgegen- 
gesetzt zu  AZ  aufzutragen  haben,  weil  in  unserer  Figur  der  Punkt  E'  ausser- 
halb der  in  der  Richtung  von  P  nach  TJ  durchlaufenen  Strecke  PC'  liegt. 

Durch  dieselbe  Construction  finden  wir  aber  auch  den  Krtlmmungsmittel- 
punkt  A|  der  Hüllbahnevolute  einer  Systemcurve  a,  wenn  A  den  Krümmungs- 
mittelpunkt  von  a  bezeichnet  und  wenn  überdies  der  zugehörige  Krüm- 
mongsmittelpunkt  A^  der  Evolute  von  a  gegeben  ist.    Es  ist  nämlich  nach  9) 

AA,  =  A«  +  ^-4,( 

machen  wir  daher  auf  PTJ  die  Strecke  PT^PA  und  ziehen  A^Q  senk- 
recht zaAT  bis  PA^  QQ'  parallel  zu  ilT  bis  AA^^,  Q'Q"  parallel  zu  A^Q 
bis  FAy  so  erhalten  wir  den  Punkt  A^,  indem  wir  die  Strecke»  ilO"  von  % 
ans  entgegengesetzt  zm.  AA^  auf  A91  abtragen. 

6«  Sind. nun  vier  unendlich  benachbarte  Systemlagen  wie  unter  3  de- 
finirt  durch  Angabe  der  Punkte  LAL^\,  MtAMitA^^  und  soll  zu  irgend 
einem  Punktepaare  A,  A^  der  Punkt  A|  nach  dem  zuletzt  entwickelten  Ver- 
fahren construirt  werden,  so  müssen  wir  zuvor  die  Kreise  c,  e  aus  den 
Daten  der  Aufgabe  bestimmen.  Bezeichnen  wir  die  Durchmesser  von  c,  e 
bez.  mit  bo«  b«,  so  ist  nach  15)  und  16) 

oder  mit  Bficksicht  auf  die  Gleichungen  11)  und  12)  (Fig.  2) 

und  hiemach  können  wir  bei  b«  leicht  construiren,  sobald  wir  den  Kreis  X| 
in  der  vorher  angegebenen  Weise  bestimmt  haben. 

Einfacher  gestaltet  sich  aber  die  Construction  von  b^  b«,  wenn  wir 
snnfichst  die  Punkte  Xq,  Mg  ermitteln,  in  denen  bez.  die  Geraden  PLy 
^M  die  EjwapQDktcarve  schneiden. 


MV 

pa) 
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Setzen  wir  PLQ=^rQ  und  wie  oben  LLPt=^(p^  so  folgt  ans  Oleioh- 
ung  14)  ^  Sdud^sinfpcosg^  ^ 

^^  ""  d&  (2  d^  -  dr)  co$(p  +  cP^  sing> ' 
Nun  ist  aber  in  Fig.  3 

_du\d^(2  d^  —  dt)  co8(p  +  d^e  8ing>\ 

^■"  d^^  ' 

mithin  wird 


''0  = 


3\)„^sinq>  co8g>      PX^.PiR 


Machen  wir  daher  in  Fig.  3  OD  =  9i9ti  —  ®®i,  so  erhalten  wir  den  Punkt 
Xq,  indem  wir  durch  9t  zu  OX^,  eine  Parallele  ziehen. 

Wir  denken  uns  in  derselben  Weise  den  Punkt  JSfo  bestimmt  und  be- 
zeichnen PMq  mit  r'o,  L  M Pt  mit  (p.  Bilden  wir  dann  die  Gleichung  der 
Kreispunktcurve  sowohl  flir  den  Punkt  Xq,  als  fttr^Afo  imd  eliminiren  zwi- 
schen beiden  Gleichungen  (PO  bez.  2(i^  — dt,  so  ergiebt  sich  nach  17) 
"^^  18)  _  ror,8in{<P'-<p') 


ba  = 


$inq>  sin(p  (rQCOSfp'—  r^costp) 

r^roSinitp  —  fp') 

cosgpcos<p'(r'o^n9  — fowncp')  .  „.    i. 

Flg.  5.  Sei  nun  in  Flg.  0 

g  die  Verbindungs- 
linie des  Poles  P 
mit  dem  Schnitt- 
^^\  punkte  der   nicht 

""  ^ .,  gezeichneten  Gera- 

-.^  den  XJBf  und  AM, 
so  ist  bekanntlich 
LqPL^  —  qt\  Sind 
femer  Hund  J  bei. 
die  Schnittpunkte 


^1  ^  T)     der  Geraden  XoÄo 

mit  q   und   mit  einer  Normalen  in  P  zu  q  und  bezeichnen  wir  LLqHP 
mit  t/;,  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  LqMq  mit  Ä,  so  erhalten  wir 

roroSin{(p-(p')  ^     L^M^.h     ^  ^^ 
roCöscp'  — r'oCö^'cp       LqMq.cos^  ' 

roro5in(cp-y)  ^     X^Jf^,^     ^ ^^ 


folglich  wird 


Hieraus   ergiebt  sich  aber  die  folgende  einfache  Construction.     Wir  zieh 
durch  J  und  H  bez.  Parallelen   zu  PH,  PJ,  bestimmen  die  Söhnittpun 
Fy  Q  derselben  mit  PL^  und  errichten  in  F  und  G  zu  PLq  die  Lothe 
und  6rD.    Schneidet  FC  die  Polbahnnormale  in  C,  GB  die  Polbahntang^^^*^ 
ir  d  C  und  D  die  Gegenpunkte  von  P  bez.  in  den  Kreisen  c  untj     ^ 

(hweig,  10.  Mai  1891. 


XVII. 

Die  Bestimmung  der  Kreispunktcurven  eines  ebenen 
OelenkvierBeits. 

Von 
Prof.  Dr.  C.  liODENBEEG 

Hiersu  Taf.  IX. 


Für  die  Relativ bewegung  zveiar  starrer  Systeme  o,  und  a^  ist  durch 
die  bebaooten  Bobillier'äctien  Constractionen  die  qaadratiscbe  Verwandb- 
schaft  der  RrUmniUDgsiiiittel paukt«  gegeben,  sobald  zu  zwei  Punkten  A^,  B^ 
von  o,  die  ihnen  bez.  entaprecbendeo  J,,  Bj  gegeben  sind.  Mit  der  nüchst- 
folgeuden  Aufgabe,  der  Conatruetion  des  Ortes  derjenigen  Punkte  des  einen 
Systems,  welche  in  Bezug  auf  das  andere  Bahnen  mit  stationSren  Krflm- 
mungskreisen  beschreiben,  beschäftigt  sich  dieser  Aufsatz  und  löst  die  Auf- 
gabe unter  der  Voraussetzung ,  daas  die  B  o b i  1 1  ie r 'sehen  Bestimmnugs- 
elemente  die  hervorgehobene  ausgezeichnete  Eigenschaft  besitzen,  also  den 
gesuchten  Orten  k^  und  hf.  den  „Kreispitnktcnrven"  angehCren.  Diese 
VorauBsetziuig  trifft  zn  bei  den  Gegenseiten  Ä^B,  und  A^B^  eines  Gelenk, 
vierseita  (Fig.  1),  weil  hier  die  Bahnen  der  Qelenkpunkte  J[,  B,  im  System 
0,  Rr«iae  sind,  und  natOrlich  aucb  umgekehrt  J^,  B^  in  a^  Kreise  be- 
echreiben. 

Nun  hat  Herr  Burmester*  den  Satz  bewiesen:  Sind  vier  BelatJT- 
lagen  zweier  Systeme  a,  und  o,  gegeben,  so  erfüllen  diejenigen  Punkte  das 
einen  Syät«ms,  deren  vier  L^en  im  andern  System  sich  auf  einem  und 
demselbeii  Kreise  befinden,  eine  Focalcurve  dritter  Ordnung.  Ftlr  vier  con- 
seentive  Lagen  hei  continnirlicbar  Bewegung  gehen  jene  Carven  natQf' 
lieb  in  die  von  uns  gesuchten  h^  und  k^  Ober,  aber  es  ist,  wie  es  scheint, 
nicht  mSgliob,  diu  von  Herrn  Burmester  gegebenen  Constructioneu  auf 
d«n  vorliegenden  Fall  zu  Oberiragen. 

Behufs  einer  ersten  Orientiruug  Über  das  Verbalten  dieser  Curven  t, 
und  Jkf  betrachten  wir  den  apeciellen  Fall  eines  gleichschenkligen  Gelenk- 
trapeiea.   Sei  in  Fig.  1  dementsprechend  A^A^  =  B^B^,  ^,B,||^B, 


I 


*  Veij{L  i4'Bhibuob  der  Kinemutik'',  Bd.  I  Abschn.  ö. 
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ist,  wie  die  in  der  Figur  angedeutete  Bobil  Her 'sehe  Constrnction*  ergiebt, 
die  Rollcurventangente  t  der  Glieder  a^ ,  a^  parallel  A^  B^  und  die  Normale  n 
eine  Symmetrielinie  der  Figur.  Auf  dieser  Geraden  sei  C^  C^  ein  Paar  sich 
entsprechender  Krümmungsmittelpunkte.  Der  bemerkten  Symmetrie  wegen 
müssen  aber  die  Krümmungskreise  aller  Bahnen  von  solchen  Pankten  eine 
gerade  Anzahl  von  Punkten  im  Berührungspunkte  mit  der  Bahncarve 
gemein  haben,  d.  h.  mindestens  vier;  und  irgend  ein  1  unkt  C)  liegt  daher 
auf  A;j,  C^  auf  k^.  Jede  der  Curven  k^  und  ^2  zerfällt  demnach  in  die 
Rollcurvennormale  n  und  in  einen  Kreis.  Da  diese  Kreise  sich  in  der  qua- 
dratischen Verwandtschaft  entsprechen,  so  berührt  jeder  von  ihnen  die  Roll- 
curventangente im  Pole  12.  Für  die  vier  in  Betracht  kommenden  consecu- 
tiven  Lagen  kann  die  Bewegung  auch  durch  das  Vierseit  A^C^C^A^  bewirkt 
werden  9  und  da  man  von  diesem  ausgehend  auch  umgekehrt  wieder  das 
ursprüngliche  Trapez  construiren  kann,  so  folgt: 

1.  Enthält  eine  Kreispunktearve  einen  einzigen  Punkt  der 
Rollcurvennormale,  welcher  nicht  dem  Pole  unendlich 
nahe  liegt,  so  zerfällt  die  Curve  in  jene  Normale  und 
in  einen  Kreis,  welcher  die  Rollcurventangente  im  Pole 
berührt.  Genau  so  verhält  sich  die  Kreispunktcarve 
des  zweiten  Systems. 

Insbesondere  gehören  dann  auch  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Roll* 
curven  den  Kreispunktcurven  an,  und  umgekehrt: 

2.  Besitzen  in  einem  Augenblicke  der  Bewegung  die  RoU- 
curven  im  Pole  stationäre  Krümmungskreise,  so  zer- 
fällt jede  Kreispunktcurve  so,  wie  im  Satz  1  angegeben. 

Für  das  Gelenkvierseit  folgt  aus  1.  insbesondere: 

\a)  Liegen  bei  einem  Gelenkvierseit  zwei  entsprechende 
Gelenkpunkte  zweier  Gegenseiten  auf  der  Rollcurven- 
normalen,  so  besteht  die  Kreispunktcurve  jedes  dieser 
Glieder  aus  der  Normalen  und  einem  Kreise,  welcher 
dieRollcurventangente  imPole  berührt  und  daher  durch 
den  zweiten  Gelenkpunkt  eines  jeden  der  betreffenden 
Glieder  bestimmt  ist. 

Eine  nicht  zerfallende  Kreispunktcurve  kann  daher  von  der  RoUcurven- 
normalen  nur  in  drei  dem  Pole  unendlich  nahe  liegenden  Punkten  getroffen 
werden  und  es  ergiebt  sich  leicht,  dass  eine  solche  Curve  sich  in  Bezug 
auf  die  Rollcurventangente  ebenso  verhält.  Denn  einem  Punkte  X,  dei — 
Tangente  entspricht  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  als  X^  stets  dei 
Pol;  der  vollständigen  Reciprocität  von  k^  und  k^  wegen  ist  also  ein  Punkte- 
paar,  welches  nicht  dem  Pol  unendlich  nahe  liegt,  im  Allgemeinen 
möglich. 


•  Vergl.  üurmester,  „Lehrbuch  det  lüiiVim>i\.\V,^^A'^.Vl^. 


Daraaa  folgt: 

3.  Bei  continnirlicber  Bewegung  hat  jede  Kreispnnktcurve 
den  Pol  ü lim  Doppelpunkt,*  dessen  ausgezeiclinete  Tan- 
genten die  Kollcucventaagente  und  -Normale  sind. 
Eine    solche  Curre    wird    bekannflich    er^eogt  durch  die  Schnittpunkte 
entsprechender   Curven    eines    Kreisbüscbels    mit    vereinigten    Basispnnkten 
and   eines    ihm    projectiven    StrahlenbUscbels,    dessen   Strahlen   durch   die 
Mittelpunkte    der   ihnen    zugeordneten    Kreise   gehen.     Der  geradlinige    Ort 
der  Mittelpunkte  heisst  die  Focalaxe,  das  Centrnm  des  Strshlenbllschels 
dos  Pocalcentrum  der  Focalcurve-     Die  Focalaxe  geht  durch  den  Doppel- 
punkt und   dessen  Tangenten  halbiren  die  beiden  Winkel,   welche  von  der 
Verbindungslinie  des  Focalcentrums  mit  dem  Doppelpunkte  nnd  der  Focal- 
axe eingeschlossen  werden. 

Da  nun  nach  der  B  o  h  i  II  i  er  'sehen  Construction  die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  als  bestimmt  angesehen  werden  können,  so  erscheint  die 
anfangs  gestellte  Aufgabe  nonmehr  in  der  Form:  Aus  zwei  Punkten  A,, 
B,  (Fig.  3)  einer  Focalcarve  mit  dam  Doppelpunkte  P  nnd  dessen 
Tangenten  Pt  und  Fn  das  Focalcentram  F  und  die  Focalaxe  f 
in  construiren. 

Denken  wir  Eunächst  in  Fig.  2  ausser  Pt  und  Pn  nur  einen  Punkt« 
etwa  Aj  gegeben  und  suchen  den  geometrischen  Ort  der  F  aller  dann  noch 
mOglicben  Focaicurven.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  A,  und  P 
gehenden  Kreise  ist  die  zu  A,P  in  ihrer  Mitte  Mg  errichtete  Senkrechte. 
Ist  JU  der  Mittelpunkt  eines  solchen  Kreises  und  macht  man  L  MPn 
=:LnPF=a,  60  ist  offenliar  der  Schnittpunkt  F  der  Geraden  PF  mit 
A^M  ein  Focalcentrum ,  PM  die  zugehörige  Focalaxe  einer  Curve  der  mög- 
lichen Scbaar.  Nun  ist  aher  L  MPA,  =  L  MA,P  =  ß  und  daher  LPFA, 
=  180"  — 2(a  +  (ä),  d.  h.  constant.  Der  gesuchte  Ort  der  Punkte  F  ist 
daher  ein  Kreis,  dessen  Durchmesser  die  von  den  Tangenten  des  Doppel- 
punktes auf  MM,  abgeschnittene  Strecke  ist. 

Für  Ji,  erhält  man  in  gleicher  Weise  einen  solchen  Kreis  und  daher 
di«  Vorscbrift: 

Um  zn  zwei  einander  gegenQlierliegenden  Seiten  eines  Oe- 
lenkvierseits  A,B,,  A^B^  die  Kreispunktcurven  A;,  und  k^  zu 
eonetrairen,  verbinde  man  sur  Bestimmung  von  *,  (Fig.  3)  A, 
und  B,  mit  dem  Pole  P,  errichte  in  den  Mitten  Jlf,  nnd  M,  dieser 
'  Oeraden  Senkrechte,  schneide  sie  mit  der  ßollcurvenlangente 
PI  und  -Normalen  Pn,  nnd  beschreibe  über  die  hierdurch  anf 
I  jenen  Senkrechten  abgeschnittenen  Strecken  als  Durcbmesaer 


L  swei  Krei 


welche   t 


I  Pole  i 


chte) 


Focal- 
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centrum  F'  treffen.     Die  Focalaxe  f  ergiebt  siob  dann  ortho- 
gonal symmetrisch  za  PF'  in  Bezug  auf  Pt  oder  Pn.     Aus  A^B^ 

erhalt  man   in   derselben  Weise  F",    wenn   man    nicht  vorzieht. 
kg  aus  der  quadratischen  Verwandtschaft  zu  constrairen. 

Hervorgehoben  sei,  daas  sich  weder  die  Focalcentra,  noch  die  Focal- 
azen  in  der  quadratischen  Verwandtschaft  entsprecben. 

Die  Focalaie  trifft  ihre  Curve  in  dem  einzigen  reellen  unendlicb  fernen 
Paukte,  welchen  sie  besitzt,  und  dieser  ist  Rrtlmmungsmittelpunkt  der  Bahn 
des  Schnittpunktes  jenes  Strahles  mit  der  andern  Focalcurve,  d.  b.  dieser 
Pnnkt  beschreibt  einen  Undulationspunkt;  wir  nennen  ihn  mit  Hrn-  Mebmke 
den  Ball 'sehen  Punkt;  er  gehört  natürlich  auch  dem  Wendekreise  des  letzten 
Systems  an.  In  Fig.  4  sind  Ä[  und  fcg  gezeichnet.  Der  Wendekreis  von  0, 
ist  w',  der  Ball'sche  Punkt  U^-  fllr  a^  sind  w"V^  die  analogen  Gebilde. 
Wir  fassen  noch  einmal  zusammen : 

4.  Die  Focalaxe  einer  Kreispunktcurve  trifft  den  Wende- 
kreis   des  andern  Systems    ausser   im  Pole   noch  in  dem 
ßaU'scben   Punkte,   welcher  insbesondere  einen  Dnda- 
lationspunkt  beschreibt- 
Die  Kreispunktcurven   t,   und  k^  können  sich,  ausser  im  Pole  and  in 
den    imaginären  Kreispunkten    auf  der  unendlich  fernen  Geraden,    nirgends 
schneiden,  da  ein  solcher  Schnittpunkt  sich  in  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft selbst  entsprechen  oiüsste,  eine  Eigenschaft,  welche  nur  den  erwähn- 
ten Ponkten  zukommt.     Im  Pole   liegen  daher  3.3  —  2  =  7  Schnittpunkte 
vereinigt,    und    da   deren    auf  jeder   Doppelpunktstangente   mindestens  drei 
liegen,    so    hahen    wir  auf  der  einen  drei,    auf  der  andern  vier.     Im  Falle 
der  Ausartung  jeder   dieser  Curven  in  einen  Kreis  und  der  Roll  cur  ven  nor- 
malen   haben    wir  auf  dieser  Geraden  unendlich  viele  Schnittpunkte  von  ifc, 
und   k^,   auf  der  Ro  II  curven  taugen  te    nur   drei,    denen  ancb  nie  ein  vierter 
beitreten  kann,  da  ausserhalb  des  Poles  kein  Schnittpunkt  reell  vorhanden 
ist.     Der  Schluss,  dass  im  Allgemeinen  die  Zweige  von  A-,  und  k^  sich 
an  der   RoUcarvennormalen    osculiren,    an   der  Rollcurventan- 
gente  einfach  berübren,  wird  durch  Anschauung  der  Figur  4  bestätigt. 
Doch  möge  diese  Thatsache  durch  die  folgende  analytische  Behandlung  noclk. 
einmal  erwiesen  werden. 

Bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  C 00 rdinateu System  der  Doppelpunkt»  _ 
tongenten,  ergiebt  sieb  aus  der  oben  angegebenen  projectiven  Erzeugnng^^ 
weise  leicht  als  Gleichung  einer  Kreispunktcurve : 

mit  der  Geraden 

ax  +  bt,  =  Q 
als  Focalaxe  und  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten 
_  6 
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Fflr  unsere  Entwickelnng  ist  es  zweckmässiger,  Polarcoordinaten  r,  (jp 
durch  die  Gleichungen 

einsuflUireny  wodurch  die  Cnrvengleichung  übergeht  in: 

1  a     ,      5 

—  =  -: ; 

r       s%ng>     C08q> 

die  Coordinaien  r,  ^  des  Focalcentrums  in  der  Form 

1  a 

erscheinen,  und  der  Winkel  ^^  den  die  Focalaze  mit  der  Abscissenaxe  ein- 
schliessty  bestimmt  ist  durch  tg9*  =  —  —' 

0 

Sei  nun  die  BoUcorrennormale  die  Axe  9  =  0,  und  haben  die  ge- 
gebenen Punktepaare  ii|^,  B{B^  die  Coordinaten  der  Klammern  in  der 
Schreibweise:        ^^^^^^^     ^^j^^^.     ^^^^_^^^   ^^^^^^^^ 

wo  aus  Zweckmässigkeitsgründen  die  Argumente  tf;  und  %  nur  Werthe  zwischen 

0^  und  180  ^  die  Radien  vectoren  aber  negative  Werthe  annehmen  sollen, 

wenn  bei  sonst  üblicher  ZShlung  das  Argument  zwischen  180^  und  360^  liegt. 

Dann  bestehen  infolge  der  quadratischen  Verwandtschaft  die  Beziehungen 

wo  d  der  Durchmesser  des  Wendekreises  ist.  Hierbei  ist  jedoch  zu  be- 
merken, dass  in  einer  Klammer  statt  der  Differenz  die  Summe  zu  nehmen 
ist,  sobald  Ä^  und  A^  (oder  B^  und  jBj)  auf  verschiedenen  Seiten  des  Strahles 
tom  Pole  aus  liegen,  da  die  Argumente  von  Ä^  und  A^  als  gleichwerthig 
und  nicht  als  um  180^  verschieden  aufgefasst  werden. 
Seist  man  nun  als  Gleichungen  von  ä^i  und  k^  bezw. 

r       sinfp     cosg> 
2i       simif     00$  li; 

f»!     m,      stnx  ^  *       *        cosx     '       * 
Qnd  durch  Elimination  von  h^  —  b^ 


80  mu88  sein: 


woraus  folgt 


i 

«in  9 

+ 

0, 

COStp 

l 

■  + 

eosx 

l 

sinjt 

+ 

cos% 

C08 


♦  (-  - -j  -  a„j(___j  =  {a^-Ot) {cotn>  -  coti). 
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Der  Ausdrack  linker  Hand  mnes  aber  nacb  der  obigen  Yerwandtscbaftsgleicfa- 
ung  verschwinden,  d.  b.  es  ist  entweder 

a^  =  €^  oder  V/  =  %. 

Im  letzteren  Falle  hätten  wir  ein  durchschlagendes  Kurbelgetriebe  in  einer 
Verzweigungslage,  die  Punktepaare  würden  den  Pol  nicht  mehr  eindeutig 
bestimmen  und  die  Kreispunktcurven  ausarten.  Schliessen  wir  diesen  Fall 
aus,  so  bleibt  im  Allgemeinen  nur 

D.h.:  "'  =  "»• 

5.  Nimmt  man  die  Bollcurvennormale  zur  Axe  ^  =  0  eines 
Polarcoordinatensystems  rg>f  so  sind  die  Gleichungen 
der  Kreispunktcurven  X;,  und  k^  bezw. 

1  ^1^1         ^_^j^« 


r       stnq>     cosq>      r       sinq>     co8<p 
um  das  bereits  bemerkte  Verhalten  der  Curven  im  Ursprung  nachzu- 
weisen ,  nehmen  wir  zunächst  die  Coefficienten  von  -: —  als  verschieden  an 

8mg> 

und   lassen    sie   dann  einander  gleich  werden.      Durch  Subtraction   beider 
Gleichungen ,  unter  Annahme  desselben  Werthes  von  r  in  beiden ,  erhalten  wir 

8in(p^  ^     ^       cosq>     '       * 

und   daher  als  Argument  des  einzigen   ausserhalb   des  Poles   im  Endlichen 
liegenden  Schnittpunktes 

Werden  nun  durch  stetige  Aenderung  a,  und  Og  einander  gleich,  so 
wird  cp  =  0,  d.  h.  der  Punkt  rückt  auf  dem  Zweige,  welcher  die  Rollcurven- 
normale  berührt,  in  den  Pol,  wie  oben  ausgesprochen  wurde. 

Nach  Erledigung  des  allgemeinen  Falles  mögen  noch  einige  Sonder- 
lagen des  Oelenkvierseits  betrachtet  werden,  in  denen  die  eine  oder  beide 
Kreispunktcurven  ausarten,  wie  wir  es  bei  den  einleitenden  Beispielen  schon 
beobachten  konnten.  Dabei  wird  sich  die  folgende  Bemerkung  als  nützlich 
erweisen.  Wenn  ein  Zweig  einer  Focalcurve  mit  Doppelpunkt  in  diesem 
von  einem  Kreise  berührt  wird,  so  haben  beide  Curven  dort  (mindestens) 
drei  unendlich  nahe  Punkte  miteinander  gemein,  und  können  sich  daher 
ausser  in  den  imaginären  Kreispunkten  nur  noch  in  einem  weiteren  Punkte 
schneiden,  oder  sofern  noch  zwei  Schnittpunkte  nachgewiesen  werden  können, 
enthält  die  Focalcurve  den  Kreis  als  einen  Theil.  Daraus  folgt  für  eine 
Kreispunktcurve:  Berührt  der  durch  zwei  Gelenkpunkte  eines  und  desselben 
Gliedes  eines  Gelenk  viersei ts  und  den  Pol  in  Bezug  auf  das  gegenüber- 
liegende Glied  gelegte  Kreis  die  Rollcurventangente  oder  -Normale,  so  zer- 
fällt die  Kreispunktcurve  des  ersten  Gliedes  in  jenen  Kreis  und  seinen  durch 
den  Pol  gehenden  Durchmesser.     In  beiden,   wesentlich  voneinander  ver- 
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sohiedeiteii  Fallen  besitzen  auch  die  Ereispnnktcurven  k^,  k^  des  andern  Paares 
von  Gegenseiten,  deren  SjBteme  durch  ff^,  e^  beseicbnet  eeien,  bemerkene- 
werlbe  Eigenschaften,  wesbalb  deren  Betrachtung  gleich  nebenher  mit 
erledigt  werden  Bol). 

Wird  (Fig.  ö)  die  Kollcurventan^nte  *,,  im  Pole  /*,,  vom  Kreise  durch 
ÄfB,  berührt,  so  ist  die  A  ronhold'sche  Collineationsaie  des  Normal- 
Btrahlenpaares  P„-J,,  P„B,  parallel  -4,iJ,,  daher  auch  A^BilA^B,,  und 
auch  der  durch  A^Bj  nud  P,^  gelegte  Kreis  berührt  /,, .  In  diesem  Falle 
ist  also  der  Pul  /'^^  des  andern  Paares  von  Gegeoseiten  a^a,  unendlich  fern. 
Die  RoUuurveu taugen te  1^^  ist  gegeben  durch  die  Beziehung:  Abstand  P^^ 
von  A,Ji,  =  Abstand  der  Geradeu  jä,B,  und  t^^.  Die  Rollcur vennormale 
ist  die  unendlicb  ferne  Gerade  n^fa>  "nd  diese  bat  mit  jeder  der  Kreispunkt- 
cnrven  fc,  und  i,  fünf,  und  folglich  unendlich  viele  Punkte  gemein,  d.  h, 
jede  Curye  zerfSllt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  eine  Hyperbel,  deren 
eine  Asymptote  (3,  ist.  Wie  »ich  durch  Grenzübergang  aus  der  allgemeinen 
Constroction  des  Focalceutrums  ergiebt,  rückt  dieses  in  den  unendlich  fernen 
Pol  /"jj  und  die  Pocalaxe  fSllt  mit  i^,  zusammen.  Doa  die  Focalcurve  er- 
zeugende Strahlenbüscbel  ist  also  ein  ParallelstrahlenbUschel  zu  l^^  und  die 
Kreise  des  KrelsbttgcbeU  zerfallen  in  die  Normalen  zu  t^,  und  die  unendlicb 
ferne  Gerade.  Nur  die  Normalen  kommen  bei  der  Erzeugung  einer  der 
Hyperbeln  in  Betracht,  diese  ist  daher  gegenseitig.  Von  den  beiden  erzeu- 
genden StrahlenbUseheln  sind  durch  die  gegebenen  Curvenpunkte  drei  Strahlen- 
paare gegeben,  nKmlich  für  l^^l  die  Paare  t^,,  ny4«>  ^»^f  *^'^  Normale 
S^i,  die  Normale  van  j*»}  zu  l^^.  Man  findet  hieraus 
das  Perspectivcentrum  der  beiden  Büschel,  för  i,,  sowohl  als  für  ft, ,  im 
Fusspunkt  der  vom  Pete  /*,,  auf  t^^  gefüllten  Senkrechten  gelegen;  letztere 
Senkrechte  ist  daher  die  gemeinschaftliclie  zweite  Asymptote.  Da  die  Wende- 
kreise der  Systeme  in  die  RolIcurventangentG  und  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  zerfallen,  so  giebt  es  keinen  einzigen  Punkt,  welcher  einen  Undn- 
Istionspunkt  beschreibt.  Ganz  anders  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  be- 
sondern  Annahme,  dass  eine  der  nicht  parallelen  3eit«n  des  Gelenktrapezes, 
etwa  fijSj,  senkrecht  in  (j,  steht;  denn  dann  wird  die  zugehörige  Hyperbel 
tum  Geradenpaar  der  früheren  Asymptoten  und  es  beschreibt  plötzlich  jeder 
Punkt  von  i^  eineu  ündulationspunkt.  Wir  fassen  dEts  Gesammtergebniss 
in  dem  folgenden  Satze  zusammen : 

6.  Sind  o,,  Oj  zwei  einander  gegenüberliegende  Systeme 
eines  Getenkvierseits  und  berührt  der  durch  zwei  Ge- 
lenkpunkte  eines  dieser  beiden  Systeme  und  den  Pol 
golegte  Kreis  die  Rollcurventangente,  so  trifft  das- 
selbe für  das  zweite  System  zu,  und  die  Kreispunkt- 
DUTTen  verfallen  in  diese  Kreise  und  die  Rollcurvennor- 
male.     Der  Wendepol  ist  in  jedem  --ystem  der  Ball 'sehe 


(2:r 
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Punkt.  Die  Verbindungslinie  der  Oelenkpunkte  eines 
dieser  Systeme  ist  in  diesem  Falle  parallel  der  Verbin- 
dungslinie der  Oelenkpunkte  des  andern,  und  daher  ist 
der  Pol  der  beiden  übrigen  einander  gegenüberliegen- 
den Sjstme  ^3,  a^  unendlich  fern.  Die  Kreispunktcur- 
Yen  h^^  h^  zerfallen  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und 
in  je  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  gemeinschaft- 
liche Asymptoten  die  Rollcurventangente  ^4  und  die 
vom  Pole  der  Systeme  a^,  a^  auf  ^3^  gefällte  Normale  sind. 
Da  ^34  auch  den  im  Endlichen  verlaufenden  Theil  jedes 
der  Wendekreise  von  c^,  a^  darstellt,  so  beschreibt  kein 
Punkt  eines  dieser  Systeme  im  andern  einen  ündula- 
tionspunkt.  Nur  in  dem  besondern  Falle,  dass  eine  der 
nicht  parallelen  Seiten  des  nachgewiesenen  Gelenktra- 
pezes senkrecht  zu  den  parallelen  steht,  zerfällt  die  dem 
System  jener  Seite  angehörige  Hyperbel  in  die  früheren 
Asymptoten  und  mithin  beschreibt  dann  jeder  Punkt 
von  ^34,  als  diesem  System  angehörig  betrachtet,  im 
System  der  Gegenseite  einen  ündulationspunki^ 

Die  weitere  Specialisirung  des  am  Schlüsse  des  letzten  Satzes  hervor- 
gehobenen Falles  durch  AnDabme  eines  Gelenk  rechtecks  würde  keine 
Kreispunktcur  ven  mehr  ergeben,  denn  schon  bei  einem  Gelenk  Parallelo- 
gramm beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems  einer  Seite  in  Bezug  auf  das 
System  seiner  Gegenseite  einen  Kreis. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  zweiten  als  möglich  erkann- 
ten Art  des  Zerfallens  der  Focalcurve  in  einen  die  RoUcurven normale 
berührenden  Kreis  und  in  die  Rollcurventangente.  Berühre  demnach  (Fig.  6) 
der  Kreis  durch  -^jJ?,  und  P^^  in  diesem  Punkte  die  Normale  n,2.  Ist  der 
Winkel  Pjj -4,5,  =  a,  so  ist  auch  der  Winkel  w,2P,2-^i  =  ">  und  ist  ferner 
der  Winkel  ^1  j -P12 J?,  = /3 ,  so  ist  nach  der  Bobillier 'sehen  Construction 
auch  der  Winkel  A^P^^P^^^ß,  Nun  ist  aber  ^  Wj^P,^^,  +  L^igPjg^, 
=  «  +  |5  =  90^  folglich  auch  LP,^A,P^,+ LÄ,F,^P^^  =  a  +  ß=90''  und 
demnach  der  dritte  Winkel  A^P^^P^^  im  gleichnamigen  Dreieck  =90^; 
d.h.:  die  Collineationsaxe  des  Normalstrahlenpaares  P,2-4,, 
PjjP,    steht   senkrecht   zur  Verbindungslinie  -4, P,    der  Gelenk- 


*  Das  Auftreten  von  unendlich  vielen  Cndulationspunkten  kann  auch  bei 
einem  im  Endlichen  gelegenen  Pole  stattfinden.  Man  vergl.  deswegen  Mehmke's 
eingehende  Arbeit:  „Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Sjstemes  in  seiner 
Ebene",  diese  Zeitschrift  Bd.  35  S.  1-  24  und  S.  65—81,  insbesondere  den  Satz  auf 
S.  76  unten,  von  dem  der  bekannte  Satz,  dass  bei  der  elliptischen  Hypocy kleiden- 
bewegnng  jeder  Punkt  der  Polcurve  eine  Gerade  beschreibt,  einen  gauE  spedellen 
Fall  darstellt. 


punkte  von  a,.  Man  Uberzeagt  sich  leicbt  von  der  Biclitigkeit  der  Uni' 
kebrung  dieses  Resultats,  wenn  taatt,  von  dem  letzten  recbten  Winkel  aus- 
gehend, alle  Winkelgleichungen  in  umgekebrter  Beihenfolge  biDGcbreibt. 
Dem  nacbgewiesenen  Kreise  von  ft,  eu+spricbt  aber  aU  h^  eine  eigentliche 
Pocalcarvo  dritter  Ordnung;  denn  die  Fnndamentalpunkte  der  quadratischen 
Verwandtschaft  liegen  auf  der  Rollcnryentangente ,  und  unser  Kreis,  als  diese 
Gerade  nicht  im  Pole  berührend,  enthült  demnach  nur  einen  Fundamental- 
pankt;  die  k^  ist  demnach  von  der  Ordnung  2,2—1=3.  Andererseits 
entspricht  jedem  Punkte  der  Rollcurventangenle,  als  Tbeü  von  ft,  gerechnet, 
in  <f,  immer  der  Pol,  so  daes  hierdurch  der  k^  kein  neiterer  Zweig  beitritt, 
was  auch  nach  der  allgemeinen  Theorie  nicht  geschehen  darf.  FUr  a^a^ 
ist  Ay£,  oder,  wie  jetzt  besser  gesagt  wird,  S^S^  die  It olle urven normale 
Hg,.  Die  momentane  Bewegung  von  a^  und  a^  ist  also  genau  so,  wie  die 
von  a,  und  a^  des  vorigen  Satr.es,  nur  dass  die  Oelenkpunkte  eines  der 
Systeme  nicht,  wie  hier,  beide  auf  dem  Kreise  liegen,  sondern  der  eine 
Punkt  sich  auf  der  Normalen  befindet.*     Folglich: 

7,  Sind   ff,,  Cj  zwei   einander   gegenüberliegende  Systeme 
einesGelenkviersoits.  und  berührt  der  du rchdenPolund 

zwei  Oelenkpunkte  >*i,B,  vona,  gelegte  Kreis  dieRoll- 

carvennormale  im  Pole  i",,,  so  besteht  die  Kreispunkt- 
curveA:,  veno,  aus  jenem  Kreise  undderRollcurventan- 
gente,  wahrend  t^  eine  eigentliche  Curve  dritter  Ordnung 
ist,  deren  dieRollcurvennormaleberUhrenderZweig  den 
Kreis  von  h,  zum  KrUmmu ngskreise  hat.  Die  notbwen- 
dige  und  hinreichende  Bedingung  für  dieses  Yerhalten 
ist,  dasa  die  Aronhold'scbe  Collineationsaxe  des  Strafa- 
lenpaares  J,J,,  B,B^  senkrecht  zur  Geraden  .<1,  £,  steht. 
Für  die  beiden  anderen  Systeme  a^,  a,  zerfällt  jede  der 
CurvenK:,,  it«  in  einen  die  Tangente  f^^  berührenden  Kreia 
und  die  Normale  »j,  (genau  vrie  fUr  die  Systeme  a,,  ff, 
des  Satzes  6),  aber  (entgegen  dem  dortigen  Verhalten) 
nur  die  beiden  Gelenkpunlite  Ä,,  B,,  jetzt  als  Äj,  /i,  anf- 
gefasst,  liegen  bez.  auf  den  zu  k^k,  gehörenden  Kreisen, 
wKbrend  die  beiden  anderen  Gelenkpunkte  sich  auf  «j, 
befinden. 
Besondere  Eigenthümlichkeiten  werden  zu  erwarten  sein,  wenn  man 
d«n  Charakter  der  Bewegung  von  0[  gegen  e,  im  letzten  Satze  ungeHndert 
Ulaat,  aber  einen  Gelenkpunkt  A,  von   dem  Kreise  auf  die  RoUcurventau- 


1 


■  Us  ist  klar,  dnss,  wenn  es  aich  nur  um  vier  coniecutivo  Lagen  zweier 
I  Sjitme  «,.  0,  gegen  oEnander  handelt,  man  nach  Constraction  von  k,k,  irgend 
%twf\  PonVt'panre  X,X,.  T,  T,  dieser  Cutven  aU  Ecken  eines  ÖelenkvierseiU  be- 

!>'-.  ' -■    welches  die  momentane  Bewegung  soweit  volUtöjidig  wiedergiebt. 


-•   •   -^: . :.— .^c  *r.n.  eben.  GelenkTierseits. 

-■-     ^     -    -.Ä  ?.:  r^fcL     Da  der  Strahl  BiB^ 

■■".    i-  .r  2.    -  =r.zr:r  Geraden  und  wir  haben 

'■-'   7    :-..\i^     Wür-rnd  einer  unendlich 

'---.•-':     .  n    r.    la-i   r,  w-ä  ein  einziges  starres 

-   -rfn--   :a»  -■.  i-^  ?iir  senden.* 

■--^^  .nirrTii^nria  iaiier  san,  wie  es  sein  musä, 
-     TiHTTuii»  -L»-L.      T:r    :*-    beiden    Kreisen, 

._::*-!:  ?i'«nmniun4r  ies  ?:ial:<iL:r::m5  J"  von  Ä:, 

.^     ::ir:!!L  3-    zeiieniie  Zf-yji  t:r.  eigentlicher  Kreis 

.i-  reaenüe  nir  'Toaiien.  t^  r-e werden  ist.    Folg 

a«    I.    :er  ^litie  Jf  t:c  P..c?.    auf  dieser  Ge 

r.    .r.fjggägazunea.   imi  .«sii*?  Hilfskreis  durch  B^ 


"V^r  iiiiöi  lia«:  —  der  That  wieder 
7^  ziz  -rs:  2:unnui==er  f^P.,  beschriebenen 
-'  ..z,  -r  fu  "  Atfe  Jiscrerz.  »esenrlich  ander«, 
jii  .i_  :z-i  3.%  :-t=T-TT^":ar  iä;.  da  ^  im 
.-_:  -Jii«  i:=Ji  Zrsrjnziizrielement  abgiebt. 
_c  -n.--^r-vr,».  T-r^ü-ijonÄ::  heranzuziehen 
.  szsscv.^iSSiLt  .zr^-z  zz.  :cnfitruiren,  wobei 
rrzjiz   7    ir-z  ri'srre'^hecden  Cj  zu  er- 


Hu. 


II.  _•     zz^  i_L=  •"'  renuleiten,  was 

-r^r —     ^     -       .      -  -1-^^^    —    '^ri^tn  Verschicdei^ 


•  .1 , 


1=-     :-     -    J  jt:-::    ::i    ^^-  '.^  J^w  Centrum  f" 

I.-    '•'.j^'-.i^^n  A:^,  A-,  treffen  ?:;': 

■  ^^z-r-    ^      .!£-  -=--■*■-    i.j.  laer  dort  nur  bei  eiLi; 

.^--Tmi»cT>»      >^-i=     .^=e?    '-iLirfr.      N':r   wenn    der    Winke 

^„^^^     -      ^ — :-«g    .,_^   ir   .  ■jrrjn  stets ,   wie  man  aucl 

-_    -    •^•.,r^^ "  --^    rsirrr:     weil  keine  kinematischi 

,^_         -   -,B ^    -    *iz  -ncü"..    Das  Wesentliche  fassei 


;— rr:*.:  :-  einer  Todtlage  mi 
:  if.r -rition,  so  besteht  di( 

riiz  Sjätems   des   todten  Paa. 

:.ii  irr  Gegenseite  aus  einem 

s  ?  :li  rerührenden  Kreise  und 
▼  iireni    die    andere    Kreis- 

LITIS  TOS.  Todt-  und  Verzweigungi- 

±7r  Natorforacher  and  Aerzte*, 

Ascbäl  f.  Mathematik  u.  ABtronomie. 
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punktcurve  eine  eigentliche  Focalcarve  dritter  Ord- 
nung ist 
Andere  Ausartungen ,  als  die  hier  untersuchten ,  können  bei  den  Kreis- 
ponkteurven,  so  lange  die  Polconfiguration  eindeutig  bestimmt  ist,  nicht 
forkommen;  doch  werden  natürlich  auch  den  Ereispunktcurven  der  spe- 
eiellen  Gelenkvierseite ,  wie  sie  etwa  dem  Zwillingskurbelgetriebe  oder  dem 
gleichschenkligen  Kurbelgetriebe  zu  Grunde  liegen,  besondere  Eigenthüm- 
üchkeiten  zukommen.  Zur  Beantwortung  aller  darauf  bezüglichen  Fragen 
ist  durch  das  Vorstehende  der  Weg  gewiesen.  Insbesondere  sind  auch 
die  Carven,  deren  Punkte  im  Laufe  der  Bewegung  einmal  einen  ündu- 
latioDspunkt  beschreiben,  punktweise  construirbar  und  dadurch  der  ünter- 
snchoDg  zugänglich  gemacht- 

HdDDOver,  den  4.  November  1890. 


T  37G      Die  Bestimmung  ä.  Kreis  punkten  rvea  ein.  eben.  Gelenkvierseits.        ^| 

genta  t,f  rerlegt,  irodaroh  dann  A^  in  den  Pol  rUckt  Da  der  Strahl  £|B, 
den  Pol  enthalt,  so  liegen  dann  j4,BiB,  in  einer  Geraden  und  wir  haben 
(Fig.  7)  ein  Gelenk  vi  eraeit  in  einer  Todtlage.  Während  einer  unendlich 
kleinen  Kelativbewegung  verhalten  sich  tti  und  jj  wie  ein  einziges  starres 
System;  wir  wollen  diese  Systeme  das  todte  Paar  nennen.* 

Nach  der  Bobillier'schen  Construction  findet  man,  wie  es  sein  muss, 
als  ßoUcurventangente  f,,  die  Gerade  ^,^,.  Von  den  beiden  Kreisen, 
welche  bei  der  allgemein  giltigen  Bestimmung  des  Pocalcent.rums  F'  von  k^ 
benutzt  werden,  ist  der  eine,  durch  B,  gehende  noch  ein  eigentlicher  Kreis, 
während  der  andere,  durch  ^,  gehende  zur  Geraden  (,(  geworden  ist.  Polg- 
lich wird  F'  schon  durch  das  in  der  Mitte  M  von  Pj^B,  auf  dieser  Ge- 
raden errichtete  Perpendikel  ausgeschnitten  und  jener  HUfskreis  durch  B, 
braucht  gar  nicht  gezogen  zu  werden.  Wir  finden  also  in  der  That  wieder 
als  i,  die  (,3  und  den  uro  F'  mit  dem  Halbmesser  F'P^^  beschriebenen 
Kreis.  Hinsichtlich  k^  gestaltet  ^iuh  die  Sachlage  insofern  wesentlich  anders, 
als  diese  Curve  nicht  mehr  aus  A^  und  B^  bestimmbar  ist,  da  A^  im 
Doppelpunkte  derselben  liegt  und  daher  kein  Bestimmung&element  abgiebt. 
Deshalb  bleibt  nur  (Ihrig,  die  quadratische  Verwandtschaft  heranzuziehen 
nnd  kj  ab  die  dem  Kreise  k,  entsprechende  Curve  zu  construiren,  wobei 
es  allerdings  ausreicht,  zu  einem  Punkte  C,  den  entsprechenden  Cj  zu  er' 
mittein  und  dann  aas  B^C^  Focaicentrum  F"  und  Äxe  f"  herzuleiten,  was 
in  der  Figur  jedoch  nicht  weiter  angedeutet  ist.  —  Der  Charakter  der 
Bewegung  von  <r,  gegen  a^  ist  offenbar  ganz  übereinstimmend  mit  dem  von 
a,  gegen  a^,  da  die  Coufiguratiou  der  Gelenkpuukte  A^,  £,,  A,,  B^  gegen- 
über der  Auffassung  als  2?.,,  S^,  H^,  5,,  nichts  im  Wesen  Verschiedene« 
zeigt.  Das  nämliche  Perpendikel  in  M  giebt  uns  auf  t^  das  Centrum  F" 
als  Mittelpunkt  des  Kreises  li^  u,  s.  w.  Die  Focalcurven  ftj,  Ä,  treffen  sieh 
in  demselben  Punkte  B,  (oder  5J,  berühren  sich  aber  dort  nur  bei  einer 
leicht  zu  bestimmenden  Lage  dieses  Punktes.  Nur  wenn  der  Winkel 
P,).ä,Pg|  ein  rechter  ist,  berühren  sich  die  Curven  stet»,  wie  man  auch 
B,  wählen  mag.  Dies  sei  nebensächlich  bemerkt,  weil  keine  kinematische 
Eigenthümlichkeit  damit  verbunden  zu  sein  scheint.  Das  Wesentliche  fassen 
wir  zusammen  in  dem  Satze: 

8,  Befindet  sich  ein  Gelenkvierseit  in  einer  Todtlage  mit 
eindeutig  bestimmter  Polconfignration,  so  besteht  die 
Kreispunktcurve  eines  jeden  Systems  des  todten  Paa- 
res  in  Bezug  auf  das  System  der  Gegenseite  aus  einem 
dieltollcurvennormale  im  Pole  berührenden  Kreise  und 
der    Rollcurventangente,     während    die    andere    Kreis- 

Vergl,  über  eine  rein  geometrische  Definition  von  Todt    und  Verzweig ung»- 

•ujen  die  „Verhandlungen  der  GeaellBchalt  deutscher  Naturfor«cher  und  Äenta', 
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punktcurve  eine  eigentliche  Focalcurve  dritter  Ord- 
nung ist. 
Andere  Ausartungen ,  als  die  hier  untersuchten ,  können  bei  den  Kreis- 
punktcurren,  so  lange  die  Polconfiguration  eindeutig  bestimmt  ist,  nicht 
vorkommen;  doch  werden  natürlich  auch  den  Kreispunktcurven  der  spe- 
ciellen  Oelenkvierseite ,  wie  sie  etwa  dem  Zwillingskurbelgetriebe  oder  dem 
gleichschenkligen  Kurbelgetriebe  zu  Grunde  liegen,  besondere  Eigenthüm- 
lichkeiten  zukommen.  Zur  Beantwortung  aller  darauf  bezüglichen  Fragen 
ist  durch  das  Vorstehende  der  Weg  gewiesen.  Insbesondere  sind  auch 
die  Carven,  deren  Punkte  im  Laufe  der  Bewegung  einmal  einen  ündu- 
lationspunkt  beschreiben,  punktweise  construirbar  und  dadurch  der  Unter- 
suchung zugänglich  gemacht- 

Hannover,  den  4.  November  1890. 
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die  Form  (wobei  n  zunächst  eine  positive  ganze  Zahl  ist ,  und  L  und  R 
Beseichnimgen  ftir  die  linke  und  die  rechte  Seite  sein  sollen): 

r     1     u\  «(y  +  y  +  n-l)      .  .  x{x+l)(y+v  +  n-l){y  +  v+n)  ^ 

1)  r(y)r(y-g  +  fi)    r{x  +  v)r{v  +  n)^ 
"^  r{y-x)r{y  +  ny~r{v)r{x  +  v  +  n) 

oder  auch : 

2)  J'C-n,  a;,  y  +  v  +  n-1;  y,  aj  +  »;  1)  =  Ä, 

nsd  ich  will  nun  zuerst  diese  Formel  nochmals  beweisen ,  bez.  die  Grenzen 
ihrer  Qiltigkeit  feststellen.   Ich  gehe  dabei  von  der  bekannten  Gleichung  aus : 

welche  richtig  ist,  so  lange  die  linke  Seite  convergirt.  Ferner  gelten  die 
ans  dem  Factoriellensatze  leicht  ableitbaren  Gleichungen; 

1  =  1, 

y+p+n—l  v+n—i 

y  y 

(y+P  +  «i-l)(y  +  »>  +  w) ^  1  .  2 f  +  w-l      (t>  +  n-l)(t>+ft-2) 

y(y+i)"  y  y(y+i) 

y(y  +  J)(y+2) 

-ixm  ^  +  *-^  .  .ox  (''  +  n-l)(«>  +  n-2)  .  (t>  +  ft-l)...(p  +  n-3) 

etc.  etc. 

Miltiplicire  ich  dieselben  bezüglich  mit  den  einzelnen  Gliedern  der  linken 
Säte  TOD  3),  80  entsteht  links  als  Summe  X,  rechts  aber  ist  der  Coeffi- 
eieot  C^  Ton  1 :  s=  F,  und  allgemein  Coefficient  Ck  von 

(t>+n  — l)(t)  +  w- 2).  ..(p  +  w-Xi) 
y(y  +  l)...(y  +  Ä-l) 

oder,  da: 

(Ä  +  r)r  (w)a + r  =  (wH  (n  -  Ä;)r 

(«  +  p)...(«  +  f)  +  fc  — 1)^  '   \        ^         "a!+e+Ä 

unter  der  Voraussetzung  der  Convergenz  lässt  sich  die  Klammer  {} 
aie  sei  Yk%  anmmireni  nämlich: 
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r(x  +  t  +  h)r{p  +  n-h)      (a!  +  p)...(a!  +  i>  +  A;-l) 

r(»)r(a:  +  f>  +  «)  {v  +  n-l)...{v+n-k)    <> 

und  hiermit  wird: 
Rx  r       17 /'i      ,   s  /g^  ■  ,  X  x(x  +  l)-.      \      ^  r(y)r(y-a!  +  n) 

d.  i.  =  Ä 

Fttr  die  Giltigkeit  des  Beweises  ist  es  erforderlich,  dass  die  Reibe  in 
4)  convergirt;  dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  sie  abbricht,  also  wenn  n 
eine  positive  oder  wenn  x  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  dass  fürdiese 
beiden  Fälle  die  Richtigkeit  der  Oleichung  1)  erwiesen  ist. 
Sonst  wäre  zur  Convergenz  erforderlich ,  dass  v  +  n>k  ist ,  und  diese  6e- 
dingung  wird  von  einem  gewissen  Je  an  sicher  unerfüllt  bleiben.  Wie  ein- 
fache  üeberlegungen  zeigen,  erscheint  dann  statt  der  rechten  Seite  von  5) 
die  unbestimmte  Grösse  oc  — oo,  und  doch  giebt  es  zwei  Fälle,  wenn  näm- 
lich y  +  V'\'n^l  eine  negative  ganze  Zahl  und  gleichzeitig  n  oder  x  eine 
ganze  (positive  oder  negative)  Zahl  ist,  in  denen  die  Gleichung  1)  unver- 
ändert bestehen  bleibt.  Dies  wird  später  ersichtlich,  wenn  die  Fälle,  in 
denen  L  sich  in  geschlossener  Form  darstellen  lässt,  zusammengefasst 
werden.*     [Siehe  den  Passus  nach  Gleichung  23  b).] 


*  Es  scheint,  ich  möchte  sagen  in  instructiver  Hinsicht,  nicht  ohne  Interesse, 
einen  der  genannten  Fälle  mit  den  obigen  Betrachtungen  in  directen  Zusammen- 
hang zu  bringen,  wobei  ich  Gelegenheit  finde,  die  Anwendbarkeit  der  Integral- 
ausdrücke für  die  f-  und  B-Funetiouen  mit  negativen  Argumenten  (diese  Zeitschr., 
Jahrg.  82  [1887],  S.  246  und  besondeis  Jahrg.  33  [1888J,  S.  362)  darzuthun,  was 
man  dem  Autor  zu  Gute  halten  möge. 

Wenn,  wie  oben: 

so  wird  dem  Texte  zufolge  : 

b^      L=  X:  (-l)''(n)  (^  +  »*-^)-"(<^-H»»-^0     xix-hl)...{x-^k-l) 

^^  k=rO^     ^  ^  ^*   y(y  +  l)...(y-f-A;~l)     (a;  +  i?)...(a;  +  t;  +  Z:-l)    *' 

Sei  nun  n  eine  negative  gauze  Zahl,  g  eine  positive  ganze  Zahl  und: 

c)  i/  +  t>  +  n-l  =  -^; 

liege  ferner  bis  auf  Weiteres  v  zwischen  0  und  —  1,  a;  zwischen  1  —  ^  und  —  ^, 
wobei  aber  der  Fall  x-^v=r  ganzer  Zahl  auszuschliessen  ist;  dann  ist: 

d)  l-a:-v-^>0. 

Vk  ist  schon  von  k  =  0  an  +  od  und  von  einem  gewissen  k  an  (wofür  rc  -f-  r 
4-  ^'  >  0  ist)  +  OD,  der  Coefficient  von  (- 1)*  V^  in  L  [Gleich,  b)]  ändert  von  einem 
gewissen  (andern)  k  an  nicht  mehr  sein  Zeichen,  folglich  besteht  die  rechte  Seite 
von  b)  aus  unendlichen  Gliedern,  die  von  den  grösseren  der  beiden  bezeichneten 
k  an  abwechselnde  Vorzeichen  haben.  Ich  will  nun  die  unendlich  grossen  Theile 
von  Vi,  ,  wenn  ich  mich  so  ausdrücken  darf,  absondern  und  zeigen,  dass  die  Summe 
derselben,  nachdem  sie  mit  den  betreffenden  Factoren  multiplicirt  worden ,  gleich 
Null  wird. 

Multiplicire  ich  F»  in  b)  mit  «»-"  und  die  einzelnen  Glieder  in  F»  [Gleich.  a)J 
bes.  mit  1,  f,  f*,  «*,  ...,  so  entsteht  aus  letzterem,  so  lange  g  positiv  und  <1  ist, 
die  convergirende  hypergeometrische  Reihe  F(k^n,  x-k-k^  x-k-v-^k;  »).  Femer  igt: 
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§2. 

Zar  Auffindung  anderweitiger  Resultate   untersuchen  wir,   was  aus  L 
irird,  wenn  einzelne  Argumente  um  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert 


e) 


^     ^  y(y+i)...(y  +  *-i)  y(y  +  i)...(y  +  Ä;-i) 

.  L/  X    ^*  _._/  N  *(*-!)  ^      ^i  s        *(*-!). ..2.1 


worin,  sowie  h^g  wird,  die  letzten  Glieder  fortfallen,  die  Anzahl  der  Glieder 
also  nicht  grösser  als  ^  +  1  wird.    Hiermit  wird: 


;  — » 


-,  r  _  r  •      f  ,  V  ,  X  fe(A;-l)...(Ä;-r4-l)    a;(a: +  1) . . . (a? 4- A; - 1) 

^^       U=«r=o^^  ^  y(y+i)...(y+^-i)(^+t^)-.-(«+t^+^-0       -I 

X  F{h  -  n,  a;  +  Ä;,  «  +  V  +  Ä;  f) 

J«=i 

Nunmehr  stelle  ich  eine  Reihe  identischer  Gleichungen  zwischen  den  Grössen 

«9  /i,  y=:«  +  ^,  a,  M  und  i?  unter  der  Annahme  auf,  dass  a  zwischen  den  ganzen 

negativen  Zahlen  —h  und  —  (^  +  l)i  ß  zwischen  0  und  —1  liegt  und  dass  a  eine 

positive  Zahl  ist,  wobei  ich  die  abkürzenden  Bezeichnmigen: 


g) 


^-{y)^-^+{y  +  ^)t(^-^^ 


u  •    ■  \   u 

benntse,  mit  der  Massgabe  jedoch,  dass  die  Functionen  verschwinden,  wenn  der 
Index  negativ  wird,  und  zur  Einheit  werden,  wenn  derselbe  Null  ist;  nämlich: 


h) 


(1-«)!'       J 
=  ««-1(1 -uy-1 -»»-/»-» (1-M)/»-« -tt«-l(l-u)-«-«  9* (y,«), 


^        '       l      f»y+i       (i-M)y+i    I 

X9*-i(y  +  l,  M)aff, 
allgemein: 

«.-i+r(t_«)^-.  |i— 4-- v(y +*;''* V^^+^l  •••<"+*- ^)r 

^        ^        \      uy+'-        (l-«)y+»"    j  1.2...  r 

>«/«       \*«ö...(a  +  f  — 1),     .           Äi/-       XÄ  !<*•••  (ö +  r  — 1) 
=  u«-t(l-u)^-i — --^^ ^_/(uf)'-w-/J-i(l-u)/»-i T-^ -— V 

X.Z..*f  X.1S...T 


-t««-t+r(l-u)-«-«-''9Ä_,  (y+r,  U)| 


a  f(af+l)...(af+r  -\) 
1.2. ..r 


-az{\-z)fr-%{z\ 


worin  /r-t(')  eine  leicht  zu  ermittelnde  ganze  Function  r-2i«n  Grades  von  z  ist, 
die  jedoch  für  einen  negativen  Index  verschwindet,  and  worin  für  r>^  das  ganze 
letzte  Glied  der  rechten  Seite  fortfällt.  Bei  der  Addition  sämmtlicher  Gleich- 
ODgen  h)  Utost  sich  die  Summe  der  letzten  [in  7A-.(y  +.,  u)  multiplicirten]  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  in  der  Form: 

i)      «.-.(l-u)— .  |^-4.^+4.(^)'  +  ...  +  (-l)»A(^*} 

danteilen,  wobei  die  Grössen  A  von  u  unabhängig  sind  and  folgende  Werthe 
liaben: 
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werden.     Oder  vielmehr:  wir  lassen  uns  unter  Voraussetzung  eines  ganzen 
positiven  n  durch  R  induciren,  mit  welcher  Grösse  wir  L  zu  multipliciren 


-aj5(l-«)l(y-fT-l)r-2/iW-(y  +  T-l)*-3AW±...  +  (-l)*A-2(i)r" 
=  (y  +  T-l-aj?)*-a2f(l-£f)|(y  +  v-l)«-2/l(£f)4----l, 

T  =  0,  1,  .  •  ,,  Ä. 

Somit  wird  die  Summe  i)  mit  Rücksicht  auf  g) : 

=  u«-«  (1  -  u)-«-t  9/,  ^y  -  a«,  u)  -  az{l -  z)0h^%  (if,  u).u«- >  (l  - u)-  "-', 

wenn  ich  mit  0a-2(<^>  t«)  eine  ganze  Function  von  z  und  r vom  A-  2^"  Grade 

1—« 

bezeichne,  die  wiederum  bei  negativem  Index  verschwindet.  Multiplicire  ich  nun 
die  Gleichungen  h)  mit  du,  integrire  links  von  0  bis  1  und  summire  dann  für  r 
von  0  bis  00,  summire  dagegen  rechts  zuerst  und  integrire  dann,  so  erhalte  ich 
nach  der  Gleichung  8)  am  zweiten  angefahrten  Orte  (worin  die  obere  Grenze  des 
Integrals  als  1  statt  od  zu  lesen  ist): 

r(a)r(ß)    r(ct+i)r(g)       r(ct+2)rw  a(a+i)  . . 

Hy)  r(y  +  l)     """"^      r(y+2)         1.2        '^'" 

^       J  (l-WJ?)a  J  (1-^)« 

0  0 

1  1 

—  Zu«-»  (1- 1*)-«-»  9a  (y  -  aZj  u)  du  +  a;?  (l-  z)  Cu»-^  (l-  u)-«-!  O^-t  («, u)  du, 

-Ä>a>-(Ä  +  1),   0>/5>-l. 
Man  kann  sich  davon  überzeugen,  dass  diese  Gleichung  nicht  nur  auf  der  linken 

Seite,  welche  in     ^  ^  ^'^'  F(a,  a^  a-hß;  z)  übergeht,  sondern  auch  auf  der  rechten 

einen  endlichen  Werth  hat,  so  lange  £^<1  ist;  beide  Seiten  werden  für  £r  =  l  no- 
cndlich.  Wir  multipliciren  k)  mit  z^^  verstehen  unter  a  eine  positive  ganze  Zahl 
und  formen  die  Gleichung  in  folgender  Art  um: 

1)  ^-^^^^F{a,a,a^ß^,z).z<^:=J^  +  J-{-J'-^az{\'Z)r\ 

J=/u-^/J-l(l-My-1    |(^iif)"%«(y-a,t*^)-^j(lt*, 
»    1 

J=Ä«yMa-l(i-u)/J-i|(l-fiff)-a-/*9A(y-a,u)-(l-u)-a-/*9A(y-a£f,  W)|<jf4, 

0 

1 

J"z:zZ»  /u«-l  (l-U)-«-10/,-2(«,  U)du. 
0 

In  diese  Gleichungen  setze  ich  nun: 

a  =  «  +  Ä;,   p  =  t;,    yzzx  +  h-^v^   a^l'  —  tif 
multiplicire  dann  1)  mit 

Wk{9Jr::-r-m 


rca;)r(t;)^  '  '^'  3/(3/ +  1J  ...(y  +  r-lj 
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haben,    um   dasselbe   Resultat,    wie   durch   Vermehrung   des   beireffenden 
Arguments  um  1  zu  erreichen,  und  multipliciren  nun  L  hiermit,  indem  wir 


und  Bummire  nach  r  von  0  bis  g^  nach  h  von  0  bis  go;  dabei  führe  ich  fQr  cTq,  J\ 
J"  die  Summation  nach  r  zuerst  und  zwar  mittels  der  Gleichung  ej  aus;  auf  diese 
Weise  erhalte  ich: 
•     9    ...  V  A:(A:-l)...(A;-r-H)  «(«+!). ..(aj+*-l)    c  „  E,, 

.        Vix+v)  r   ?,  ,    -Nfc/  N  (t>+n  — 1)  ...(v+n-Ä;)  ,  ,       ,,    ,,       .    ,.      ^  ,„^ 

^  .^0  J.^^^'  '^N(yfij...(y+7--T)  ''J- 

Nun  liegt  x  zwischen  l  —  g  und  —g^  also  a  zwischen  1-^  +  X:  and  —  ^  +  X;;  da 
aber  a  zwischen  -h  und  -  (/i  +  1)  liegen  sollte,  ist 

h^g-l-h, 
h  nimmt  also  mit  wachsendem  k  ab,  daher  ist  die  Anzahl  der  Glieder,  die  durch 
Summation  von  /'  und  J"  entstehen,  eine  endliche;  jedes  J'  verschwindet  aber 
für  j=l,  und  (l  —  z)J"  ebenfalls.    Setzen  wir  nun  in  m)  2^  =  1,  so  gehen  diese 
beiden  Glieder  der  Summe  fort;  weiter  wird 

«  -Ä>a>-(Ä  +  1),  -a>/3-a>-(a  +  l), 

daher  wiederum  nach  Gleichung  8)  a.  a.  0.: 

also  wird ,  day  —  a;  +  n=l  —  ^  —  a;-t?  positiv  ist  [siehe  d)] ,  der  von  Jq  abhängige 

Theil  der  Summe,  wie  in  Gleichung  5),  =i2,  die  linke  Seite  von  m)  wird  aber 

nach  f)  =.L,  und  es  ist  daher: 

1 

Der  Coefficient  von  -^  ist,  abgesehen  von  dem  bezüglich  k  constanten  Factor 
u-/»-i(i-t*)/*-«:     ^ 

Entwickeln  wir  die  Summe 

*=o       (1-«)*-"     *=o    'VI  1.2  / 

in  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe,  so  ist  der  Co- 
efßdent  von  !^\  l,  von  einer  andern,  etwa  der  |>^«"  Potenz  aber: 

=  (-i>l(n)p-(n)i(n-l)p-,+(n)2(n-2)p-,-+...  +  (-l)P(n),|, 
=  (-l)p(n)p  11 -(p), -f. (!)),  +  ... +  (-l)Mi>)p)=0. 

Der  Werth  der  Summe  ist  also  Eins,  und  zwar  für  jedes  f,  da  es  eben  eine 
Potenzenreihe  ist,  die  für  jeden  Werth  von  z  convergiri  [Bezeichnen  wir  übri- 
gens die  Summe  mit  6(2r,  n),  so  ist: 

^^^  =  n(e(5,n-l)-e(f,n-l))  =  0. 
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alle  beschränkenden  Voranssetzungen  über  seine  Argumente  fallen  lassen. 
Wir  bezeichnen  nun  L  als  Fanction  seiner  Argumente  in  folgender  Art: 

L  I  _ r^^  a;(y  +  t;  +  n~l)  x{x  +  iny  +  v  +  n-l){y  +  f>  +  n) 

Für  ganze  positive  n  ist  dies  gleich  R.  Setze  ich  nun  in  R  [Gleichung  1)] 
x  +  1  statt  Xf  so  geht  es  über  in 

wobei  X  als  Abkürzung  dient.  Ich  multiplicire  nun  fni^ty*  v)  gliedweise 
mit  X,  wobei  ich  zur  Abkürzung  die  einzelnen  Olieder  von  fn{x,  y^  v)  (ohne 
das  Vorzeichen   mit   einzubegreifen)    mit  Uo=l,   U|,  U2  etc.,   und   durch 

Um 9  Um  Ausdrücke  bezeichne,  die  aus  Um  durch  Erhöhung  des  Argumentes  x 
bez.  f  um  1  hervorgehen.     Es  ist: 

IX^        (y-a?-l)(g  +  y)         ^1  n(y  +  t;  +  n-l)         ^^   ^ 

(y  — Ä  +  n  — l)(a;  +  »  +  n)  (y  — x  +  n  — l)(a;  +  »  +  w)        "^   *' 

dazu  —  UjX: 


also  6(£r,n)  constant.]     Ferner  ist  der  Coefficient  Bp  einer  beliebigen,  etwa  der 

I  —  fjLZ 

_i,ieB  Potenz  von  ,  wenn  *»  =  — n'  gesetzt  wird: 

^  uz  ° 

Bp  =  i'-ir'P  J:(-'l)H-nk(x-¥V'\-k-p--l),^p^n^, 

_f    .x«^-p(^  +  t;-n)...(a;  +  t?~j)-l)   r(n-j)  +  l)  r(l- a; -t?) 
"^     ^  1.2...(n'-p)  'r(l-i))r(n'+l-a:-v)' 

vorausgesetzt,  das8p<n'  ist,  d.  i.  Bp  =  l  für  p  =  0,  und  =0  für  |3>0.  Ist  p  >  n', 
etwa  j7~n'+9,  so  ist  der  Coefficient 

Bp  =  (-l)<i   2:(-n')*(a;  +  v  +  A--w'-g-  1)*-,, 

k  =  q 

d.  i.  nach  leichten  BeduotioDeu  und  da  n' mindestens  =1  und  l  —  x  —  v  positiv  ist: 

„  _/    IV,   l n...(n-t-g-l) 1       __ 

^^     ^    ^'{l-x-v),..{n-x-v)\n-^l-x-v)...(n-^q-l-^\~x-v)'r{l-n) 
Folglich  ist:  r,=  l-r-" 

und  för  r  =  1 : 

[ro]»=i  =  o. 

Der  Coefficient  Yr  von  |i/(y  +  l)...(y  +  r  — ll""'  wird  erhalten,  wenn 

(g)rk{k - 1) ...  (A;  -  r  4- 1) (n)*  =  ig)r  n(n - 1) . . .  (n  -  r  4-l).(n  -  r)»-, 

statt  (n)k  gesetzt  wird;  dabei  kann  die  Summation  von  k  =  r  beginnen  and  die 
weitere  Behandlung  führt  mit  Rücksicht  auf  d)  zu  dem  Resultat,  dass  ebenfalls 
Fr  =  0  und  somit  nach  n) :  t       r> 

X«  =  xv 

ist. 

Um  den  Beweis  zu  vervollständigen,  ist  noch  zu  zeigen,  dass  die  eben  be- 

stätigte  Gleichung,  falls  sie  für  ein  v  zwischen  0  und  -1,  und  für  ein  x  zwischen 

1-^  und  -g  gilt,  auch  dann  richtig  bleibt,  wenn  man  diese  beiden  Variabelen 

um  beliebige  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert;  dies  ergiebt  sich  aber  aus 

den  weiteren  Entwickelongen  im  Texte. 


Zueammeni 
dann: 


Daiu  kommt  w,Z;  in  der  Summe  C^  +  u^X  tritt  nach  leichter  Umfor- 
mutig  das  Pioduct  (j  — i  +  l)(a;  +  2)  auf,  dessen  zweiten  Factor  ich  zum 
vorangehe nil BD  Bruche  ziehe,  während  ich  y  — x  +  l  in  (n  —  x+n  —  l) 
—  («  —  2)  umrorme;  erateres  multiplicire  ich  mit  \ix-^v  +  n  in  der  Form 

1         /  „_2    \ 

—^ — -j^  i  1  —  —r — ^^  )  I    letzteres    mit    derselben    Grösse    in    der    Form 


1_     x  +  e+2 

„ 2 

besitzen,  entsteht  d: 


:h  Zu 


a+n  +  n 


lammenxiehung  dei 
Gleirbung; 


Glieder,   die  den  Factor 


=  3(»\ 


-C,i. 


j(j  +  l)(i  +  »  +  l)(i+«  +  2)  (»-!  +  »- !)(»  +  »  +  ") 
Die  Fortsetzuug  dieser  Operationen   und  der  Beweis  ihrer  allgemeinen  Gil- 
tigkeit  (durch  den  Schiusa   von  n  auf  n  +  1)   macht  lieine  Schwieriglieit,*  j 
und  wir  gelangen  so  su  den  Oleichungen: 
,  Z(l-i.,  +  »,  +  ...+  (-l)»i„) 

»(»i-l).-(>i-i)      (»<-l)...C«-ti|(»-m.«-l|...;y-Mn-«-H;-l) 

„,'''+' — o 


-l)(iC+l'  +  «)   ] 


.3...*     y...(y+i-lj(a:+c+l)...(l+u+fc)[y-a 
"'  __(S+_l)(»+i)(«+»)_ 

«(j-.;»:i)(n-„+n)'"'  +  ' 
Hit  »M  +  i    Terschwindet  gleichzeitig  Ct  +  ,   fz.  13.  wenn  «  =  t  ist),    und  in  | 
dtemean  Fnlle  ist,  wie  vorherzusehen; 

9)  XW,!l.')  =  U'  +  Us.v). 
In  aDdern  Falle  wird,  wenn  wir  k  ins  unendliche  wachsen  lassen: 

10)  J/,(x,ff.  .')  =  rn(i+I,y,p)  +  Km(HI)*+'CV  +  ,)*=,. 

Der  Quotient  —Ct  +  r-C/,  nähert  sich  der  Eins,    also  strebt  (— l\*+'Ci,v\ 
eiD«m  beatiiniBten  Wertbe  zn.  üra  ihn  zu  erhalten ,  begintt«!!  «w  4,AY^^  Ck-v^ 
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mit  dem  Factor  ^^ 9       h ^^^  multipliciren  Zähler  und  Nenner 

n^it  r(-")^,i;^+;)y  +  '+'^-i),  dadurch  wird; 

(-i)*+.c*^..=  wr(.+.+i) 

II) 


(x  +  v  +  n)(if-x  +  n-\]r{-n)r{x  +  \)r(y+v+n-l) 


r*+l-n)r(*  +  a;  +  l)r(Ar  +  y  +  e  +  ») 


r(k+\)r(k+x+v+\)r(k+y) 

Mittels  der  bekannten,  fttr  sehr  grosse  Werthe  von  n  geltenden  Formel: 

rw-=//f(^)' 

läset  sich  aber  leicht  der  Satz  beweisen: 
Wenn 

«I  +  <»2  +  •••  +  "«  =  ft  +  A  +  •••  +  Z^« , 

80  ist 

Demgemäss  ist  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
11)  für  k  =  (X)  Eins,  und  es  folgt  aus  10): 

_^      ,,       ..   Viy)V{x  +  v  +  \) 

Jn{X't  >2/'^i-»-(^  +  ^  +  ^)(^_^  +  ^_l)r(-„)r(a:+l)r(i/  +  t;  +  n-T) 
oder 

^  .  V{y)  V{x  +  V) 


(y^x^\)V{-n)V{x+\)V{y  +  v  +  n-\) 

Diese  Gleichung   entwickeln  wir  weiter  durch  Erhöhung  von  x  um  je  eine 
Einheit.     Zuerst  wird: 


(j^-x-2)(a:+l)r(-n)r(a;  +  l)r(y  +  t)  +  n-l)' 

fahren  wir  in  dieser  Art  fort  und  eliminiren  aus  den  entstehenden  Gleich- 
ungen die  Functionen  /iiC^J  +  l,  y,  v),  /li (^  +  2 ,  y,  t>)  etc.,  so  bleibt  zuletzt 
rechts  /li(QO,y,  v)  stehen,  und  wir  müssen  sehen,  was  das  ist  und  wie  es 
sich  mit  der  Convergenz  verhält.  Wenn  wir  die  Fälle,  in  denen  y  oder 
x  +  v  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  wodurch  fn{x^y,  v)  unendlich 
wird,*  ein-  für  allemal  ausschliessen ,  convergirt  fn{x^y,v)  für  alle  end- 
lichen Werthe  der  Argumente,  denn  es  ist,  wobei  zu  berücksichtigen,  dass 
die  Glieder  bei  genügend  grosser  Gliedzahl  gleiche  Vorzeichen  erhalten: 


*  und  zwar,  wenn  nicht  etwa  ein   anderes  Argument  Null  ist,  nicht  un- 
bestimmt, sondern  wirklich  o»,  wie  aas  dem  einfachen  Falle  n«*  1  eu  ersehen  ist 
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-ov  WA-i""  k{y  +  k  —  l){x  +  v  +  k'-\) 

^  ^k^  +  ix  +  y  +  v-4)k^  +  ... 

so  dass  die  Differenz  des  üoefficienten  von  %'  in  Nenner  und  in  Zähler  2 
und  somit  das  Oauss*8che  Kriterium  der  Convergenz  erfüllt  ist.  Anders 
aber,  wenn  x  unendlich  wird;  dann  giebt  Gleichung  6): 

/  f-^   ..  ,A-i     r^^  y  +  v  +  n-l  (y  +  v  +  n^]){y  +  v  +  n)  ^ 

r{y)r{\-v) 


und  hier  gehört  zur  Convergenz  der  Reihe ,  dass  l  —  v  positiv  ist  [wie  auch 
aus  13)  für  a;  =  Qo,  wenn  man  den  Coefficienten  von  k  bildet ,  zu  erschliessen]. 
—  Bei  Ausführung  der  beabsichtigten  Elimination  erhalten  wir: 

-.       . ro+x^y)r(x+v)r{y)r(i^v)     

rn{x,y,v)      r(l+a:-w-y)Rx  +  t;  +  n)r(y  +  n)r(l-i;-w) 

1  r(y)r(x+v) 


I) 


ar  +  l-y  R- w)  r(aj+l)r(y  +  t;  +  n-l) 
^1    "^         (a;+l)(a;  +  2-y) 


{x+\--n''y){x  +  2-n-y){x  +  v+n){x  +  v  +  n  +  l)         1 
"*■  ^x  +  \){x  +  2){x  +  2-^y){x  +  'd^y)  '^"'l' 

l-t;>ü. 

Die  Bedingung  1  — 1;^0  ist  zugleich  die  Convergenzbedingung  für  die  in 
den  Klammern  |  {  eingeschlossene  Reihe. 

Will  man  ferner  von  fn{x^y^  v)  zu  AnC^j^y  t'+O  gelangen,   so  muss 
man  Ersteres  mit 

{x  +  v){v  +  n)  ^y 

v{x  +  v  +  n) 

multipliciren,  doch  unterdrücke  ich  die  Rechnung,  die  im  Wesentlichen  der 
früheren  ähnlich  ist,  um  nicht  zu  umständlich  zu  werden,  und  schreibe  nur 
die  Haaptgleichung  hin,  zu  der  wir  im  Laufe  derselben  gelangen  würden: 

F(l-u,  +  u,+...  +  (-l)*wO  =  l-i!Jj  +  w,  +  ...  +  (--l)'^iJ;fc  +  (-l)^2>^+,, 

14)7)       ^n(n'-^)'"{n-k)x{x+\).,.{x  +  k)(y  +  v  +  n)...{y  +  c  +  n  +  k''l) 
^    ^■*'*  1.2.../t        y,„{p^k'-\)[x  +  v+l)„.(x  +  v  +  k)vlx  +  v+n) 

^       (k+^)(y  +  k){x  +  v) 

{y  +  v  +  n'-\)v{x  +  v  +  n)''"'-^'' 

80  dass  wiederum  Dk^\  verschwindet,  wenn  dies  bei  Uk^\  der  Fall  ist; 
dann  wird: 

15)  Vfn{x,y,v)^U(x,y,v  +  l). 
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Mittels  üeberganges   zur  Grenze   k^^co  (wenn  eben  u/t+i  mit  endlichem 
Index  nicht  verschwindet)  erhalten  wir  jetzt: 

Setzen  wir  hierin  v  +  l  statt  v  und  verhalten  uns  überhaupt  so,  wie  beim 
vorigen  Falle,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu  der  Gleichung: 

f  (^  ^  ,x      r(a;+p)r(i>  +  n)r(y)r(y+n-rc) 1  r{y)r(x  +  v) 

II)  x|l  + ^±±^"11 

^  ^V^{v  +  n  +  \){y  +  v  +  n) 

t;(t;  +  l)(a;  +  t;  +  n)(g  +  t;  +  fi  +  l)  \ 

'^{v+n  +  l){v  +  n  +  2){y  +  v  +  n){y  +  v  +  n  +  l)^'"r 

y  +  n— ic>0, 

wobei    y  '■^'n'-'X>  0    gleichzeitig    die    Bedingung    der    Convergenz    von 
fni^ty^  Qo)  und  für  die  in  den  [j  eingeschlossene  Beihe  ist. 

Zu  späterem  Gebrauch  füge  ich  noch  die  den  Gleichungen  12)  und  16) 
entsprechenden  für  y  und  n  hier  an:* 

/•  f^  .,  .A_(y~^)(y+n) ,         . 

^  1  r(y  +  l)r(a;  +  e;) 


y{y  —  x  +  n)V{-n)V{x)V{y'\-v  +  n) 
und: 

,  X       iy+n)  (x+v  +  n) 

^  y  +  t;  +  2n  r(j^)r(a?  +  r) 


(y  -  X + n)  it;  +  w)  r(- w)  r(a;)  r(j^  +  v  +  «) 

Den  nächstliegenden  Zweck  erreichen  wir  ohne  deren  Benutzung  leicht  in 
folgender  Art. 

Schreibt  man  fni^^y^v)  in  der  Form: 

19)      f,{x,y,v)-l  +  ^-^+      i2c{c  +  l)c(c  +  \)     +•••• 

SO  sieht  man,  dass  es  im  Zähler  sechs  Anordnungen  und  dazu  im  Nenner 
je  zwei,  also  im  Ganzen  zwölf  Anordnungen  giebt,  welche  die  Reihe  un- 
geändert  lassen;  die  ersten  sechs,  in  o;,  y,  v,  n  ausgedrückt,  sind: 

Argument  x  ist  zu  ersetzen: 

ä)  durch  x,    h)  durch  y  +  v  +  n  — 1,    c)  durch  y  +  v  +  w  — 1, 
d)  durch  —  w,    e)  durch  —  n,    /")  durch  x; 

Argument  y  ist  zu  ersetzen: 

o)  durch  y,    6)  durch  y,    c)  durch  ä  +  v,    d)  durch  a;  +  t;, 

c)  durch  y,    /")  durch  ä  +  v; 

*  Vergl.  besflglich  dee  Beweises  die  Anmerkung  <u  Qleiohang  26). 
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Argument  v  ist  zu  ersetzen: 

o)  durch  »,    h)  durch  1  +  aj  — y  — n,    c)  durch  1  — »  — n, 
d)  durch  y  +  «,   e)  durch  x  +  v  +  n^   f)  durch  y  — «; 

Argument  n  ist  zu  ersetzen: 

a)  durch  1— y  — »  — n,    6)  durch  «,    c)  durch  w,    d)  durch  — a;, 

c)  durch  —  a?,    /")  durch  1— y  — »  — «. 

Die  anderen  sechs,  nämlich: 

X  zu  ersetzen :   a)  durch  a; ,   5')  durch  y  + 1;  +  n  —  1,  c'j  durch  y  +  v  +  n  —  1 , 

i)  durch  —  n,    e')  durch  — «,    /")  durch  a;; 

y  zu  ersetzen:   a)  durch  y,    &')  durch  y,    c')  durch  a;+t^i    ^)  durch  a;  +  t^f 

e')  durch  y,    /^)  durch  ä  +  v; 

t;  zu  ersetzen:   a)  durch  p,    ft')  durch  1+«  — y  — n,    c*)  durch  1  — »— n, 

eJ')  durch  y  +  n^    e)  durch  «  +  »  +  ♦»>    f)  durch  y  — a?; 

n  zu  ersetzen:    a')  durch   n,    6)   durch   —  a?,    c)   durch   —  a;,    (f)   durch 

l—y—v  —  n^    e)  durch  1  — y  — »  — w,    /^)  durch  n, 

sind  den  ersteren  hez.  äquivalent  und  bedürfen  daher  keiner  weiteren  Berück- 
sichtigung. 

Wenden  wir  diese  Yertauschungen  auf  die  Gleichung  I)  an,  so  geht 
sie  durch  ä)  in  sich  selbst  zurück ,  durch  h)  in  II)  über ;  die  anderen  Ver- 
tauschungen c),  d),  e)  und  f)  geben  bez.  folgende  Oleichungen  III),  IV)^ 

V)  und  VI): 

f.  .      r{y)r(y-x  +  n)r(x  +  f>)r{t  +  n) 

fnKx,  y,  V)  _  p^^_^^)  Ry-a;)  V(f>)  V(x  +  f>+n) 

1 r(y)r(a;  +  t>) 

nn  y-x  +  n  R- n) r(a;)  r(y  +  r  +  n) 

^(i|  {y  +  n)(y^x) 

t    "^(y-a;  +  n+l)(y  +  r  +  n) 

.  (y4-n)(y+n+l)(y-a?)(y-a?+l)  4....I, 

'^(y-a:  +  w+l)(y-a;  +  n  +  2)(y  +  »+n)(y+i;+w+l)'^"  j' 

«;  +  «>0; 
.  ,  .      r(l-a?-t;-fi)r(y)r(a;  +  p)r(l-^y-n) 

1  r(y)r(a?  +  p) 


IV) 


"( 


l-.a;-p-n)r(l-n)r(aj)r(y  +  r  +  «-l) 
1^     (l-w-p)(y-a;) 


(l-n)(2-a;-r-w) 

(l~n-p)(2-n-t^)(y--a?)(y-a?  +  l) 
"*"(l-n;(2-n)(2-»-p-fi){3-a?-»-n) 

l-n-y>0; 

a«ltMfaim  C  Mftihnnftilk  n.  Pbjiik  XXXTI,  ft.  19 


+  •••  V 


} 
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.    ^    J-     V,-^-"N.' 


.  .  r(x  +  v)r{\-n-y)r{y)r(\-n-x-v) 

'"^''•^'''^"r(p)r(l  +  a;-n-y)r(»-a;)rCl-n-.-) 

t  r(y)  r(x + v) 


V) 


1-n-y  r(\-n)r(x)r{y  +  v  +  n-l) 
I         v{\  +  x-n-y) 
^V^(2-n-y)(l-n) 

,  v{v  +  l){l  +  x-n-y){2+x-n-ij) 


+ 


■1 


^  (2-n-y)(3-«-y){l-w)(2-«) 
1  — w  — a;  — «;>0; 

ny)r(l-p)r(a;  +  t>)ni-y+a;) 

f''^'^'^''''~~r>y  +  n)r{l-v-n)r{x  +  v  +  n)r(l-y  +  x-n) 

l  r{y)  r(a!  +  V) 


VI) 


l-f  r(-»)r(H-a;)r(y  +  ti  +  «-J) 
„  fl  I  (y  +  >»)(l-»»-t;) 
^r**"     {2-v){l  +  x) 

,  {y  +  n)(y  +  n  +  \){l-n-v){2-n-v) 


+ 


(2-v){S-v)(l  +  x){2  +  x) 
l-y+xAO. 

Die  ersten  Summanden  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  bezeichne 
ich  in  I)  und  VI)  mit  B„,  in  II)  und  III)  (wie  bisher)  mit  R,  in  IV)  und 
V)  mit  B^,  und  die  in  den  Klammern  eingeschlossenen  Reihen  bez.  mit 
Ä,,  iSj,  Sj,  Sf,  S^,  Sg.  Zwischen  R',  R,  iJ' ergeben  sich  mittels  Anwen- 
dung des  Satzes: 

r(fi)r(i-^)  =  -7-^, 

folgende  Beziehungen: 

___ sin (n+y-x) 7t  sin{n  +  v)7i     ^rosiy-x- v)!^- ci)s(2n'^=-y-x  + v)7t 

"  sin(y  —  x)7T  .sinvTi  cos[y  —  x  —  v)n^cos{y  —  x  +  v)'!t       ' 

also 

20)  R^^^^Ry  wenn  n,  oder  wenn  ?/  — ic  +  v  eine  ganze  Zahl  ist; 

,  __  sin  {v  -{•  n)  Tt ,  sin  (y  -  x  '\'n)Tt     __  cos  {x-\'V-y)7i  —  cos  (2n  +  y  —  X'\-v)'jt 

,      sin{v'\-n-\-x)n.sin\y'\-n)K         cos(x+ v- 11)71- cos {2n  +  y'\'X  +  v)7i    * 
also 

21)  R'=  R^  wenn  x,  oder  wenn  f>  +  y  +  2n  eine  ganze  Zahl  ist; 

sin{x  +  v  +  n)7t.sin(y  +  n)7t    ,cos{x  +  v-y)7i''COs{2n  +  y  +  x  +  v)7i 
°  sin  {y  "  x)n,  sin  V  7t  cos  {x  +  v  —  y)  7t— cos{x  —  v  —  y)7t        ' 

22)  /?q=ä',  wenn  y  +  i^  +  w,  oder  wenn  x-^r^^  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  1)  bis  VI)  in  zweifacher  Art  zur  An- 
wendung bringen.  Erstens  zeigen  sie,  in  welchen  Fällen  sich  fn{x,y^v) 
in  geschlossenem  Ausdrucke  darstellen  lässt. 

1.  n  =  ganzer  positiver  Zahl. 

In  I)  geht  der  zweite  Summand,  des  Nenners  r(— n)  wegen,  fort, 
wenn  S^  convergirt,  also  wenn  1  — f>>0  ist;  ist  dies  nicht  der  Fall,  also 
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■i'>0;  ist  aber  v>}, 
IV)    positiv,    also   mit 


|>>1,  so  ^ebt  die  Gleiohung  I)  kein  Bicfaeree  Reanltat;  dann  ist  aber  in 
HI)   p  +  n>0,    also    entweder    fa{x,y,v)=  li^    oder   =Ä,    d.  i.   aber   , 
wegen  20): 
25)  U{x,y,v)=B^=R 

[womit  die  Gteicbung  1)  neu  bewiesen  ist].  Gleiches  Besultat  liefern  auch 
die  Gleicbungen  U)  und  VT), 

2.  x=:  negativer  ganzer  Zabl  (abgekürzt :  n.  g.  Z.),  wobei  ich 
die  Null  in  diesem  Zusammenhange  auch  immer  im  Folgen- 
den zu  den  negativen  ganzen  Zahlen  rechnen  werde. 

In  11)  geht  der  zweite  Summand  Tort,  wenn  y  +  «  — a:>0;  ist  aber 
j  +  fK^jr,  also  negativ,  so  ist  in  IV)  1  — n— t/>l(,  also  mit  Rücksicht 
auf  21): 

23a)  U{x,y,v)=R=R\ 

Gleiches  Resultat  liefern  auch  die  Gleichungen  111)  und  V). 

3.  j(  +  '-|-»i-l=n.g.Z. 
In  I)  geht  der  »weite  Summand  fort,  wenn  1- 

bo  muss  y-\-n  negativ  sein,   also  ist    \—n~y   in 
RQcksicht  auf  22): 

23b)  f^{x,t,,f>)  =  Ii„  =  li'. 

Gleiches  Resultat  liefern  auch  die  Gleichungen  V)  und  VI).  Ist  ausserdem 
noch  »  oder  x  eine  ganze  Zahl,  so  ist  nach  20)  oder  21)  ll„=  W=  K,  so 
daes  also  in  diesen  Fällen  auch  die  Gleichung  1)  bestehen  bleibt. 

4.  i+«  +  n  =  n.g.  Z. 

Die  Reihe  fn{x,y,  i')  lääst  sich  durch  eine  endliche  Reihe  von  \~x~v-n 
Gliedern,  multiplicirt  in  einen  aus  Gammafunctionen  zusammengesetzten 
Amidrnck,  summiren,  nfimlich  vermttge  1),  wenn  \  +  x  —  y  keine  n.  g.  Z., 
and  Teriu9ge  11),  wenn  v-\-n  keine  n.  g.  Z.  iet.  Im  ersten  ausgeschlossenen 
Falle  wlre  die  Differenz  x  +  f  +  n  — (l-f-ai  — y),  d.  i.  y  +  E  +  «— 1  eine 
ganze  Zahl,  im  zweiten  wäre  x  eine  ganze  Zahl;  ist  die  betreffende  ganze 
Zahl  negativ,  so  ist  die  Summe  sehr  leicht  nach  3.,  bez.  2.  auszuführen. 
Andernfalls,  zumal  wenn  1  +  jr  — y  und  v-\-n  gleichseitig  negative  ganze 
Zahlen  sind,  bietet  sich  eine  andere  Methode  dar,  die  aber  auch  Oberhaupt 
den  vorliegenden  Fall  (x  +  u -{- n  =  n.  g.  Z.)  vollkommen  erledigt. 

äei  also  X  -^-v  ■\-  n  gleich  der  negativen  ganzen  Zahl  —  g,  so  ist 
—  n=:x-\-  v-\-g  und  daher : 

(g  +  i>  +  (?)a:(y  +  t.  +  tt-l) 

1. *(»  +  ") 
(g+f+3l[it+f+g+l)^(x+l)(y  +  f+«-Ito+i-  +  n)  j 
•■  \,2.y{y^\){x  +  v){z  +  v+l) 

Nun  terlege  ich,  wie  schon  Oft«r  Shnlioh  geschehen,  folgendermasBen : 
^^  19» 


/■.(».  y.'')  =  H-- 
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(x  +  v  +  h) ...  (x  +  v+g  +  h-'-l) 
(x  +  v)...{x+v  +  g'-l) 

'^^^^^'^^v  +  ^^^\x  +  v){x  +  v  +  l)  +  "'  +  {x  +  v)...(x+v+g^y 

^  =  1,  2,  .. .,   QO, 

und  sammle  die  Coefficienten  von   — - — r 7—^^ — ; =^  (r  =  0, 1,    ..,  ^), 

..  j         a  (x+v) .,.  [x  +  v  +  r^l) 

80  ist  deren  Summe: 

^         '       ^  '  y'j/  +  l)...(y  +  r-l)  r(y-a;)r(l-i^-n) 

Demnach  ist: 

L  .  g(.v  +  e^  +  n-l)  a;,..(a;+^-l)(y  +  f;  +  n-l)...(y  +  t>4-n  +  9^-2)| 

^1   ■*■       l.(x+r)      ■'■"•^  1.2...5r(x  +  0...(^+i'  +  5'-l)  r 

x  +  v+n^  —  g. 

Dies  ist  die  angekündigte  Formel.     Für  y  =  x  +  k  wird  sie: 

..  ^_{l+g  +  x)(2+g  +  x)...{k'-l-\-x) 

9P^^        V.  (1  ,  (fe-^-1)^  .   {h-g-\)(h^g)x{x  +  \)  . 
^ö)        ><\*+    l.(a:  +  i;)    +     l.2.{x+v){x  +  v  +  \)    +-' 


+ 


1)1 


1.2  ...5r(x+r)(r  +  t;  +  l)  ...  {x-^-v+g- 
a;  +  p  +  w+5r  =  0,   y  — ic  — Ä;  =  0,    jfc  — ^  — 1>0. 

Wäre  Ä  — ^— 1<^0,  so  Hesse  sich  der  Ausdruck  für  fn{x^y,  v)  in  ein 
Product  von  Gammafunctionen  zusammenziehen,  wie  bereits  vorher  gesagt. 
Aus  diesem  Ausdrucke  ist  n  ganz  elirainirt,  der  Werth  von  v  +  n  ist  also 
auf  denselben  ohne  Einfluss. 

Ich  halte  mich  nicht  weiter  bei  den  anderen  Fällen  5.  bis  9.  auf,  in 
denen  nämlich  p,  oder  l+a?— y  — n,  ode)  y  +  w,  odery  — x,  oder  endlich 
l  —  v  —  n  eine  n.  g.  Z.  ist,  da  sie  sich  alle  in  ähnlicher  Art  erledigen  lassen, 
wie  dies  besonders  in  der  Bezeichnungsart  der  Gleichung  19)  ersichtlich  ist. 
Mit  Benutzung  derselben  können  wir  nämlich  sagen: 

L  oder  fnix^y^  v)   lässt   sich  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Glie- 
dern und  f- Functionen  ausdrücken: 

1. — 3.  wenn  eine  der  Grössen  a,  6,  b\ 

4. —  9.      »        I,      I,  n       c  —  a^  c'—hy  c  —  h\  c  —  a,  c  — 5,  c  — 6 

eine  negative  ganze  Zahl  ist. 

Femer  lässt  sich  die  unendliche  Reihe  /*«  {x  ,y^v)y  von  gewissen  Aus- 
nahmefällen abgesehen,  in  eine  endliche  umwandeln«  wenn  a,  oder  5,  oder 
b'  eine  positive  g.  Z.,  d.  h.  n  eine  n.  g.  Z.,  oder  x  oder  ^  +  r-f  n  — 1  eine 
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positive  g.  Z.   iit    Zu  dem  Zweolie  geben  wir  znr  Gleiobnng  13)  znrDck, 
setzen  dftrio  £  —  1  statt X  und  drQcken  fal^i  y«  r)  durch  f„lz—l,y,t>)nae: 


-hS.')- 


20) 

''{'•+°-""'-"^-"-'-'-r,-„)rwr(»  +  ,+.rT)r 

Mittels  dieser  Gleichung*  ist  fnil.yi")   durch  r-Functioneo   ausgedrückt, 
da  f»{0,  >/,  r]  =  l  ist.     Ui  aber  x  eine  ganze  positive  Zahl   >l,  § 
wir  durch  Verminderaog  von  a:  folgende  Gleiehnngen  entstehen: 
1 


Ux-i,i,,v)  = 


r.(i.y.'')  = 


(x  +  v  +  n-2)[}/-x  +  n  +  l) 

j(x  +  ,..-2)(s,-«^-l)^(^-2,y,  f) 


(«+f 


eto. 


i)r(-i.)ri^)r(y+i'+»-i)j 

etc., 


(«'  +  «1(9  + 
("(y-I)- 


.-1) 
1.2.. 


Qierbei  muas  Toraasgesetzt  werden,  dass  keiner  der  Nenner  vor  den  Klaro- 
mem  \\  verschwindet,  daas  also  entweder  (x  +  n  +  n  —  l)  und  (jf  —  x  +  n) 
keine  ganzen  Zahlen  sind,  oder  da«s  in  diesem  Falle: 

27)  (x+r  +  «-l)(r+«)>n  und  (y-x  +  n)(y  +  n-l)>0 
sind.  Dann  folgt  fn{x,y.  v)  durch  Elimination  von  f«(x-\,y,  v),  f„(x-2,^,v) 
...,  Aitl,  y,  v)  aus  2G)  nnd  26a).  [et  einer  der  genannten  Ausdrucke  Mall, 
so  ist  daraus  nicht  zu  schliessen,  dass  die  rechte  Seite  der  betreffenden 
Uleicbung  den  Werth  oc  hat,  eondern  sie  erücbeint  unter  der  unbestimmten 
Form  ^;  die  Klammer  nimmt  dann  nämlich  auch  den  Werth  Null  an,  was 
man  i.  B.  in  26)  für  den  Werth  x  =  i/  +«  leiebt  mittoU  I)  oder  V),  wenn 
darin  x—  1  statt  x  gesetzt  wird,  erkennt. 

Die  Auswerthang  selbst   fuhrt  auf   einfache   bestimmte  Integrale.     Ist 
s.  U.  3!  e=  1  und  v=  —  n,  so  ist : 

__  r(y)r(i  +  -) 

L("+H)"(y+ti-i)i 


/■-{i., 


-»)= 


.(y-l)- 


r'-«}r{y+r+n 


Nun  int  ab«r  bekanntlich  für  ein  positives  p: 


■  Wanden  wir  nuf  diese  Oleichung  die  Substitution  A)  an,  so  bleibt  darin 
/■('•Vi*')  ungeAndert,  f,(x-\,y,v)  geht  aber,  wie  leiebt  zu  fiberaeben 
'■»'(».  y-l.«)  Iber;  ist  nun  die  ülsichung  11)  in  illinlicher  Art,  wie  die  Gleich- 
ungen IJ)  und  Ifl)  abgeleitet,  und  setzt  msji  darin  n  +I  »tutt  n ,  und  y-1  statt  y^ 
M>  ilrOckt  sie  {.^,<,x,y-  I,  uj  durch  /■■^.■(i, :/,  t)  aus,  und  dann  kann  man  mittels 
J«  doicb  die  Sabetitutian  dl  tronsformirUB  Ulolcbnng  26)  f, (x, y,  c)  mit  /. .. (i,  y, 
In  Zuuunmnnbattg  l>iiiih'vii.     Auf  diese  Art  entatebt  ilie  Qleicbang  18). 


J 
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1 

0 

worin  C  eine  gewisse  von  fi  unabhängige  Constante  ist,  also: 


und  somit: 


1 


29)  r.(l.y,-«)  =  ^-^l  (»+«/^^^T=f  "'*')• 


woraus: 


y-l>0,  l-n>0, 


30) 


-n(y-l)     (l-«)y     (2-n)(y  +  l)  ' 

=  _n(y-!.n-l){^  +  "/^nr^H 
y-l>0,  l-n>0, 


welche  Gleichung  sich  nachtrSglich  unschwer  beweisen  lässt  und  fllr  y  =  1  —  n 
zu  der  ebenfalls  richtigen  Gleichung: 

fuhrt.  0 

Sind  fi+p  und  ii  +  q  oder  eine  dieser  Grössen  negativ,  so  sei  k  eine 
derartige  ganze  positive  Zahl,  dass  ii+p  +  k  und  fi  +  q  +  Jc  positiv  sind 
(dabei  braucht  X;  nicht  notbwendig  die  kleinste  derartige  Zahl  zu  sein); 
dann  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung 

r(>«+p)^  {ix  +  q)...(tx  +  g  +  k-l)  n^  +  p  +  Jc) 
r{,x  +  q)      (f»  +  p)...(f«  +  P  +  ft-l)  r(^  +  3  +  Ä) 

dAr(i^+qy    r((i+q) 


V rrt '"l' 


0 

welche  also  an  die  Stelle  von  28)  zu  setzen  ist.*  Gleicher  Art  sind  dann 
auch  die  Gleichungen  29)  — 31)  zu  modificiren;  z.  B.  wird,  wenn  n  zwi- 
schen 0  und  1  liegt,  statt  31): 

*  Soll  fft  +  9  nach  der  Differentiation  der  n.  g.  Z.  —  ^  gleich  gesetet  werden, 
80  ergiebt  sich  aus  8S): 

[h(^)U,^.,-<-'>""'-'-'^- 


Von  Prof.  Dr.  L.  Saalschutz.  295 


.00 


1,1,1,  1    ,   Pe-^udu 

0 

(wobei  der  obigen  Bemerkung  über  k  zufolge  eine  untere  Grenze  für  n  an- 
zugeben nicht  nötbig  ist). 

Ist  2^=1— n,  und  v  +  n  nicht  Null,  so  ist  analog  29): 

1 

33)  AO,  l^n,t;)=^(l  +  ny'^'""J2r"^i    t'>0.  n<l; 

0 
diese  Gleichung  bedarf  aber  einer  aus  dem  Obigen  ableitbaren  Modification, 

wenn  die  Bedingungen  i;>0,  n<l  nicht  erfüllt  sind. 

Ist  in  26)  x  =  2  und  v  +  n  +  \  ==^0,   so  ist  nach  derselben  Methode : 

/n(2,y,-n-l)  j 

^^^  (y-l)(y~2)        lt.ro,,        ,     .  n  Ti^^li"^"^.! 

0 

Die  Behandlung  des  analogen  Falles  a;  =  2,  |^  =  n  —  2,  sowie  die  even- 
tuelle Modification  der  Gleichung  34)  möge  nicht  weiter  ausgeführt  werden. 
Erwähnt  aber  werde  noch  einmal,  dass  der  allgemeine  Fall ,  in  welchem  in 26) 
X  eine  positive  ganze  Zahl  und  af  +  c+w  — 1  =  0  oder  y  —  a? -f- w  =  0, 
sich  auch  durchführen  l&sst,  wenn  man  die  mit  x  gleichzeitig  wachsende 
Unbequemlichkeit  der  Rechnung  nicht  scheut ;  und  sodann ,  dass  mittels  29) 
[bez.  33)]  und  der  Gleichungen  26)  und  26  a)  sich  fnix^y,  v)  finden  lässt, 
wenn  v  +  n  (bez.  y  — 1  +  w)  =0  ist,  und  dass  mittels  34),  26)  und  26a) 
fnix^y^v)  sich  auch  bestimmen  Ittsst,  wenn  v  +  n  +  l  ^=0  ist 


(So h lau  folgt.) 


XIX. 

L  Beitrag  zur  kinematisohen  Theorie  der  Oelenk- 

meohanismen. 

Von 

Johann  Exeiber, 

Asiiitent  a,  d.  Kgl.  Teohn.  Hoohichule  in  Mflnohen. 
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Auf  Veranlassung  des  Herrn  Professor  Dr.  L.  Burmester  theile  ich 
aus  meinen  Studien,  betr.  die  „übergeschlossenen  Mechanismen^  folgende 
besonders  auf  die  Boberts*sche  simultan  dreifache  Erzeugung  der  Koppel- 
curve  (three  bar-motion)  bezüglichen  Resultate  mit,  welche  geeignet  sind, 
den  der  letzteren  zn^  Grunde  liegenden  Gelenkmechanismus  in  genetischem 
Zusammenhang  mit  anderen   kinematischen  Gebilden  erscheinen   zu  lassen« 

I. 
Das  invariable  Dreieck. 

Denken  wir  uns  die  Basis  AB  eines  beliebigen  Dreiecks  ABC  in  n 
willkürliche  Theile  durch  die  Punkte 

zerlegt  und  durch  diese  Punkte  je  die  Parallelen  zu  den  übrigen  Dreiecks- 
seiten gezogen  (Fig.  1),  so  wird  die  Fläche  des  Dreiecks  in  — ^j —  Paral- 

lelogramme  und  n  unter  sich  und  dem  Ausgangsdreieck  ABC  ähnliche 
Dreiecke,  welche  als  Kette  an  die  Basis  AB  angeheftet  erscheinen,  ab- 
getheilt. 

Fassen  wir  nun  diese  Dreiecke  und  Parallelogramme  als  selbständige 
Gebilde  auf,  d.  h.  die  Dreiecke  und  Parallelogrammseiten  als  starr  und 
untereinander  gelenkig  verbunden,  so  gewinnen  wir  hiermit  den  Typus 
eines  ebenen  Mechanismus,  von  welchem  folgender  Satz  gilt: 

„Wie  man  auch  diesen  Mechanismus  verzerren  mag,  die  Gestalt 
des  Dreiecks  der  drei  Eckpunkte  A^  B^  C  bleibt  invariabel.^ 

Dieser  Satz  ist  direct  als  wahr  zu  erkennen,  wenn  man  beachtet,  dass 
in  allen  Verzerrungen  die  „polygonalen^  Seiten  AB^  AC^BC  ähnliche  Linien- 

vorstellen. 
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II. 
Der  Sylye8ter*8clie  Pantograph.* 

Aastansch  der  Dreiecke  und  Parallelogramme  in  einem 
iCecJ^&Q^smuB.  —  Sei  ABC  irgend  ein  Dreieck  in  einem  Mechanismus  M, 
aßy^  irgend  ein  Parallelogramm  desselben,  das  in  irgend  einer  Art  mit  dem 
preieck^JBC/  in  Verbindung  steht,  so  kann  man  es  immer  durch  Zufügung 
Y^oi^  Parallelogrammen  (wie  Fig.  2  angedeutet)  erreichen ,  dass  das  Dreieck 
^^C einem  Parallelogramm  benachbart  wird. 

Von  zwei  solchergestalt  benachbarten  Figuren  erkennt  man  leicht  die 
Bi^eoBchaft: 

„Jeder  Eckpunkt  des  Dreiecks  kann  durch  Verschiebung  des 
Dreiecks  als  ein  Eckpunkt  eines  Parallelogramms  dargestellt  werden.^ 
Es  liegt  eben  dieser  Satz  in  der  Vertauschbarkeit  der  Summanden  bei 
der  jyStreckenaddition''  begründet. 


Wir  wollen  nunmehr  dieses  Resultat  auf  den  yon  uns  unter  I  gewon- 
nenen Mechanismus  in  Anwendung  bringen,  indem  wir  der  Zahl  n  succes- 
uTe   Yerschiedene  Werthe  beilegen. 

Sei  zunächst  fi  =  2,  so  erhalten  wir,  wie  Fig.  3  zeigt,  den  Panto- 
graphen  SjWester's.  Denn  es  ist  klar,  dass  bei  festgehaltenem  Eckpunkte 
des  Parallelogramms  n^  die  beweglichen  Ecken  B  und  C  der  beiden  Drei- 
ecke \ ,  Aj  mit  Ä ,  vermöge  unseres  Satzes  I ,  das  Dreieck  yon  invariabler 
Oeetalt  bilden.  — >  Es  ist  hier  noch  anzumerken,  dass  ein  Austausch  von  Drei- 
ecken und  Parallelogrammen,  z.  B.  von  A^  und  tTj,  wie  er  gestattet  wäre, 
keinem  neuen  Typus  Veranlassung  giebt. 


m. 

Soberts*8che  simultan  dreifache  Erzeugung  der  Koppelcurve. 

Fflr  n  =  3  geht  der  unter  I  entwickelte  Mechanismus  in  Fig.  4  über. 
Der  simultane  Austausch  von  Dreieck  A^  und  Parallelogramm  n^y  von 
Dreieck  A3  und  Parallelogramm  ^r,  liefert  den  bekannten  Mechanismus  der 
Dreistabbewegung,  was  man  wohl  ohne  Weiteres  erkennt 

Beim  Festhalten  der  Eckpunkte  A,  B  bleibt  vermOge  unseres  mehr- 
&ch  erwähnten  Satzes  auch  C  fest,  trotz  aller  Beweglichkeit  der  drei  Drei- 
ecke, welche  im  Punkte  P  zusammengekoppelt  erscheinen. 

Hiermit  dürfte  wohl  ein  Beweis  für  die  simultan  dreifache 
Erzeugung  der  von  dem  Koppelpunkte  P  beschriebenen  so- 
genannten „Koppelcurve^  gegeben  sein,  der  an  Einfachheit 
kaum  zu  wünschen  übrig  lässt. 

*  Man  vergl.'hier  und  im  Folgenden:   Dr.   L.  Barmeeter,   Lehrbuch  der 
ik,  Leipxig  1888,  wo  die  einschlägige  Literatur  au&i^\a>\<:^\i  X^^iav^dssaX.  '\%{u 
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Bevor  wir  yon  dem  so  erhaltenen  Typus  zu  anderen  übergehen ,  wollen 
wir  noch  einige  wichtige  sich  hieran  anknüpfende  Betrachtungen  einschieben, 
welche  uns  zu  einer  neuen  Erzeugung  derselben  Koppelcurve  hinleiten  werden. 

IV. 

Naehweis  der  Existenz  von  oo^  Snhepnnkten  im  bewegten  Mechanismus 

der  Koppelcurve.     (Fig.  5.) 

Seien  S^^  S^^  8^  drei  entsprechend  gelegene  Punkte  in  den  drei  unter 

sich  fthnlichen  Dreiecken  a       a       a 

A,,  Aj,  A3, 

P  der  letzteren  Eoppelpunkt,  so  gilt  der  Satz: 

yjDer  Gegenpunkt  S*  zu  P  in  dem  aus  den  drei  Strecken  FS^, 
PS^j  PSq  zu  construirenden  (ebenen)  Parallelepipede  ist  ein  i^Ruhe^ 
punkf,  wie  sich  auch  P  auf  der  Koppelcurve  bewegen  mag.^ 

y,Der  Punkt  S  hat  übrigens  zum  festen  Dreieck  ABC  dieselbe 
Lage,   wie  irgend  einer  der  Punkte  St  in  einem  beweglichen  Drei- 
ecke A|." 
Der  Beweis  kann  entweder  mit  Hilfe  der  unter  I  und  II  entwickelten 
Sätze  geführt  werden  und  ist  hiernach  auf  rein  geometrische  Basis  gestellt, 
oder  auch  mit  der  Methode  der  ^Coordinatenaddition'',  welche  wir  an  dieser 
Stelle  folgen  lassen. 

Seien  zu  dem  Ende  die  Coordinaten  von  entsprechenden  Eckpunkten  in 
den  vier  Dreiecken: 


ABC: 


^xVi  ^%y%  ^3^3 


A2: 
A, 


xy      x^^y^^    Xyiygi 
x^^y,^      xy      x^^y^^ 

^i^^i^   V2/2^      xy 


»3* 

(wobei,   wie  ersichtlich,   x,  y   die  Coordinaten  des  Koppelpunktes  P  sind). 
Hiernach  ergeben   sich   die   Coordinaten   der   oben   näher  bezeichneten 
Punkte  Äj,  Äg,  S3  zu: 


n%  =  ^yi^+  f*y  +^3/3* 
»?3  =  ^yi^  +  f*y2^+  »^y^ 


S^i    g,=  Ax  +|^V  +  va;gi 

8^\    58  =  Aa?,*+  ^x  +vaj3* 

S3:     $3=^0;^»  +  ^  «2^+  vx 
wobei : 

Da  sich  nun  bekanntermassen  die  Coordinaten  des  Gegenpunktes  S  von  P 
in  einem  Parallelepipede  als 

(die  Parenthese  deutet  an,  daas  es  sich  um  die  x-  oder  ^-Coordinaten  des 
eingeschlossenen  Punktes  handelt)  ergeben,  so  folgt: 

r=  i(x  +*,»  +  x,»-2x) 
+  ^(ai'+  X  +V-2x) 
+  »(«,•  +  «,«+  X  -2x). 
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^^*-  •»  -*>-»--^^^j^^ 


^6gen  der  ParaHelogramme  n^^  n^^  n^  reducirt  sich  dies  aaf: 

^d  analog 

troinit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

V. 
Verallgemeinemng  der  Erzeugung  der  Koppelcurve. 

Construiren  wir  uns  drei  der  unendlich  vielen  Ruhepunkte  der  Art  S^ 
^^Icbe  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  können  die  solchergestalt  ge- 
zahlten Punkte  ^,   ^.,   g„. 

die  Bolle  der   festen  Punkte  A,  B^  C  vertreten.     D.  h.:   Wir  können  in 
diesem  Falle  die  Dreiecke  a       a       a 

von  Äf  B,  C  loslösen,  ohne  die  Erzeugung  der  Koppelcurve  durch  P  zu 
beeintrSchtigen.  Hieraus  entspringt  aher  eine  neue  verallgemeinerte  Erzeu- 
gung der  letzteren,  welche  sich  wie  folgt  aussprechen  lässt: 

„Werden  in  drei  im  Punkte  P  zusammengekoppelten  ebenen 
Parallelepipeden  $|,  $2,  ^3  die  drei  Gegenecken  zu  P  festgehalten, 
die  auf  den  durch  P  laufenden  Kanten  liegenden  Eckpunkte 

*n  *j,  h  ^<>»  %^    h^  h^  h  vo»i  ^ii    »»1»  »»«»  »»3  von  ißj 
rei     npe     (^^j^^j^   {h^kfn^),  (hh^) 

geordnet  und  als  die  entsprechenden  Eckpunkte  von  starren  unter 
sich  fthnlichen  Dreiecken  betrachtet,  so  beschreibt  P  die  Koppel- 
curve in  simultaner  dreifacher  Erzeugung.^ 

9 Wenn  sämmtliche  drei  Parallelepipede  ^,,  $2*  $8  (welche  ge- 
mäss der  zuletzt  vorgeschriebenen  Bedingung  der  Aehnlichkeit  der 
drei   Tripeldreiecke  nicht   völlig   unabhängig   voneinander   sind)   in 
Pkurallelogramme   degeneriren,   so   erhalten   wir  den   ausgezeich- 
neten   Specialfall    der    gewöhnlichen    simultanen    drei- 
fachen Erzeugung  der  Koppelcurve." 
Zwischen  diesen  zwei  Typen  von  Mechanismen  liegen  noch  jene,  welche 
AUS    dem  allgemeinen  Falle  oben  dadurch  hervorgehen,   dass  entweder  ein 
^er  zwei  Parallelepipede  in  Parallelogramme  ausarten. 

Da  uns  nichts  hindert,  die  Zahl  der  gewählten  Punkte  8\  8'\  ... 
^liebig  zu  vermehren ,  so  kann  man  jederzeit  und  zwar  in  grosser  Varietät 
Mechanismen  angeben,  die  nicht  blos  eine  „dreifache'',  sondern  „ beliebig 
^^elfache*  simultane  Erzeugung  derselben  Koppelcurve  repräsentiren. 

Neben  diesen  „mehrfachen"  Erzeugungen,  denen  übergeschlossene  Me- 
^naiusmen  zu  Grunde  liegen,  kann  man  auch  noch  die  „einfachen"  be- 
^^^'ftcliten.  Man  hat  zu  dem  Ende  dann  nur  zwei  ebene  Parallelepipede  (bez. 
^^t^ehgramme)  entsprechend  zwei  Fixpunkten  in  Be\x^\i\>  xm  ia^^xl« 
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Es  ergieht  sich  dann  hierbei  insbesondere  der  Satz: 
„Koppelt  man  zwei  willkürliche  Dreiecke: 

in  Ä   zusammen,   ergänzt   die   von  ^  auslaufenden  Seitenpaare    zu 
den  Parallelogrammen 

und  Ittsst  von  den  Punkten  x,  Ä^  y  der  Reihe  nach  den  ersten  fest 
sein,  den  zweiten  auf  einem  Kreise  laufen,  so  beschreibt  der  dritte 
eine  Koppelcurve.** 
Hierbei  mag  bemerkt  werden,  dass  Xy  A^  y  diesen  drei  Operationen 
gegenüber  beliebig  unter  sich  vertauscht  werden  dürfen.     (Fig.  6.) 

VI. 

Eine  weitere  Form  simultan  dreifacher  Erzeugung  der  Koppelcurve 
ergiebt  sich,  wenn  man  in  der  Leitfigur  von  Fig.  4a  das  Dreieck  Ag  mit 
dem  Parallelogramm  n^  vertauscht  Der  entstehende  Mechanismus  ist  in 
Fig.  7  angegeben  und  zeichnet  sich  ebenfalls  durch  allseitige  Symmetrie 
(im  erweiterten  Sinne)  aus.  Während  beim  gewöhnlichen  Mechanismus  der 
Koppelpunkt  P  drei  Dreiecke  verbindet,  stossen  nun  hier  drei  Parallelo- 
gramme in  ihm  zusammen. 

Für  die  Fälle  w  >  3  finden  wir  einige  ausgezeichnete  Mechanismen 
skizzirt,  so  für  n  =  4  in  Fig.  8,  für  w  =  6  in  Fig.  9,  welche  man  noch 
beliebig  weiter  vermehren  kann.*  Ein  Mechanismus,  welcher  der  Zahl  n 
entspricht,  hat,  abgesehen  von  den  drei  Eckpunkten  Ay  B^  C,  von  denen 
der  dritte  fest  bleibt,  wenn  die  beiden  anderen  festgelegt  sind  —  was  wir 
annehmen  wollen  — ,  noch  eine  (n  —  2)  -  fache  Beweglichkeit.  Soll  diese  zu 
einer  einfachen  werden,  so  haben  wir  es  noch  in  der  Hand,  irgendwelche 
n  — 3  einfache  Bedingungen  (Laufen  auf  Curven  von  bestimmten  Punkten, 
sofern  solches  mit  dem  Charakter  der  letzteren  verträglich  erscheint)  dem 
Mechanismus  aufzuerlegen.  In  diesem  Falle  hat  dann  jeder  von  Be- 
dingungen nicht  getroffene  Punkt  eine  zwangläußge  Bewegung  auszuführen. 


*  Trotz  erhöhter  Beweglichkeit  des  Mechanismus  kann  man  auch  hier  die 
Existenz  von  oo*  Rahepunkten,  analog  dem  Falle  IV,  nachweisen.  Zur  besseren 
Charakterisirung  dieser  Art  von  Rubepunkten  möge  die  Bemerkung  dienen,  dass 
dieselben  selbst  dann  ihre  Eigenschaft  nicht  verlieren,  wenn  man  —  bei  festgehal- 
tenen Eckpunkten  A^  B^  G  des  Mechanismus  —  letzteren  von  der  Beschrilnkung 
blos  „ebener"  Beweglichkeit  befreit.  In  dem  zuletzt  angezogenen  Falle  kann  auch 
die  Bedingung  der  AehnHchkeit  der  auftretenden  Dreiecke  aufgegeben  werden. 
Waa  die  Beweisführung  anlangt,  so  wird  diese  im  Allgemeinen,  wie  unter  IV,  auf 
Coordinatenaddition  gestützt;  gleichzeitig  geometrische  Beweise  aber,  wie  dort, 
sind  nicht  zu  erbringen. 
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Zum  Schiasse  sei  es  gestattet,  noch  auf  einen  Specialfall  unseres 
Satzes  unter  I  hinzuweisen,  der  auch  auf  Polygone  des  Baumes  an- 
gewendet werden  kann. 

Beachtet  man,  dass  die  schraffirten  Dreiecke  in  Fig.  1  zu  Basen  die 
Seiten  eines  Poljgonzuges  hahen  und  unter  einander  ähnlich  sind,  so  erkennt 
mau;  wenigstens  für  den  Fall  der  Ehene,  dass,  wenn  die  Höhen  der  be- 
sagten ähnlichen  Dreiecke  gleichzeitig  Null  werden ,  was  durchweg  einer 
Theilnng  sämmtlicher  Polygonseiten  nach  demselben  Verhältnisse  gleich- 
kommt, auch  der  dritte  Eckpunkt  C  unseres  Mechanismus  1.)  fest  bleiben, 
2.)  die  Strecke  AB  im  selben  Verhältnisse  theilen  muis.     (Fig.  10.) 

Führt  man  das  ebene  Polygon  unter  Festlassung  der  Eckpunkte  il,  B 
in  ein  räumliches  über  und  betrachtet  die  orthogonalen  Projectionen  des 
kinematischen  Gebildes  auf  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  so  beweist 
man  leicht  für  jede  einzelne  Projection,  dass  der  Projectionspunkt  yon  C 
bei  aller  Beweglichkeit  der  Polygonseiten  fest  bleibt  und  zwar  die  Verbin- 
dungslinien der  Projectionen  yoü  Ä^  B  im  selben  Verhältnisse  theilt.  Hier- 
nach ist  klar,  dass  der  Punkt  C  selbst  auf  AB  fest  bleiben  und  diese  Strecke 
im  erwähnten  Verhältnisse  theilen  muss,  genau  so,  wie  es  auch  bei  Be- 
trachtung des  ebenen  Polygonzuges  der  Fall  war. 


Wenn  in  unserer  Fig.  1  die  Zahl  der  Theile  n  auf  der  Basis  der  end- 
lichen'Strecke  ^IjB  sehr  bedeutend  wächst,  so  gehen  die  auftretenden  Poly- 
gonzüge in  Curvenstücke  über,  welche  in  ihrer  Gesammtheit  ein  Netz  mit 
„rein**  parallelogrammatischen  Maschen  repräsentiren  (Fig.  11).  Natürlich 
bleibt  auch  für  dieses  „Netz"  unser  unter  I  abgeleiteter  Satz  yon  dem  frei- 
willigen Festbleiben  des  Eckpunktes  C  bestehen.  Das  Gleiche  gilt  auch, 
wenn  wir  die  Ebene  unserer  Figur  einer  Verbiegung  ohne  Dehnung  unter- 
werfen ,  wodurch  wir  eine  Fläche  vom  Krümmungsmaasse  (Q)  =  0  erhalten. 
Auf  eine  solche  kann  man  sowohl  die  Fig.  1;  wie  das  daraus  abgeleitete 
Netz  übertragen,  indem  man  sich  letztere  etwa  als  Fadenfiguren  vorstellt, 
wo  die  einzelnen  Fadenstücke  (-Elemente)  geodätische  Linien  der  Fläche 
repräsentiren.  Wir  können  also  den  unter  I  gefundenen  Satz  auch  für 
Flächen  vom  Gauss'schen  Krümmungsmaasse  0  als  bewiesen  erachten. 

MüncheD,  Juli  1890. 
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XV.  Mathemaüsohe  Misoellen. 

Unter  dieser  Ueberschrift  beabsichtige  ich  an  dieser  Stelle  aus  «i«^^q, 
Werke,  das  ich  demnächst  unter  dem  Titel  „Die  Division  in  der  Theo^-^je 
der  ganzen  Functionen  einer  Yariabelen.  Bekanntes  und  Neues  in  neia^r 
Form*'  zu  yeröffentlichen  gedenke,  Mittheilungen  in  der  gewöhnlichen  D^f. 
stellungsweise  zu  machen. 

Vorbemerkung.  Wir  sehen  die  Grösse  a^,  wenn  sie  in  einer  gane.«n 
Function  nten  Grades  von  x  den  Coefficienten  von  af  darstellt,  für  eir^«Q 
jeden  Werth  von  r,  der  kleiner  als  0  oder  grösser  als  n  ist,  als  eine  v^n 
Null  nicht  verschiedene  Grösse  au  und  bezeichnen  ferner  beispielsweise  c3.  en 
Quotienten  der  Determinanten 


a 
a 


11 
ii 


a 


«31      « 


12 

'22 

32 


a 


a 


13 

«11 

23 

«22 

«23 

«21 

'33 

und 

«32 

«33 

durch 

«81 

a 


it 


a 


a 


82 


a 


13 
23 


;o 


'33  J 


I.  ludopendenie  Darstellung  der  bei  der  Division  zweier  ganzen  Fancti^^sioii 
auftretenden  Quotienten  und  Rente  dnrcli  deren  Coeffloienten« 

Es  stellt  bei  der  Division  der  Function 

in  die  Function 

9>(a;)  =  ofmaf'H h  «o^^ 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  der  Determinantenquotient 


(p{x) 

f{x)x' 

f{x)x'"'-"-^ 


-m  —  n 


a„ 


«m-l 


0 


und  nach  steigenden  Potenzen  von  x  der  Determinantenquotient 


7)(.t) 
f(x)  ir" 
f{x)  x^ 


a, 


0 


er. 


a 


(» 


a, 


a-i    a 


0 


:o 


\   \^ 


Kleinere  Mittheilongen. 


303 


wenn  die  ins  unendliche  gehende  Anzahl  der  Horizontal-  und  Yertikal- 
reihen,  die  erste  Horizontal-  und  Vertikalreihe  nicht  mit  eingerechnet, 
auf  fs  eingeschränkt  wird,  den  nach  z  Theildivisionen  bleibenden  Rest  und, 
sobald  in  der  ersten  Vertikalreihe  das  erste  Element  durch  0  ersetzt 
und  aus  den  folgenden  Elementen  die  Function  f{x)  entfernt  wird,  mit 
dem  entgegengesetzten  Zeichen  den  nach  e  Theildivisionen  auftretenden 
Quotienten  dar. 

Den  Coefficienten  von  af  im  Quotienten  oder  den  DivisionscoefGcienten 
der  Grösse  x^  erhält  man,  wenn  man  in  der  den  Dividendus  bildenden 
Determinante  die  Horizontalreihe,  welche  das  Element  f(x)x^  enthält,  mit 
der  ersten  Horizontalreihe  vertauscht,  alsdann  die  erste  Horizontal-  und 
Vertikalreihe  entfernt  und  nun  in  ihr  sowohl,  wie  in  der  den  Divisor  bil- 
denden Determinante  die  Anzahl  der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  bei  der 
Division  nach  fallenden  auf  tn^n  +  l  —  r  und  bei  der  Division  nach  stei- 
genden Potenzen  von  x  auf  r  +  1  einschränkt.  Er  ist  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Zeichen  der  Coefficient  der  Grösse  f{x)x^. 

Zur  Bestimmung  des  nach  e  Theildivisionen  auftretenden  Quotienten 
bedarf  es  aber  der  Berechnung  des  DivisionscoefGcienten  der  Grösse  xT  ffir 
r  =  fn  — n,  ..,  w  — w— jp  +  1  hei  der  Division  nach  fallenden  und  für 
r  =  0,  ..,£?  —  l  bei  der  Division  nach  steigenden  Potenzen  von  a;,  und  der 
nach  z  Theildivisionen  bleibende  Rest  ergiebt  sich,  dem  gewöhnlichen 
Divisionsverfahren  entsprechend,  wenn  man  in  der  ersten  Vertikalreihe  die 
denselben  Werthen  von  r  entsprechenden  Functionen  f{x)  x^  mit  den  bezüg- 
lichen DivisioQSCoefficienten  moltiplicirt  und  von  der  Function  q>{jt)  sub- 
trahirt. 

So  hat  beispielsweise  bei  der  Division  der  Function 

2a;»-f3aj  +  l 
in  die  Function 

10x^-fl9at^-3a;2  +  5a;-)-9 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  der  nach  drei  Theildivisionen  bleibende  Rest 

die  Form 

I  10a.-^+19a;3-3a;«-f5a;-)-9 

i    2x^+  *dx^+  x" 

\   2s?+  Zx^+  X 

2rr«+  3  X  -f  1 

und  der  nach  drei  Theildivisionen  auftretende  Quotient  die  Form 

0  10     19    -3     ! 
X«  ;  2      3        1  0 
X   U)      2        3 

1  I  0      0        2 

Die  Divisionflcoefficienten  der  Grössen  9?^  x^^  sfi  stellen  sieh  in  der  Form 


10 

li) 

-3 

2 

3 

1 

0 

2 

3 

0 

0 

2 
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10 1 : 2», 


2     3 

2     3 

1 

10  19 

:2«, 

0     2 

3 

10   19 

-3 

:2« 

dar  und  haben  die  Werthe  5,  2,  —7.    Der  Quotient  ist  also 

5a;«  +  2Ä-7 
und  der  Rest 

-2{2sir^  +  3x^  +  x)  +  T{2x^  +  3x  +  l) 

=  24a; +  16. 


II.  Independente  Bestimmang  der  Fartialzähler  bei  der  Zorlegiingr 
einer  gebroclienen  Function  in  PartialbrQche. 

Die  aus  den  ganzen  Functionen 

g>{x)  =  amX^  +  •  •  +  «0^^  ^^  fi^)  =  ««^"  +  •  •  +  ^^^ 
gebildete  gebrochene  Function  (p{x):f{x)  lässt  sich,  wenn  von  den  n  Wur- 
zeln der  Gleichung  f{x)  =0  v, ,  . . ,  v^  Wurzeln   den  ungleichen  Grössen 
aV|>  •  .y  xvf^  gleich  sind  und  unter  der  Voraussetzung  a«  =  1 

f{x)  =  (a? -a:,,.)»'' . .  (a?  -  a;,,^)'''',     v,  +  . .  +  v^  =  n 

ist,   in  einen  ganzen  Theil  und  in  ft  aus  PartialbrUchen  zusammengesetzte 
Aggregate  von  der  Form 


-4y,o 


+  ••  + 


A 


v.#-l 


{x-x^y 


(x — x^y 

für  V  =  V| ,  . . ,  v^  zerlegen. 

Der  ganze  Theil,  der  im  Falle  m<^n  Null  ist,  ist  der  ganze  Quo- 
tient, der  aus  der  Division  der  Function  f{x)  in  die  Function  q>{x)  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  entspringt,  und  stellt  sich  in  der  Form 


u 

Clin 

.      «n 

^m-n 

an 

•      a2n 

-  m 

• 

• 

«              • 

• 

• 

•              • 

x"" 

«//i 

.    an 

1 

dar,  in  der  der  Coefficient  von  x^  sich  dadurch  bestimmt,  dass  man  in  der 
Determinante  die  Horizontalreihe,  welche  das  Element  x^  enthält,  mit  der 
ersten  Horizontalreihe  vertauscht  und  alsdann  die  erste  und  die  r  letzten 
Horizontal-  und  Vertikalreihen  entfernt. 

Für  die  Partialbrtiche  aber  gilt  folgende  Regel: 

Um  für  ein  gegebenes  v^  und  einen  der  Zahlenreihe  0,  . . ,  v*  —  1  an- 
gehörigen  Werth  von  r  den  zum  Partialnenner 

{X'-Xv^Y^'"' 
gehörigen  Partialzähler  zu  bestimmen,   hat  man  die  Elemente  eines  aus  n 
Horizontal-  und  v  Vertikalreihen  bestehenden  Gebildes  von  der  Form 
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oder  TOD  der  Form 


•  •  •  • 

{n-i\    n-v  /w  +  v-2\     „_i 


(v-l)«»    "    •     •       (v-l)'^ 


0 
V 


in  beliebiger  Wahl  für  n  =  i/j ,  . . ,  v^  zu  berechnen  nnd  die  diesen  Werthen 
entsprechenden  Gebilde  zu  einer  Determinante  znsammenzustellen,  den  Werth 
D  dieser  Determinante  zu  berechnen,  alsdann  aus  ihr  die  erste  Horizontal- 
reihe und  Yon  den  dem  gegebenen  v^  entsprechenden  Yertikalreihen  der 
Reihe  nach  die  erste,  die  zweite  n.  s.  f.,  schliesslich,  je  nachdem  für  das 
v^  die  erste  oder  die  zweite  Form  des  Gebildes  gewählt  worden  ist,  die 
(r-l-l)te  oder  die  letzte,  V|te  Vertikalreihe  zu  entfernen ,  die  dadurch  ent- 
stehenden Determitianten  abwechselnd ,  je  nachdem  jenen  Yertikalreihen  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  Vertikalreihen  vorangeht,  mit  dem  Plus-  und 
dem  Minuszeichen  oder  dem  Minus-  und  dem  Pluszeichen  zu  versehen  und  * 
ihre  Werthe  Uq^  .  .,Ur  oder  Vq,  . .,  Vyi^i  zu  bestimmen,  femer  die  Function 

für  a  =  0,  . . ,  r  oder  die  Function 

für  p  =  0,  ..,  V|— 1  darzustellen  und  ihre  Werthe  Oqj  ..,  (Fr  oder  9^,  ..,  Qvi^x 
für  xs=:x^^  zu  berechnen  und  endlich  den  Ausdruck 

(<yrWo  +  ---  +  öoWr):I>   oder  {goVQ  +  ••>  +  Qp^^iVp^^l)  :D 
zu  bilden. 

Soll  hiernach  beispielsweise  die  aus  den  Functionen 

<p(a;)  =  2a^ -I- 3ä*  -  22ar»  +  23a?»  -  IIa?  + 15 
und 

^(a;)  =  a;«-6a?5  +  12a?*-6a?»-9a?«  +  12a?-4 

gebildete  gebrochene  Function   q>{x):f(x)  in  Partialbrüche  zerlegt  werden, 
so  ist  auf  Grund  der  Gleichung 

Ax)  =  (a?-l)»(»-2)«(«  +  l)^ 
ersichtlich 

vj  =  3,    r,  =  2,    vj^l,  n  =  6 
und 

aVi==l,   a5r,=2,    a5fr,  =  ~l 

za  setzen  und  zunächst  am  einfachsten  die  Determinante 

E«ltMl»lft  t  Mathematik  n.  PliTilk  XXXYI,  6.  20 
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© 


®"{?)^  ®2.(S)(-.^ 


in  die  Form 


Q>-  •  ■  p-  (?)^'  ©^  ©(-■)• 


10 

5 

80 

32 

—  1 

6 

4 

32 

16 

3 

3 

12 

8 

—  1 

1 

2 

4 

4 

0 

1 

1 

2 

—  1 

0 

0 

0 

1 

in  der  Form 


zu  bringen  nnd  zn  berechnen;  ans  dieser  Determinante  sind  dann  die  erste 
Horizontalreihe  nnd  der  Reihe  nach  die  erste,  die  zweite  n.  s.  f.,  schliess- 
lieh  die  sechste  Yertikalreihe  zn  entfernen  nnd  die  dadarch  entstehenden 
Determinanten  abwechselnd  mit  dem  Pins-  nnd  dem  Minnszeichen  zn  Ter- 
sehen  nnd  ihrem  Werthe  nach  zn  bestimmen,  nnd  endlich  ist  die  Function 

mit  Rflcksicht  darauf,  dass  der  grösste  Werth  Ton  v  3  ist,  f&r 

a  =  0,  1.  2 

23^+3  x*-22x*  + 23z*- Ux  +  iö, 
\0x*  +  i2x^-66a^  +  4Gx  -11, 
20«» +  18«*- 60 X +23 
darzoDtellen  ond  fiQr  die  Werthe 

x=l,    «  =  0.1,2;    x  =  2,    0  =  0,1;    x  =  -l,    c  =  0 

zu  berechnen.     Die  bezflglichen  Werthe  sind 

72;     36,    54,    81;    24,    -80;     -1 
nnd 

10,  -9,  -5;   21,      73;       72. 

Ans  diesen  Werthen  sind  nnn  die  Agg^regate 

10,36,    -9.36  +  10.54,   -5.36 +  -9.54 +  10.81; 
21.24,   73.24  +  21.-80;   72.-1 

zn   bilden   and  darcb  72  zu  dividiren.    Die  daraas  entspringenden  Zahlen 

5,3,  2;    7,  1;    -1 
Sind  alsdann  die  den  Nennern 


(a:-l)3,    (^^i)f,   (^.1)1.     (^_2)«,   (a:-2)« 

entsprechenden  Zähler  der  Partialbrüche. 

Ferner  gilt  für  die  Partialbrüche  folgender  Satz: 
Berechnet  man  die  Functionen 


{x+iy 


Air  die  Werthe 


V,  ..,  2y-l 
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und 


und  den  Werth  x^^Xv  —  die  den  Werthen  t  =  0,  . . ,  v  —  1  entsprechenden 
Functionen  verschwinden  für  diesen  Werth  — ,  und  bildet  aus  den  ermittelten 
Werthen  crir,y-if  . .,  crfr,o  nnd  atr,y-iy  ••,  ay,o  ^i®  Functionen 

so  sind  die  v  ersten  Divisionscoefficienten ,  welche  bei  der  Division  der 
Function  fv{^  in  die  Function  tpvi^  nach  fallenden  Potenzen  von  x  auf- 
treten ,  die  den  Indices  r  =  0,  . . ,  v  —  1  entsprechenden  Werthe  des  zum 
Partialnenner  (a^  —  rcy)^"'"  gehörigen  Partialzählers. 

um  hiernach  in  einer  einfacheren  Weise  für  die  Functionen 

g>(a:)  =  2a;5  4.3a;4_22a^  +  23rr«-lla;  +  15 

/•(a;)  =  a;»  -  6a^  +  12«*  -  6«3  -  9ic«  +  12a:  -  4 , 
für  welche  die  Grössen  x^  und  v  die  Werthe 

1,2,  -1;    3,2,  1 
haben,  die  Partialzähler  zu  bestimmen,  hat  man  die  Functionen 

D^9(ic):<r!,     J>^f(^x)\x\ 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  grösste  Werth  von  v  3  und  der  kleinste  1 
ist,  für 


und 


in  der  Form 


ö  =  0,  1,2;     r=l,  2,3,4,5 

2x5  +  3  ic*  -  22rr»  +  23««  -  IIa;  + 15, 
10«*  +  12ar»-66a;»  +  46«  -11, 
20ar»  +  18a:2-66a:  +23; 

6«5-30a;*  +  48rr3-  18a;«-18rr  +  12, 
15a;*-60rr3  +  72a:«-18a;  -9, 
20ar»-60ic«  +  48rr  -6, 
15«« -30«  +12, 
6«  -6 
darzustellen  und  für  die  Werthe 

«=1,       0  =  0,  1,2,   T  =  3,4,5; 
'  «  =  2,      ö  =  0,  1,        1  =  2,3; 
«  =  — 1,    ö  =  0,  r=l 

zu  berechnen,  und  erhält  alsdann  aus  den  in  der  folgenden  Tafel: 


.2-30 

3    10 


1  10  -9   -5 

2  21     73 
-1    72  -72 

verzeichneten  Werthen   die   zur  Bestimmung   der  Pi 
Functionen  in  der  Form 

10««-9«-5,  2««-3«;    21«  +  73,   3«+lö; 

nnd  für  die  den  Wurzeln  1,  2,  —1  entspreohaBdeB 

"^^^^^  5,  3,  2;    7,  1;   -1 

nach  folgendem  Schema: 
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2|3 


10  -9 

-5 

31-10    21 

73 

-72     72 

5     15 

7 

-70 

-1. 

3 

9 
2, 

1, 

av.f-l 

.        .       «1,0 

flv,v-i 

.     .     öv,o 

0 

• 

1           •           • 

flv,2»-2    . 

.     fly,v-l 

stellt  man  endlich  das  Aggregat  der  auf  die  Wurzel  x^  bezüglichen 
Partialbrüche  als  eine  gebrochene  Function  mit  dem  Nenner  {x  —  x^Y  dar, 
so  ist  der  Zfihler,  die  auf  die  Wurzel  x^  bezügliche  Partialzählerfunctiont 
der  Quotient ,  der  sich  bei  der  Division  der  Function  fv  (y)  in  die  Function 
9>y(y)  nach  fallenden  Potenzen  von  y^ix  —  Xp)"^  nach  v  Theildi Visionen 
ergiebt,  und  somit  von  der  Form 

0 


{x-XvY-^ 

und  der  zum  Partialnenner  (x^x^Y"'"  gehörige  Partialzähler  ergiebt  sich 
aus  ihr  dadurch,  dass  man  in  der  den  Dividendus  bildenden  Determinante 
die  Horizontalreihe,  welche  das  Element  {x^XpY  enthält,  mit  der  ersten 
Horizontalreihe  vertauscht  und  alsdann  die  erste  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihe und  darauf,  wie  auch  in  der  den  Divisor  bildenden  Determinante,  die 
letzten  v  —  r  —  1  Horizontal     und  Vertikalreihen  entfernt. 

So  erhält  man  in  dem  obigen  Beispiele  für  die  Wurzel  1,   zu  der  die 

Functionen  10x«_9x-5,    2a:^-3^ 

gehören,  die  PartialzSblerfnnction  in  der  Form 

0  10  -9  -5 


{X  - 1)> 
(x-1)« 


2-3       0« 
0        2-3 

0       0       2 


und  aus  ihr  die  Partialzähler  5,  3,  2  in  der  Form 


10 I : 2\ 


2    -3 
10  -9 


:2«, 


Berlin,  11.  Januar  1891. 


0 


2    -3 

0        2-3 

10  -9  -5 


:28. 


Leopold  Schendel. 


XVI.  Beitrag  zur  Kenntniss  der  algebraischen  Flächen  mit  Mittelpunkt 

Wenn  eine  algebraische  Fläche  fi}^  Ordnung  einen  Mittelpunkt  besitzt, 
so  vertritt  derselbe,  je  nachdem  n  gerade  (s  2ft)  oder  ungerade  (=  2v  — 1) 
ist;  bekanntlich* 


*  VergL  Salmon-Fiedler,  Analyt  Qeom.  des  Baumes  U^  8.688,  8.  Aufl. 
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,.(>t  +  n(4fi  +  5)             v(v+l)(4v-l) 
_ oder  g 

jlinr  bestimmenden  Ponkte. 

Ist  der  Mittelpunkt  gegeben,  so  sind,  wie  sich  leicht  ergiebt,  zur  voll- 
gtlndigen  Bestimmung  der  Fläche  im  Allgemeinen 

(^  +  l)(f>  +  2)(4M+3)      ^   ^^^^    v(v  +  l)(4v  +  5)      ^ 

6  6 

pankte  nOthig. 

Wenn  der  Mittelpunkt  jedoch  nicht  gegeben  ist  und  man  Termehrt  die 

Anxahl  der  Punkte,  die  ausser  dem  Mittelpunkte  zur  völligen  Bestimmung 

der  FlSche   im  Allgemeinen  nothwendig  sind ,   um   einen  weiteren ,   durch 

den  die  Fläche  ebenfalls  gehen  soll,   so  kann  der  Mittelpunkt  nicht  mehr 

beliebig  liegen,   sondern  muss  sich  auf  eine  Ortsfläche  beschränken.     Die 

Bestimmung  ^der  allgemeinen  Ordnungszahl    dieser  Fläche    ist  der  Zweck 

der  folgenden  Zeilen. 

a)  n  gel  gerade  (=2/1). 

In  diesem  Falle  handelt  es  sich  um  die  Beantwortung  der  Frage: 
,Von    welcher    Ordnung    ist   die    Ortsfläche    der   Mittelpunkte    der 

Flachen    2f»*«   Ordnung,    die    durch   (^  +  ^)^f*  +  ^)(^^+^)    gegebene 

Funkte  gehen?* 
Verstehen  wir  unter  g>^^  quaternäre  Formen  vom  Grade  2fi  und  sind 
li  Parameter,   so    ist  die  Gleichung  einer  Fläche  Sfi**'  Ordnung,    welche 
daroh  die  obige  Anzahl  von  Punkten  geht,  von  der  Form: 

/^=iA,^(0=o  für  <=1,2,3,  ...,  >*(M  +  lK4>*  +  5) 
I^iese  Fläche  hat  nun  den  Punkt  i\ri\i  zum  Mittelpunkt,   wenn  folgendos 
Sjstem  von -^—^ Bedingungsgleichungen  besteht: 

^)    ^udffldl'  ^^'    ^^^^^  P  +  <y  +  T=^Ä  und  Ä;=l,  3,  5,  ...,  2|i*  — 1. 
Kaoh  Euler*8  Theorem  von  den  homogenen  Functionen  ist  aber: 


d^f  f    d  d         d  a  V 


ai^at^^aj* 


age+iaij^as^a'»^    '  di9dri''+^di*dd' 
a*+v  ^       a*+v 


aj^aij^aj^+^ao-  '     di/idri^di;'d^* 

infolge  von  1). 

In  dem  System  1)  hat  man  somit  jede  Gleichung 

av 


dSfdjfd^ 


=  0 
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mit  Aasnahme  deijenigen,  für  welche  X;  =  2fi  — 1,  durch  die  entsprechende 
Gleichung 


zu  ersetzen. 

Ftthrt  man  nun  nach  dieser  Substitution  £Xiq>^*^  in  das  System  der 
Bedingungsgleichungen  ein  und  eliminirt  die  Parameter  il,  so  repräsentirt 
die  gleich  Null  gesetzte  Resultante  die  Gleichung  der  Ortsfläche  des  Mittel- 
punktes. Wie  man  leicht  sieht;  ist  diese  Resultante  in  Bezug  auf  | ,  17 ,  {; 
vom  Grade: 

3(2fi-2) +10(2^4-4) +  21(2^- 6) +  ...  +  ^(2fi  +  l).l 

=  if*((^*  +  5)(fi  +  l)-3) 
und  folglich  können  wir  sagen: 

„Die   Ortsfläche   der   Mittelpunkte   sSmmtlicher   Flächen   von   gerader 

(tt  +  l)(u  +  2)(4tt  +  3) 
Ordnung;  welche  durch  — ^ — ^— ^- gegebene  Punkte  gehen ,  ist 

im  Allgemeinen  eine  Fläche  yon  der  Ordnung: 

4^((^»+5){^  +  l)-3)  =  ^n((n»+20)(«+2)-24).- 

Auf  dieser  Oberfläche  liegen  auch  die  Mitten  der  Verbindungslinien  der 
gegebenen  Punkte. 

b)  n  sei  ungerade  (=2v-l). 

Hierbei  lautet  die  Frage: 

„Welcher  Ortsfläche  gehören  die  Mittelpunkte  der  Flächen  2v  — 1*®' 

Ordnung  an,  die  durch ^  —  -     -  gegebene  Punkte  gehen?" 

Bezeichnen  wir  wiederum  mit  g>^'^  quaternäre  Formen  und  zwar  vom 
Grade  2  v  —  1  und  durch  Xi  Parameter,  so  lautet  die  Gleichung  einer  Fläche 
2y  — l*w  Ordnung  durch  die  obige  Anzahl  von  Punkten: 

r       VI      u\      n    ax      •       1    o    'J             v(v  +  l)(4v  — 1) 
f=ZXi<p^^i  =  {)    für  »=1,2,0,...,   — ^^ ^ 

Der  Punkt  §li?|S  ist  nun  Mittelpunkt  dieser  Fläche,  wenn 

2)  -rt^Ä^^  =  Ö  ^*^^  g  +  a  +  x=^k  und  ä;  =  0,2,4,6,  ...,2y-2. 
0^^ orf  0^ 

Nach  Eulcr*8  Theorem  hat  man  aber: 

^kf  (    d  d  d  ?  \^        d^f 


ai^+«ai?*ara^       '   a^a^/^+^at^ao 
^k^7f  a*+v 


ag^fai^^ar+'a^  •     as^ai^^aj^ao* 

infolge  von  2). 
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In  dem  Gleichungssystem  2)  hat  man  folglich  jede  Gleichung 

mit  Ausnahme  deijenigen,  für  welche  h  =  2v  —  2,  durch  die  entaprechende 
Gleichung:  ^^j^  g^^,^ 


2|».......-.;^.^+2i>» 


>u  ersetzen.  '''    ^Va,;-8r+'a*  "•" ^' WH^Wd^ " ^ 

Wenn  man  nun   nach  dieser  Substitution   ZXiqf'^  in   das  System  der 

v(v  +  l)(4v  — 1) 

^ Bedingungsgleichungen  für  den  Mittelpunkt  einftlhrt  und 

die  Parameter  X  eliminirt,  so  stellt  die  gleich  Null  gesetzte  Resultante  die 
Gleichung  der  Ortsfläche  des  Mittelpunktes  dar.  Diese  Resultante  ist  in 
Bezug  auf  $,  17,  ^  vom  Grade: 

]{2v-2)  +  6(2v-4)  +  15(2v-6)  +  ...  +  v(2ii-l).l 

und  demnach  hat  man:    ""3    ^^     "^   ^^ 

„Die  Ortsfläche  der  Mittelpunkte  aller  Flächen  von  ungerader  Ordnung, 

v(v  +  l)(4v  +  5) 
welche  durch  — ^ ^ gegebene  Punkte  gehen,  ist  im  Allgemeinen 

eine  Fläche  von  der  Ordnung: 

iv((v«  +  5)(v-l)  +  3)  =  Vy(^  +  l)[((^  +  »)*  +  20)(n-l)  +  24].« 

Diese  Fläche  geht 

1.  durch  die  gegebenen  Punkte  selbst, 

2.  durch  die  Mitten  der  Verbindungslinien  der  gegebenen  Punkte. 

M  a i  u  z.  Dr.  Karl  Stoltz. 


XVn.  üeber  Invarianten  der  linearen  Differentialgleichungen. 
A.    Transformirt  man  die  lineare  Differentialgleichung 

durch  die  Substitution  ,  ._ 

2)  y=Yv{x),    ^  =  _9,(x)  +  r,,'(a!),   ..., 

d'y        ,,d»r.        ,,  ,d"-'r.  n(n-l)    .„  ,  d"-^  Y  . 

+  n  9'"-'>(a;)  ^+  »'"'  (^)  Y, 

UßX 

SO  ergiebt  sich,  abgekürzt  geschrieben: 
wo 
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4) 


P,  =  ^^^^^  g>»  +  (n -  1) jp,  fp\x)  +ft  g>(a?), 


Ferner  folgt  aus  1)  durch  die  Substitution 
5)  y  =  jEf  ^  (ic) 

die  weitere,  abgekürzt  geschriebene  Gleichung 

Diese  Gleichung  6)  kann  man  ans  3)  durch  die  Substitution 

q>(x) 

ableiten.     Setzt  man  n&mlich  in  3)  für  Pg . . .  /^„  die  unter  4)  angegebenen 
Werthe  und  transformirt  alsdann  durch  die  Substitution 

so  erhält  man  die  Gleichung  1)  wieder,  weil  3)  durch  2)  aus  1)  erhalten 
worden  ist;  durch  die  Substitution  5)  folgt  dann  weiter  die  Gleichung  6). 
Also  folgt  6)  direct  aus  3),  wenn  man  in  8)  für  y  seinen  Werth  aus  5) 
setzt,  d.  h.  also  durch  die  Substitution  7).  Es  ergiebt  sich  somit  folgender 
Satz:  Die  Gleichungen  IJ  und  3)  —  wenn  man  in  letzterer  für 
Pq  .,.  Pji  die  unter  4)  angegebenen  Werthe  setzt  —  werden  durch  die  Sub- 
stitutionen ^)  /  y^^^(^)  beziehungsweise 

9)  b)    r=.^ 

l  (fix) 

auf  dieselbe  Mittelform  6)  gebracht. 

B.  Transformirt  man  die  Gleichung  3)  —  ohne  vorläufig  für  Pq...  Pn 
die  in  4)  angegebenen  Werthe  zu  setzen  —  durch  eine  aus  ihren  Coeffi- 
cienten  gebildete  Substitution 

10)  Y==zFiPo...Pn), 

so  ergiebt  sich,  abgekürzt  geschrieben: 

ii)/ö(/'o.../'„)^+/i(/'o.../'«)|^+-+/;(/'o.../'n)«=o. 

Durch  die  nämliche,  aus  ihren  entsprechenden  Coefficienten  gebildete  Sub- 
stitution 

12)  V='^F(po...p„) 

geht  die  Gleichung  1)  der  Symmetrie  wegen  über  in: 
13)  /oGPo--l>-)j^  +  ^i(Pi---P»)^^j +  •••  +  /■  (l>o---P»)^==0, 
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wo  ya  in  11)  nnd  13)  dieselbe  Function  —  hier  you  PQ...pnj  dort  von 

Pq..>Pu  —  bedeutet. 

Setzt  man  in  10)  für  Pfi...Pn  die  unter  4)  angegebenen  Werthe,  so 
erhSlt  man  die  entsprechende  Transformirte,  indem  man  in  11)  für  Pg...  P„ 
ihre  Werthe  aus  4)  substituirt. 

C.  WShlt  man  nan  die  Function  F  [Gl.  10)  und  12)]  derartig,  dass 
mit  Bficksicht  auf  4)  die  identisch^e  Beziehung  besteht: 

so  lauten  auf  Grund  von  14)  die  Substitutionen  10)  und  12): 

y  =  zFQpQ...pn), 
F(pf^  ...p„) 


15) 


Y^e 


Diese  Substitutionen  genügen  aber  der  Bedingung  9).  Daher  werden  die 
Gleichungen  1)  und  3)  durch  die  Substitutionen  15),  bezw.  10)  und  12) 
aaf  dieselbe  Mittelform  gebracht.  Die  Gleichungen  13)  und  ll),  welche 
diesen  Substitutionen  entsprechen,  müssen  also  —  wenn  man  in  11)  für 
Pq  ••.  Pn  ihre  Werthe  aus  4)  substituirt  —  vollstKndig  identisch  sein.  Es 
muBS  also  mit  Bücksicht  auf  4)  die  identische  Beziehung  bestehen: 

16)  faiPo'"Pn)=faiPo  ..Pn). 

Das  heisst  aber:   fa^Po^-'Pn)  ist  eine  Invariante.     Es  ergiebt  sich  also 

folgender 

Satz:  Transformirt  man  die  Gleichung  1)  durch  eine  aus  ihren  Coeffi- 

cienten  gebildete  Substitution 

17)  y  =  eF(pQ...p„), 

wo  F  der  Bedingung  14)  genügt,  so  sind  die  Coefficienten  der  so  erhal- 
tenen Transformirten  Invarianten.  Diese  Coefficienten  erhält  man,  indem 
man  —  der  speciellen  Substitution  17)  entsprechend  —  in  4)  für  q>(x) 
den  speciellen  Werth  f(Po-"Pn)  substituirt. 

So  genügt  z.  B.  der  Ausdruck  —  der  Bedingung  14) ;  denn  auf  Grund 
▼on   4)  ist:  ^^ 

18)  1^11 

^0      Po    9>C») 

Transformirt  man  daher  die  Gleichung  1)  durch  die  Substitution  ^  =  — >  so 
sind  die  Coefficienten  der  erhaltenen  Transformirten  Invarianten. 

D.  Derartige  Functionen  JP,  welche  der  Bedingung  14)  genügen,  er- 
geben sich  nach  folgender 

Regel:  Man  bilde  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  3)  einen  be- 
liebigen Ausdruck  {(^Pq  ...  /n)  und  setze  denselben  gleich  einer  Constanten. 
Sabstitnirt  man  alsdann  in  diesem  Ausdrucke  für  Pq  . . .  Pn  ihre  Werthe  aus 
4)  und  berechnet  g>(a^)  aus  der  so  erhaltenen  QleieVixxiig 
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^"^^       W     'w'«^       M*^ 


19)  /(/*o---P«)  =  ö. 
so  genügt  der  für  q>{x)  gefundene  Werth 

20)  9Ca^)  =  -^(Po---i'«i  c) 

der  Bedingung  14).     Derartige  Ausdrücke  sind  z.B.: 

/>i  =  ni)o9'(«)+Pi9(«), 
„      n  —  \dP^        ,,  Jn— 1         n(n— l)dpo{   .      /x|        n-1  dp.) 
2l)/«-^d^  =  ''(*>j-2-^» 2-d^i+''(*^P»— 2-dit' 

^» 2—  d^  -"(*)  ((«-1)^-  —2—  di( 

«         n(n  — 1)  (Ppo> 

Setzt  man  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich  Null,  gleich  1  oder 
gleich  einer  sonstigen  Constanten,  und  berechnet  fp{x)  aus  den  so  erhaltenen 
Gleichungen,  so  genügen  die  gefundenen  Werthe  der  Bedingung  14). 

Be-weis:  Transformirt  man  die  Gleichung  3)    —   ohne  für  PQ.,.Pn 
ihre  Werthe  aus  4)  zu  setzen  —  durch  die  Substitution: 

22)  Y=Z(o{x) 
und  bildet  aus  den  Coefficienten 

23)  n^=:nPo(oXx)  +  P^a}{x), 

1 cf.  Gl.  4) 

der  erhaltenen  Transformirten 

24)  "oj^n+n.j-^-,  +  "-  +  n„,=o 

die  zu  19)  analoge  Gleichung 

25)  f{n^...n,,)  =  c, 

setzt  für  /7q  . . .  Iln  die  in  23)  angegebenen  Werthe  und  berechnet  co  (x)  aus 
der  erhaltenen  Gleichung,  so  ergiebt  sich  wegen  der  Analogie  von  4)  und 
23),  19)  und  25): 

26)  ai(x)=-F(/'o.../^„,c), 

wo  F  dieselbe  Function  bedeutet  wie  in  20). 

Die  Gleichung  24)  kann  man  nun  aber  aus  1)  durch  die  Substitution 

27)  y  =  eq>(x)(o  (x) 

ableiten;  denn  durch  die  Substitution  ^=  Y(p(x)  folgt  aus  1)  die  Gleichung 
3),  und  durch  die  weitere  Substitution  Y=Z(o{x)  ergiebt  sich  Gleichung 
24).     Daher  hat  man  auch: 

1^0=    Po[v(«)«(i»)]» 
^1  =  npo  [(p {x)  a> {x)]'+p^  [g>(x)  o) (x)] , 
cf.  G1.4). 


Dieea  Ausdrücke  anteracheiden  sich  von  4)  nur  dadarch,  dass  dort  7i(x) 
and  hier  [<p{3i)(aix)]  steht.  Setzt  man  daher  diese  Werthe  28)  ia  25}  ein, 
so  unterscheidet  eich  die  erhaltene  Gleichung  von  19)  nur  dadurch,  dass 
dort  tp(x)  und  hier  (»(k)  io{x)]  steht.  Aus  diesem  Grunde  folgt  daher  ans 
der  letzteren  Oleichnng  25) 


29)    vC«)«(i.)  =  P(p„., 


,c). 


1 


Dieser  letztere  Werth  yon  u(,x)  ist  uar  eine  andere  Form  des  unter  26) 
gefundenen  Wert hes  und  kann  aus  26)  dadurch  erhalten  werden ,  dass  man 
dort  für  ;*„...  P„  die  in  4)  angegebenen  Werthe  setzt.  Ana  26)  nnd  29) 
folgt  also  die  identische  Beziehung: 

30)  Jf(f....P.,»)=-LF(p.-...j,.,c),  ,.e.d. 

Ist  J(Po  ...;>,)  eine  Invariante,  und  genügt  F(p„  •■■Pn)  der  Bedingung 
14)  bezw.  30),   so   genügt   auch  J .F  dieser  Bedingung.     Ebenso  genügt 


VF.. Fi, 


et«,  der  Bedingung   14),  wenn  F^  und  Fi  jener  Bedingung 


genflgen.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  eine  unendliche  Menge  von  Aus> 
drQoken  F,  welche  der  Bedingung  14)  genügen  und  zur  Erzeugung  von 
Invarianten  verwendet  werden  können. 

E.  Duroll  die  SubstitutionBny  =  eF(/(„...p„)  bezw.  r  =  ef  (P„ .. . /",) 
werden  die  beiden  Gleichungen  1)  und  3)  auf  dieselbe  Mittelform  Jf  ge- 
bracht. Bezeichnet  man  also  sSmmtliche  Gleichungen,  welche  durch  eine 
Substitution  y  =  Bip{x)  ans  einander  abgeleitet  werden  können,  als  eine 
Gruppe  nnd  denkt  sich  dann  die  Gosammtheit  aller  möglichen  Differential- 
gleiofaangen  n'"  Ordnung  durch  die  nämliche,  aus  ihren  entsprechenden 
Coeffioienten  gebildete  Substitution  y=-BF{p^...p^  transformirt,  so  worden 
alle  Gleichungen,  welche  zn  derselben  Gruppe  geboren,  auf  dieselbe  Mittel- 
form  gebracht.     Die  Coof6cienten  dieser  Mittelform  sind  Invarianten. 

Ferner  kann  die  Gleichung'  3)  durch  die  k^ubstitution 
^F{p^..:p„) 


;ii) 


,j=Y 


F{r^...Pn) 


aus  der  Gleichung  1)  abgeleitet  werden.  Durch  die  Substitution  !/  =  sF{pg...p„] 
geht  nKmlivh  die  Gleichung  I)  in  M  über,  und  aus  M  folgt  durch  die 
Subgtilntion  z=YIFiI\...Pn)  die  Gleiebung  3),  weil  Maus  3)  durch 
die  Substitution  Y=  eF{Pg...  P„)  orbalten  werden  kann. 

KOnnen  also  zwui  Gleichungen  Überhaupt  durch  eine  Substitution 
jl^Yqt(x)  auseinander  abgeleitet  worden,  so  werden  sie  auch  durch  die 
Substitution  31)  in  einander  Übergeführt. 

Berlin,  Dietbichkeit,  i -'"I.  «mi 
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Xym  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Ob  eine  Zahl  darch  3  getheilt  werden  kann,  ist  aus  der  sogenannten 
Quersumme  ersichtlich.  Analoge  Regeln  lassen  sich  für  jeden  Theiler  n 
aufstellen. 

um  z.  B.  zu  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  7  theilbar 
ist,  denke  man  sich  die  Ziffern 

6,  4,  5,  1.  3,  2 

ZU  einem  Cjklus  geordnet,  multiplicire  die  Einer  mit  6,  die  Zehner  mit  4, 
die  Hunderter  mit  5  etc.,  die  Millioner  wieder  mit  6  etc.,  und  addire  diese 
Producte.  Ist  die  erhaltene  Summe  durch  7  theilbar,  so  ist  das  ein  Kri- 
terium, dass  Z  durch  7  getheilt  werden  kann. 

Man  darf  übrigens  die  Multiplication  mit  einem  beliebigen  Gliede  des 
obigen  Cjklus  beginnen,  also  z.  B.  die  Einer  mit  3,  die  Zehner  mit  2,  die 
Hunderter  mit  6  etc.  multipliciren. 

Nehmen  wir  z.  B.  ^==40061 

und  beginnen  die  Multiplication  mit  der  Ziffer  5,  so  ergiebt  sich 

5  +  6  +  0  +  0  +  24  =  35;     • 
beginnen  wir  mit  6,  so: 

6  +  24  +  0  +  0  +  12  =  42. 

Ein  ähnlicher  Zifferncyklus  lässt  sich  nun  auch  für  viele  andere  Theiler  n 
nach  folgender  Regel  aufstellen:  Man  yerwandle  den  Bruch  1/n  in  einen 
Decimalbruch.  Die  Reste,  welche  sich  bei  der  Division  ergeben,  bezeichne 
man  der  Reihe  nach  mit  r , ,  r^ ,  r^ ,  ...     Dauu  ist  der  gesuchte  Zifferncyklus 

«  —  fj,         n—  Tg,         W  —  Tg,        ... 

Nehmen  wir  z.  B.  w  =  7  und  n=13.  Die  Brüche  1/7  und  1/13  werden 
nun  durch  folgende  Divisionen  in  Decimalbrüche  verwandelt: 

7/1  =  0, 142857  . . . ,     13/1-  =  0,076923  . . . 
0  0 


10 

10 

7 

0 

30 

100 

28 

91 

20 

90 

14 

78 

60 

120 

56 

117 

40 

30 

35 

26 

60 

40 

49 

39 
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Die  bei  diesen  Divisionen  sich  ergebenden  —  fett  gedruckten  —  Reste  sind 
also  für  n  =  7 

und  für  n  =  13 : 

ri  =  l,     r2=]0,    rs  =  9,    r^=12,    r5  =  3,    re  =  4. 

Daher  ist  der  gesuchte  Zifferncjklus  für  n  =  7: 

6,  4,  5,  1,  3,  2, 
undftirn=13:  12,3,4,1.10,9. 

Ein  solcher  Cyklus  ergiebt  sich  immer;  wenn  der  Bruch  1/n  einen  rein 
periodischen  Decimalbrnch  liefert.  Nehmen  wir  dagegen  z.  B.  n  =  2 ,  so 
liefert  die  Division :  2/1=  0,500 . . . 

0 

10 
10 


00 
0 


ÜO 

0 


u 

In  diesem  Falle  ist  also  r,  =  1,   r^  =  0/r^  =  0,  ...     Obige   Regel  ergiebt 

daher  die  Ziffemreihe: 

1,  2,  2,  2f  2,  ...  in  infinüum. 

Es  ist  dies  kein  geschlossener  Cyklus,  und  man  hat  daher  die  Einer  mit  1, 
die  Zehner  mit  2,  die  Hunderter  mit  2  etc.  zu  multipliciren. 

Wörtlich  dieselben  Regeln  gelten  für  ein  jedes  Zahlensystem,  welches 
dem  dekadischen  analog  gebildet  ist;  nur  der  Ausdruck  „Decimalbrnch* 
mUsste  eine  andere  Benennung  erhalten. 

Berlin.  Dibtriohkbit,  CMd. math. 

XIX.  Bemerkung  zur  Transformation  der  Dififerentialgleiohungen 

von  Punkt-  in  Liniencoordinaten. 

Diese  Transformation  kommt  bekanntlich  darauf  hinaus,  dass  man  in 
eine  Differentialgleichung  die  gleichzeitig  bestehenden  Substitutionen 

dv  dv  dy 

du      ^        du  dx 

einfahrt,  und  sie  gewährt  Nutzen,  wenn  sich  die  transformirte  Gleichung 
als  integrabel  erweist.  Auf  solchem  Wege  habe  ich  bereits  im  XXIV.  Jahr- 
gang dieser  Zeitschrift  die  Differentialgleichung* 

*  Diese  Gleichung  geht  durch  die  erw&hnten  Substitutionen  in  die  ßer- 
nonlli'sche  dv  ^vip(u)^v^xW 

du      ip{u)+uiif(u) 
Aber;  mittete  anderer  Methoden  dürfte  ihr  übrigens  kaum  beizukommen  sein. 
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««»(y') +y  v(y')  +  («y'-y)'".  t(if')=o  {y=^) 

integrirt  und  bei  dieser  Gelegenheit  ein  specielles  Beispiel  angeführt,  wel- 
ches mich  später  zu  einer  Berichtigung  veranlasst  hat.  Vergl.  diese  Zeit- 
schrift, Jahrg.  XXXI. 

Nach  dieser  Berichtigung  kann  es  scheinen,  als  ob  in  meiner  ersten 
Note  ein  falsches  Integral  aufgestellt  worden  wäre,  und  so  hat  es  auch  der 
geschätzte  Herr  Referent  in  dem  „Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik'', Bd.  XX,  Jahrg.  1888  aufgefasst  —  Der  in  Frage  kommende 
Integralausdruck  ist  jedoch  keineswegs  falsch,  wohl  aber  ist  er 
vieldeutig,  und  er  enthält  ausser  der  gesuchten  Lösung  noch  andere  fremd- 
artige, welche  der  DijQferentialgleichang  nicht  genügen  und  nachträglich  aus- 
zuscheiden sind.  Bih  erwähnte  Berichtigung  sollte  deshalb  den  Weg  zeigen, 
wie  man  direct  auf  die  zulässige  Lösung  kommen  und  die  fremdartigen  von 
vornherein  vermeiden  kann. 

Damit  nun  jeder  Zweifel  über  den  Vorgang  beseitigt  und  auch  das 
fragliche  Integral  rehabilitirt  wird,  möchte  ich  nochmals  auf  die  Angelegen- 
heit kurz  eingehen. 

Die  betreffende  Differentialgleichung  lautete 

oder  auch  ^  

1   .  dy      y  +  V^  +  y 

la)  J~=  ~      » 

dx  X 

und,  indem  wir  davon  absehen,  dass  selbige  auch  leicht  auf  andere  Weise, 
z.B.  durch  die  Substitution  y  =  xt  integrirt  werden  könnte,  führen  wir  die 
anfangs  erwähnten  Substitutionen  (t/,  t^)  ein.     p]s  entsteht 

dv       v  +  v^ 


^^  du       ]+u' 

und  dieser  Gleichung  genügt  ^ 

3)  t;  =  (]+«)!(:- (l-fu)»»-!!^ 

wobei  C  die  Integrationsconstante  bedeutet.     Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

4)  |^  =  (7.{C-(1  +  «)— M^, 

und  weil  nun   — -  c=  o:,    während  u  =  -  -  den    unter   1  a)    auffifeschriebenen 

du  dx  y         o 

Wertb  besitzt,  so  geht  4)  über  in 


r.)  x=c.[c-iy+y^Y~y 


m 
—  m 


Das  ist  der  Ausdruck,  welchen  ich  in  meiner  ersten  Note  im  XXIV. 
Jahrgang  dieser  Zeitschrift  mitgetheilt  habe,  und  welcher  neben  gewissen 
fremdartigen  Lösungen  das  richtige  Integral  der  Differentialgleichung 
1)  enthält.    Bevor  wir  letzteres  ans  5)  herausschälen,  wollen  wir  es  uns 
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direct  verscbajQfen ;  wir  werden  dabei  zugleich  die  Stelle  auffinden,  an  wel- 
cher eine  unnöthige  Complication  einget|reten  ist.  Die  betreffende  Stelle 
liegt  bei  Oleichung  4);  denn  vermeidet  man  diese  und  benutzt  statt  der- 
selben Oleichung  3),  so  ergiebt  die  Auflösung  nach  der  Constanten 

3a)  (l+t;»-'")(l  +  w)'"-^  =  0 

restituirt  wird, 

l  +  {x  +  y)~^]  =C* 


oder,  wenn 


oder 
6  a) 


X  »"    }l+(ir+y)  "•  »   =B, 

wobei  3  =  0"'  eine  willkürliche  Constante  vorstellt 

Dieses  ist  der  von  fremdartigen  Lösungen  freie  Integralaus- 
druck, wie  ich  selbigen  in  der  erwähnten  Berichtigung  angegeben  habe, 
und  man  kann  sich  durch  direcies  Differenziren  leicht  davon  überzeugen, 
dass  er  der  Differentialgleichung  wirklich  genügt. 

um  schliesslich  noch  den  Beweis  zu  erbringen,  dass  die  Lösung  6) 
resp.  6a)  in  5)  enthalten  ist,  substituire  man  in  5) 


m 


7)  C=a;^-'"jp'",    a:  +  y  =  (ii;-l)'"-\ 

dann  erhält  man  nach  einfacher  Umformung 

und  dieser  Gleichung  kommt  unter  anderen  die  Wurzel  zs=ia  zu,  also  ist 
mit  Rücksicht  auf  7)        ,         -    _  _    - 

C^  ,=  x~^  \l+  {x+y)~^\ . 

Die  Wurzel  e  =  iv  hat  demnach  auf  das  Integral  6a)  geführt;  alle  anderen 

Wurzeln  sind  als  fremdartig  zu  verwerfen. 

Aus  unserer  speciellen  Untersuchung  geht  nun  Folgendes  hervor: 
Wenn  man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

mittels  der  Substitutionen 

du  dv  dy 

in  eine  andere 

«  i^(«.«,f;)=o 

transformirt  und  für  letztere  das  Integral 

•  Wer  Geschmack  an  algebraischen  Spitzfindigkeiten  hat,  den  dürfte  ?iel- 
leicht  dieser  Ausdruck  für  C,  der  sich  noch  nach  y  auflösen  Hesse,  interessiren ; 
denn  man  wird  für  den  ersten  Augenblick  nicht  übersehen,  dass  die  Gleichung  5) 
eine,  wenn  auch  nur  particuläre  Auflösung  nach  6\  bez.  y  in  geschlossener  Form 
erlaubt,  wie  sie  im  Ausdruck  6)  ibats&chlich  vorliegt 


du     ^         du       *    dx 
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gefnudeu  hat,  so  ergiebt  sich  das  Integral  der  Gleichung  o)  darch  Elimi- 
nation von  3^  aus  den  beiden  Gleichungen 
ax 

4,„i»)=o„.^,g|.4»-,..)=o 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  Elimination  von  u  aus  den 
beiden  Gleichungen 

F(w,  ux  — y,  o:)  =  0  und  F^Cm,  ua;  — y,  c)  =  0. 

HSlt  man'  diese  Ordnung  bei  der  Elimination  nicht  ein,  so  kann  man  sn 
unnOthig  verwickelten  Integralformen  gelangen  und  ist  dann  am  Ende  ge- 
zwungen, die  richtige  Lösung  aus  den  ^mdartigen  auszuscheiden. 

Plauen  L  V.  W.  Hbtmamn. 


Ueber  einen  Speoialfall  der  hypergeometrisohen  Reihe 
dritter  Ordnung. 


Prof,  Dr.  Louis  Saalschutz 


Eine   andere  Art,   die  Oleichungen   I)    bis  VI)   oninwenden,   besteht 
darin ,  die  Reihen  onf  der  rechten  Seite  derselben  miteinander  za  vergleichen ; 


and  dabei  komm 


Wir  setzen  dabei 
Wertb  habe  und  nicht  mit  di 
sammen  falle. 


i  anf  Beziehungen  wesenttich  verschiedener  Art 


beschränkend,  mit  einer  geringen  Anzahl  von  Tergleicbungen  aus. 

dasB  Sj   Beibat  einen   endlichen  bestimmten 
gewShnlichen  hjpergeometrischeu  Reihe  zu- 
iebt  die  Bedingangen: 
35)  1  — D>0,   X   und    l  +  x-y  keine  n.  g.  Z. 

Weitere  Bedingungen  sind  bei  den  einzelnen  Füllen  hinznzafUgea. 
1.  Wir  vergleichen  I)  mit  II)  nnd  erhatten  dabei  zonBcbst  eine  Qleich- 
nng  von  der  Form: 


36) 
worin : 


_r(l  +  j;)r(-n)r(y +!>  +  «-!)  r(f  + 


+  P-Q, 


t)=L 


Hy  +  n-x) 

r(v)r(x  +  v  +  n)r[y-x]\-(i,  +  ») 
r(l  +  z)r(-n)r(p  +  v  +  n~l)V{\  +  Xj-y)ra  -«) 
r{x+v  +  n)r{\+x-n~y)ri\-v-n)r{y  +  n) 
Jetit  nehme  ich  an,  dass  v  eine  n.  g.  Z.  sei,   dann  bricht  S^,    wie  Gleich- 
ung II)  zeigt,  ab,  nnd  verschwindet  P  wegen  des  Factors  r(ti)  im  Nenner, 
folls  nicht  v+n  oder  t/  +  D  +  n  —  i    ein«   n.  g.  Z.  ist,  so  dass  auch  nicht 
»siO  sein  darf;  bei  NicbterruUnng  dieser  Bedingungen  erschiene  die  rechte 
Btite  von  36)  in  der  unbestimmten  Form  <xi  —  ao.     Bei  Erfüllung  derselben 
kGnnen  wir  aber  noch  in  Q  ausser  r(l  —  v)  auch  die  Quotienten 
r(-»»):r(l-n-f)  und  r(y+e +n- 1) vf^-Vti^ 

f.  ittlicmUlt  s.  PUfilk  ZXXTl,  «.  %i 
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in  geschlossener  Form  darstellen.  Es  erscheint  jetzt  aber  zweckmässig, 
statt  der  voneinander  unabhängigen  Grössen  x,  y^  v,  n  die  ebenso  unab- 
hängigen a^  ß,  y^  d  durch  die  Gleichungen: 

x  +  v  +  n^a  ^  ^a:  =  y  — 1, 


37)  i+«-^-;y  =  ^ 

2  +  X'-y  =  6 


mit  den  Auflösungen: 


11  =  ^-/5-1 
einzuführen.     Dadurch  werden  die  Bedingungen  35): 

38)  y  +  i  — ff  — /5  — 1>0,     y  und  «  keine  n.  g.  Z., 

und  die  in  Bede  stehende  Gleichung  lautet  nun: 

»-,    ,    «^,«(«  +  1)^(^  +  1),  ^  (y-l)(3-l) 

'''-''^yÄ"^y(y  +  l)Ä(«  +  l)"^*"       («-y  +  l)(a-*+l) 
OQ.        f,      ct(ct  +  |?+2-y-3)      a(„+l)(«+^+2-y-3)(»+|?+3-y-3) 
^       l   ■*'(«-y+2)(«-«+2)"^  („_y+2)(«-y+3)(a-a+2)(«-a  +  3)"^ 
+  (_l)r +»-.-/.-. 1.2.3. ..(y  +  3-«-^-2) 


r/  Nr/,x  («-y+l)(o-r  +  2)...(a-<J-l)(a-a+l)(«-d+2)...(y-M 

r(y)  r(a) 
r(«)  r(^) 

mit  den  Bedingungen: 

^^.  I  weder  a  — y  +  1,  noch  a  — d  +  1  eine  n.  g.  Z., 

^  i  a  +  /5  +  2-y-^  eine  n.  g.  Z. 

Nun  könnte  noch  der  Einwand  erhoben  werden,  bei  Vergleichung  der 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  I)  und  II)  sei  u.  A.  mit  r(— n)  multiplicirt 
worden,  man  müsse  also,  um  das  Resultat  nicht  illasorisch  zu  machen, 
die  Bedingung  hinzufügen ,  dass  n  oder  ö  —  ß  —  l  keine  positive  ganze  Zahl 
sei.  Dieser  Einwand  kann  jedoch  durch  Continuitätsbetrachtungen ,  bezogen 
auf  beide  Seilen  der  Gleichungen  39),  entkräftet  werden.  —  Wir  erhalten 
aus  39)  und  40)  eine  andere  Gleichung  mit  den  zugehörigen  BedingungCD, 
wenn  wir  a  mit  ß  vertauschen. 

2.  Der  Vergleich  von  I)  mit  III)  giebt  in  den  neuen  Bezeichnungen 
die  Gleichung:  ^  /i        \ « 

wnHn.  ^-^       (l-«(a-^  +  l)  +  ^«       ^' ' 

wonn : 

r(i-^)r(«-y+i)r(y)r(i+p-a)r(«-a+i) 


^1  = 


r(y-|S)r(2-a)r(«)r(o+^+2-y-a) 


r{Y)r(i+a-6)r{i+ß-8)r{d-i)r{Y+6-a-ß-\) 
^'  r(«)  r(^)  r(y  - «)  r(y  -  ß) 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  2  —  6  eine  n.  g.  Z.  sei,  so  müssen  wir 
ausser  38)  noch  die  Bedingungen  stellen,  dass  a-^ö  +  l  keine  n.  g.  Z. 
und  dass  ß  keine  positive  g.  Z.  sein  soll,  damit  nicht  (gleichzeitig) 
S^:{1—  ß){a^i-\'l)  und  Q|  unendlich  werde.  Bei  Erfüllung  dieser  Be- 
diiigung  wird  PjsO  und  wir  erbalten: 
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ir-l){8-\) 
^»-(l-|S)(«-d  +  l) 

f  (y-ß)(2-8)  (y-^(y-P  +  l)(2-3)(3-J)  1 

.„,     l  ■^(2-/J)(«-«+2)'^(2-ft(3-«(«-a+2)(«-d+3)'^"l 
^'^^  ,  1.2.3  ...(d-1) 


X 


(l  +  «-*)(2  +  a-d)...(«-l).(l  +  /J-a)(2  +  |3-d)...(/J-l) 

r(y+a-«-^-i)r(y) 


43)       { 


r(r-«)r(r-« 

mit  den  Bedingongen: 

2  — d  n.  g.  Z.,  weder  «  — 3  +  1,  noch  1— jS  n.  g.  Z.; 

Wir  erhalten  hieraas  drei  andere  Gleichungen  dorch  Vertanschnng  von  a 
mit  ß  nnd  von  y  mit  6« 

3.  Vergleichen  wir  endlich  I)  mit  VI),  so  erhalten  wir: 

a-1 


S.= 


y  +  6-a-/3-l 


1  ■^y(y+^-«-«'*"y(y+i){y+^-«-«(y+^-«-i3+i)"^*"l 

mit  den  Bedingungen: 

45)  y  +  «-«-/5-.l>0,    a-l>0. 

Diaae  Gleichung  ist  besonders  verwendbar,  wenn  y  — a  oder  y  —  ß  eine 
n. g.Z.  ist,  in  welchem  Falle  die  Bedingung  d  — 1^0  fortgelassen  werden 
kann.  —  Durch  Vertauschung  von  y  mit  6  entsteht  aus  44)  noch  eine  an- 
dere Gleichung. 

Alle  anderen  Vergleichungen  ergeben  nichts  wesentlich  Neues. 

4.  Seien  a  und  y  (oder  ß  und  i  etc.)  positive  ganze  Zahlen  und  zwar 
jr^a,  also  gewissennassen  Fall  2.  ohne  beschrftnkende  Bedingungen.  Wir 
behandeln  zuerst  den  Fall  a  =  1,  y  =  2  und  ftlhren  dann  die  anderen  suc- 
oemte  auf  diesen  zurttck.    Aus  I)  folgt  direct: 

fj    r(«+i-a)r(p+i-d)r(y)rwr(y+d-tt-/3>-i) 
''^  r(«)r(/5)r(y-«)r(y-i5) 

r(«+i-j)r(p+i-j)r(y) 
^         r(«+/j+i-a)r(y+i-d) 

x(«-.l)/i.^-t(y-i,  l+y-«,  «+/J+2-y-d); 

y  +  «-«-i3-l>0, 
also  ist  fitr  asl,  y  =  2: 

r(2-«)r(^+i-«)r(6)r(d-« 


'^ 


r(«r(2-i5) 
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Wie  man  sieht,  ist  hier  (in  der  früheren  Bezeichnung)  9  =  — n,  o^sl, 

also  kommt  29)  zur  Anwendung  und  somit  wird: 

1 

2-«>0,  2  +  /5-*>0,  «-jS>0 
oder,  wenn  man  für  /(...)  direct  die  Beihe  setzt: 


^g  2   ^   '   3  ^(^  +  1)  '  ß-1  8indnsin{8-ß)K 

"^*""^H(/5+l-^)(2^)  +  (^+2-d)(3.d)  +  (^+3-d)(4^"'""T 

«-/3>0. 

Sind  die  ersten  beiden  Bedingungen  in  47)  nicht  erfdUt,  so  lässt  sich  die 
Beihe  { }  in  48)  nach  Absonderung  der  Anfangsglieder,  soweit  es  nOthig  ist, 
mittels  Gleichung  30)  durch  ein  Integral  ähnlicher  Form  wie  in  47)  aus- 
drücken. Erscheint  die  rechte  Seite  von  48)  in  der  Form  oo  — 00,  so  ist 
sie  deshalb  nicht  minder  richtig;  ftLr/3=l,  d  =  fz.  B.  erhält  man  eine 
bekannte  Identität ;  für  j3  —  ^  +  1  =  0  und  d  =  \  entsteht  durch  Vereinigung 
je  eines  Gliedes  der  links  stehenden  mit  einem  Gliede  der  rechts  stehenden 
Reihe:  111 

^V(4'  +  ^)=(14)2_78  +  ^2.4)«-7«"*"  (3.4)2-7«"'"'" 

Wir  wollen  nun  sehen,  was  aus  S^  wird,  wenn  entweder  y,  oder  wenn  a, 

oder  wenn  zugleich  y  und  a  um  eine  Einheit  erhöht  wird.    Im  ersten  Falle 

y  «  y.« 

entstehe  81  aus  8^^  im  zweiten  8^^  im  dritten  Falle  8^. 

Setze  ich  in  46)  y  +  1  statt  y,  so  geht  /i__^-i(y— 1,  1+y  — ^,  a  +  ß 
+  2  — y  — 6)  in  /i_^».i  (y,  2  +  y  — ^,  a  +  /5+l  — y  — 6)  oder  fn{x,y^v)  in 
/ii(l +ir,  y  +  1,  0  — 1)  über.  Setzen  wir  nun  in  16)  a;  +  l,  y  +  1,  »  — 1 
statt  bez.  x,  y,  v,  femer  in  17)  x  +  l  statt  x  und  nehmen  noch  Gleichung 
12)  hinzu,  so  können  wir  aus  diesen  drei  Gleichungen  /n(^  +  l,  y  +  lf  t;) 
und  fn(x+\y  y,  t;)  eliminiren  und  somit  fn{x+\^  y+l|  v^-X)  durch  fn[x,y^v) 
ausdrücken ;  die  Aenderung  der  anderen  Grössen  in  46)  bietet  keine  Schwie- 
rigkeit und  wir  gelangen  so  zu  der  einfachen  Gleichung: 

49)  |^^y(y+^-«-ß-i)^^_     y(a-i) 


Noch  leichter  geschieht  die  Erhöhung  von  a  um  1,  da,  wie  die  Gleich- 
ungen 37)  zeigen,  a  nur  in  v  vorkommt,  und  fuhrt  zu  der  Gleichung: 

50^  g^(a  +  l-3)(tt  +  l-r)  (y-l)(^-l) 

'  '         „(„  +  |}  +  2-y-d)      '        «(«  +  (3  +  2-y-d)" 

Setzen  wir  in  50)  y  +  1  statt  y  nnd  eliminiren  8^  mittels  49),  so  entsteht: 
51)  y^   y(a  +  l-^)         y(a-l) 
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ood  hiennB,  wenn  8^  die  Reihe  bezeichnet,  die  aas  8^  durch  Erniedrigung 
TOB  Y  xmi  a  um  je  1  entsteht: 

Ist  nun  fi^i  mit  beliebigen  positiven  ganzen  a  und  y  ^  a  za  bestimmen 

Tozgel^ti  so  kann  man  von  47)   oder  48)  (as=l,  y  =  2)  aasgehen  und 

dann  zaerst  «  und  y  mittels  51)  um  gleichviel  Einheiten  erhöhen,  bis  das 

richtige  a  erreicht  ist,  and  sodann  y  allein  (wenn  y'^a  +  l  ist)  mittels 

49)  bis  zum  richtigen  Werth  desselben  vergrOssem. 

Fflr  ac=  1,  ys=zS  erhalten  wir  in  dieser  Art 

2(l~^)(d-/3)  nsinßn  2{6^l)     2{ö-ß){6-l) 

'      (l-/5)(2-/5)   sindnsinid^ß)n        2-/5  2-/3 

><{(/j  +  l-a)(2-^)  +  (/J+2-5)(3-d)  +  -l'  i  +  ^-^>o 

and  hieraus  noch  specieller  ftlr  /3=1,  6^^:* 

.         /l         1     2       1     2.4     J_  2.4.6         \     o.«» 

5.  Sei  von  den  Bedingungen  40)  nur  die  letzte  erfüllt,  sei  also 
a+P  +  2— y— 4  eine  n.  g.  Z.,  aber  auch  z.  B.  a  —  y  +  l  eine  n.  g.  Z.; 
dann  ist  /3  — j  eine  ganze  Zahl;  ist  sie  positiv,  also  d  —  ß  eine  n.  g.  Z., 
so  ut  die  Summation  durch  44)  (nach  Vertauschung  von  y  mit  d)  aus- 
ftthrbar;  ist  aber  ß—i  negativ,  also  8  —  ß  eine  positive  g.  Z.,  so  ist  zuerst,  ^ 
TonMsgesetzt,  dass  6>1  ist,  8^  durch  die  rechte  Seite  von  44)  zu  ersetzen 

sei  nun  y  —  a==aif  y^ß^ßn  y  +  ^""«""/3  =  yi»  y*^^i>  ^^  ^^^^  "i  ^^^ 
/i  positive  ganze  Zahlen  und  zwar  y^j  >  «i ,  also  die  Summation  nach  dem 
vorigen  Falle  auszuführen.  Ist  jedoch  ö<l  (d  =  n.  g.  Z.,  wie  überhaupt, 
aoBgeschlossen) ,  so  ist  zun&chst  ö  um  diejenige  ganze  positive  Zahl  k  zu 
vennehren,  welche  d+h=id'^l  macht,  dann  S^  mit  6'  statt  i  so  wie 
angegeben  zu  berechnen  und  schliesslich  durch  öftere  (A;- fache)  Anwendung 
der  Gleichung  49),  nach  Vertauschang  von  y  mit  6,  das  vorgelegte  S^  aus 
dem  durch  Erhöhung  von  6  entstandenen  abzuleiten. 

Fassen  wir  noch  die  Fftlle  1)  bis  5)  zusammen ,  so  lässt  sich  8i  durch 
gescblossene  Ausdrücke  oder  endliche  Reihen  mit  Adjunction  von  f- Func- 
tionen und  des   bestimmten  Integrals  in  47)  summiren,  wenn  entweder  y 

*  Das  Resultat  bestätigt  sich  durch  die  Gleichung: 

_8 zyi-^a^ arcsinx     (3-  2 a^) (aresin x)* 

1  ,     1      «     ,  .     1     2.4    .  ,     1     2.4.e    .  , 

2  ^2.3    1  3.4  1.3  4.6  1.3.5      ^ 

welche  ihreiBeits  entsteht,  indem  man  x {aresin xf  integrirt,  dis  Resultat  durch 
«*  diTidirt  und  den  Quotienten  nach  x  differentiirt. 
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(oder  i)  eine  ganze  positive  Zahl,  oder  y  — a  (oder  etc.)  eine  n.  g.  Z^  oder 
endlich  a  +  l3  +  2  — y  — j  eine  n.  g.  Z.  (einschliesslich  der  Null)  ist 

§4. 
Ich  gehe  noch  einmal  zur  Oleichnng  25)  zarflck  und  vergleiche  sie  mit 
dem  aas  I)  für  den  Fall  x  +  v  +  n  =  —g^  y  =  x  +  kt  k>g  +  l  zu  erzielen- 
den Besnltat     Dasselbe  erscheint  zuerst  in  der  Form  oo  — oc,   führt  aber 
schliesslich  [unter  Benutzung  von  32)]  zu  folgender  Gleichung: 

fn{x,y,v)^      (x+g  +  l)(x+g  +  2)...(x+k^}) 
gg.  ^"^  '^'    ^      {g  +  l)...{k-lKx  +  v)...{x  +  v+g-'\) 

^  X{(Ar-2)p(l+ic)...(^+»)+(*-3)^-i(2+ic)...(^+a?)(a?+»+l+^-*)+... 
+(*-2-^)o(a?+t;+l+p-Ar)(Ä+t;+2+p-Ar) ...  (ic+r+2p-*)|, 

x+v+n+g=0^  y  =  Äj+»,  *— p— 1>0. 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  rechten  Seite  von  25)  und  iSsst 
den  hier  in  53)  vorhandenen,  dort  leicht  herzustellenden  Factor 

(«+^+l)...(a:  +  *-l):(^  +  l)...(*-l)(a;  +  t;)...(af  +  i;+^-l) 

beiderseits  fort,  so  gelangt  man  zu  folgender  Umwandlung  einer  endlichen 
Beihe  in  eine  andere,  wobei  A;  — 2  =  m  gesetzt  ist: 

{fn),x{x+l)...{x+g-l)  +  im'--l),,tx{x+l)...{x+g^2){x+v+g^l) 
+  (fn'-2)g^2X...{x+gS)(x+v+g-l){x+v+g'-2)+... 
54X  +{fn—g)Q{x+v+g-'l){x+v+g-2)...{x  +  v) 

^  ={fn),(x+l)...{x+g)  +  {m^l),,i{x+2)...{x+g){x  +  v+g---m-'l) 
+  {fn  —  2)g-2{x  +  3)...{x  +  g){x  +  v+g  —  m  —  l){x+v+g^m)  +  *'» 
+  (fn  —  g)Q(x  +  v  +  g'-'m  —  l){x+v+g^fn)...{x  +  v  +  2g  —  m-'2). 

Diese  Gleichung  will  ich  nun  unabhängig  von  der  Art  ihrer  Gewinnung, 
und  zwar  für  ein  beliebiges  m,  beweisen.  Bezeichne  ich  ihre  linke 
Seite  mit  Ui,  ihre  rechte  Seite  mit  Ury  so  ist: 

Ui=-{m\x{x  +  l)...{x  +  g^l)Wi, 

»»      x  +  g  —  l 
g(g-l)..A  {x+v+g-l){x+v+g-2)  ...jx  +  v) 

'*'m{m-l)...{m-g  +  l)  (x+g-l){x+g-2)  ...x  '' 

Ur  =  (m)g{x  +  l)...{x+g)Wr, 

m  x  +  l 

g(g^l)..A  {x  +  v^fn+g-'l)...(x  +  v  —  fn  +  2g'-2) 

'^in(m-l)...(m-^  +  l)  {x  +  \){x  +  2)  ...{x+g) 

Dabei   mag   der   Fall   eines   positiven   ganzen   m   vorläufig   ausgeschlossen 

aß 

bleiben.    In  den  Ausdruck  Wi  geht  5.  » 1  +  -^  +  *  *  *  über,  wenn 

yo 

a=l  — »  — r— ^,    /J  =  — ^,    y=l  — «— ^,    «  =  — i» 
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gesetzt  wird.    Will  ich  nun  in  TTi  o;  um  1  erhöhen,  so  geschieht  dies, 
indem  ich  'm  8i  a  und  y  um  je  1  verringere,  also  wird  nach  52): 

pfr^^  a?(a?  +  t;+p)  ^^  m  +  1 


und  somit: 

Setzt  man  hingegen: 

a  =  a;  +  i;  — 1»  +  ^  — 1,    /5  =  — ^,   y  =  »  +  l,    3  =  — m, 

so  geht  jSi  in  TTr  über;  um  hierin  %  um'  1  zu  erhöhen,  mnss  dasselbe  mit 
a  und  y  geschehen  und  daher  51)  angewandt  werden.   Dadurch  erhalten  wir: 

a;  +  »— m+p  — 1  ^     "ä  +  v  — i»+^  — 1 

Ist  also  für  irgend  ein  %  Ui==  Ur,  so  bleibt  die  Gleichung  bestehen, 
wenn  o;  um  1  oder  eine  andere  ganze  Zahl  vergrössert  wird ;  jetzt  ist  aber 
für  a;  =  0  nach  dem  Factoriellensatze  TTi=Urj  also  aach  für  jedes  positive 
ganzzahlige  x^  und  da  Ui  wie  UV  ganze  Functionen  von  x  von  endlichem 
Grade  sind,  so  sind  sie  überhaupt  einander  gleich. 

Die  Formel  54)  bleibt  nun  endlich  auch  für  ein  positives  ganzes  m 
richtig,  was  entweder  aus  Continuitätsbetrachtnngen  hervorgeht,  oder  aus 
dem  Umstände,  dass  Ut  und  Ur  auch  als  ganze  Functionen  von  m  sich 
auffassen  lassen,  geschlossen  werden  kann. 
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In  der  hier  folgenden  Mittheilong  soll  versncht  werden,  die  hohe  Be- 
dentnng  des  im  vorigen  Aofsatie  entfrickelten  Elementarmecbanismas ,  der 
bei  der  Erzeugung  der  Koppelcorve  (three  bar  motion)  so  sinngemSsse  Ver- 
werthung  gefunden  hat,  auch  in  Bezug  auf  das  bekannte  Problem  der 
Geradfü hrung  nachzuweisen.  Bei  Verfolgung  dieses  Gedankenganges, 
welcher  sich  vorzüglich  an  die  „Umkehr  des  Elementarmechanis- 
mus" knüpfen  wird,  ergiebt  sich  dann  nicht  nur  der  „Grund typus  aller 
Kempe^schen  auf  Geradführung  bezüglichen  Mechanismen', 
sondern  wir  werden  selbst  Gelegenheit  haben,  eine  wirklich  ^neue  Lösung 
des  Geradführungsproblems^  zu  erkennen. 

Bei  diesen  Betrachtungen  werden  wir  bereits  genöthigt  sein,  unser 
Augenmerk  auch  dem  „irregulären  Elementarmchanismus"  zuzu- 
wenden ,  von  welchem  im  ersten  Aufsatze  noch  nicht  die  Bede  war  und  der 
sich  vom  regulären  dadurch  unterscheidet,  dass  an  Stelle  einer  Kette  ähn- 
licher und  ähnlich  gelegener  Dreiecke  eine  solche  von  willkürlichen  Ele- 
menten tritt.  Die  hier  gewonnenen  Besultate  werden  von  uns  zunächst 
blos  in  ihrer  Negation  beachtet  werden,  d.  h.  sie  sollen  uns  blos  dazu 
dienen,  zu  verhüten,  Bedingungen  einzuführen,  welche  in  Wirklichkeit 
unmöglich  oder  überflüssig  sind. 

In  einem  Schlussparagraphen  ist  dann  ohne  ursächlichen  Zusammen- 
hang mit  dem  Vorangehenden  eine  Ellipsenerzeugung  und  hiermit  verbun- 
dene Geradführung  angegeben,  welche  zwölf  Stäbe  aufweist,  während  die 
Kempe'sche  acht,  die  von  uns  in  früheren  Paragraphen  zu  entwickelnde 
26  Stäbe  bat. 


§1- 

Fixirtmg  des  TTmkehrnngsproblemB  für  den  regalftren  Elementar- 

inectiaiiiBmuB. 

Darob  eine  Kette  von  Shnlichen  und  UhoHch  aneinander  ge- 
hefteten Dreiecken  und  das  eich  daraus chlieasen de  Netz  von  Paral- 
lelogrammen erhielten  wir  einen  pResultantenpunkt",  der  mit  den 
Endpunkten  der  Kette  ein  Dreieck  (T»rSnderUcli  gross)  bildete,  daa  den 
Drei  eck  selementen  der  Kette  selbst  ähnlich  ist,  aber,  als  scbliessendes 
Glied  der  Kette  betrachtet,  invers  geheftet  erscheint.  Werden  die  „End* 
pnnkte  der  Kette"  festgehalten,  so  bleibt  natürlich  —  obiger  Eigenschaft 
gemOss  —  auch  der  „Resiiltanteupunkt"  fest,  und  zwar  „freiwillig", 
d.  fa.  trotzdem  eine  eventuell  vorgenommene  Abzahlung  seiner  Bewegliobkeit 
eine  beliebig  hohe  Zahl  ergeben  kann. 

Wir  wollen  nun ,  zum  bessern  Verständniss  des  Folgenden ,  die  die 
Kette  coustitdrenden  Dreiecke  durch  ibra  Eckpunkte,  wie  folgt,  bezeichnen: 

0  1     2     3  ...    («-1)     « 
i     2    §  n, 

so   dasa  also  z.  B.  Ol  die  Grundlinie,    1  die  Spitze  eine  Dreiecks  ist  und 
die  polygonale  Figur  0  1  2  3  ...  n  die  Kette  bildet. 
Anfangspunkt      der  Kette  ist  U, 
^Endpunkt  „        „      „    », 

'Besultantenpunkt  „        „      „    Ii=(\+2  +  -+n)-(l+2+.—\-{n-l)). 

Diese  Festsetzung  gelte  auch  für  „irregutSre*  Ketten,  bez.  Elemen- 
tarm ech  an  i  amen.  Dabei  denken  wir  uns  die  Dreiecke  dnrch  drei  gelenkig 
verbundene  Stäbe  (Seiten  vorstellend)  und  nicht  als  massives  Feld  vor- 
gegeben. (So  wären  also  Ol,  1  1,  10  die  drei  Stfibe  des  ersten  Dreiecks, 
0,  1,  1  lugehßrige  Gelenke  u.  s.  w.) 

Die  Aebntichkeit  der  Dreiecke,  welche  den  „regulSren*  Elementar- 
meobamsmus  charakterisirt,  erfordert  dann  noch  die  Proportionalität  der 
oben  angeführten  Stäbe. 

Dm  nun  da«  ümkebrproblem  fUr  den  regulären  Elementarm echanismus 
ünin fuhren ,  setzen  wir  hiermit  fest,  dass  die  Stäbe 

01  fä     23  . . .   («-l)n, 

welche  die  Kette  formiren,  weggenommen  seien.  Die  Folge  fUr 
QQsern  Apparat  ist  eine  Erhöhung  seiner  Beweglichkeit  um  die  Zahl  «, 
aber  auch  die,  dass  der  bisher  reguläre  Mechanismus  in  den 
„ipeeiell"  irregulären  übergeht,  da  ja  Aehnlichkeit  der  die  (nnnmebr 
ideelle)  Kette  fonnirenden  Dreiecke  nicht  erhalten  werden  vrird,  aber  die 
Erhaltung  der  Proportionalität  der  verbliebenen  Seiten  (der  nrsprOnglioh 
Uinlicheo  Dreiecke)  die  Definition  „speciell  ircegulir"  tecU^«t'':-v%«.'si  «-■»%. 
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Auch  der  Eeenltantenpunkt  des  ursprünglich  regulären  Apparates  wird 
nicht  mehr  foat  bleiben,  aondem,  ebenso  nie  im  allgemeinen  irregulären 
Falle,  eben  die  Beweglichkeit  besitzen,  welche  ihm  eine  Abzahlung  zuweist 
(allerdings  wird  ein  üeberschuaa  über  die  Zahl  2,  weil  der  Punkt  die  Ebene 
nicht  verlassen  soll,  nicht  gettuasert).  Halten  wir  ihn  nun  in  irgend  einer  Lage 
fest  (die  Endpunkte  o  und  n  der  Kette  sollen  dies  immer  eein,  wenn  etwas 
Qegentheiliges  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird) ,  so  beschrankt  diese  Be- 
dingung, im  Falle  n  eine  grosse  Zahl  [n'^2)  ist,  die  Beweglichkeit  des 
Mechaaismns  nur  unbedeutend;  noch  weniger  aber  genügt  dies 
Peathalten  des  Eesultautenpunktes,  um  den  irregulären  Ap' 
parat  in  einen  regulären  umzuwandeln,  was  wohl  eines  weiter« 
Beweises  nicht  bedarf,     £3  tritt  also  an  uns  die  Aufgabe  heran: 

„Mittel  ausfindig  zu  macheu,    um  die  angedeutete  Verwandlung 
„Gpeciell"   irregulären   in   einen   regulären  ElemeDtarmecbanismus   zu 
wirken,  und  zwar  unter  Festhalten  des  ResuUantenpunktes." 
Dies  das  Umkehrproblem. 

Es    wird    sich  zeigen,    dass  die  Hilfsmittel,    welche    Sylvester 
Kempe    bisher    zur   Erzeugung    der   Geradführung    im    Prineip    benutzten, 
auch    hier    das   Problem   ISsen ,   dass   sie   sich   aber   als   heterogene  Neben-_ 
ISsungen  neben  eine  UauptlQsnng  stellen,  welche  durchweg  auf  dem  B< 
der  von  uns  beschriebenen  Elementannechanismen  erfolgt. 


Ip- 
)re4^^_ 

I 

und 

ten, 
len- 

1 


HechaaiHmen  von  SylveBter  nnd  Kempe  enr  LÖsaiiff. 

A.  Im  regulären  Elemeutarmecbanismus  stossen  die  zur  Kett«  verbun- 
denen Dreiecke  mit  nicht  homologen  Ecken  aneinander,  es  werden  also  auch 
im  Allgemeinen  die  zugehörigen  Winkel  an  einer  solchen  Stelle  von  ver- 
schiedener Grösse  sein.  Wenn  wir  aber  die  Dreiecke  zu  Parallelogrammen 
ergänzen  und  zwar  so,  dass  die  Dreieoksseite,  welche  zugleich  Kettenseite 
ist,  zur  Diagonale  wird  (Fig.  1)  (was  auch  bei  irregulären  Ketten  mSglicb 
ist],  so  werden  wenigstens  die  Parallelogramme  gleichwinklig  aneinander- 
stossen.  Um  den  „speciell"  irregulfiren  Mechanismus,  dem  wir,  wie  eben 
beschrieben,  Parallelogramme  ergänzt  haben,  in  einen  regulären  zu  ' 
wandeln,  haben  wir  also  nur  dafür  zu  sorgen,  dass  die  in  einer  Ecke  1 
aa  mm  ens  tossenden  Parallelogramm  Winkel  einander  gleich  bleiben  be 
änderlicher  GrSsse.  Bekanntermassen  gelingt  dies  durch  Einschiebiu 
des  Sylvester'schen  Wiukelverdoppelungs  -  Apparates  (Fig.  2). 

Dass  diese  LOsung  eine  dem  Problem  aufgezwungene,  fremdartige  i 
braucht  wohl  nicht  weiter  betont  eu  werden,  tlieast  sie  ja  docb  nicht  1 
speciellen  Eigenschaften  des  irregulären  Mecbanismug,  wie  es  eigeaUl 
wümebenawflrth  erachiane. 


CoroUar.  Setzen  wir  statt  der  Parallelogramme  Ehombea,  die  em- 
BJtder  im  regulär  gemachten  MecbanismiiB  äholich  werden,  und  setzen  in 
jeden  derselben  —  proportional  zu  dessen  Seiten  —  ein  gleichschenkliges 
Knie,  dessen  Schenkel  gelenkig  verbunden  sind,  ein,  bo  beschreibt  der 
Reanltantenpunkt  der  „Kniepuakte"  die  Verbindangalinie  der  Kettenend- 
pnnkte.  Man  erkennt  dies  daraus,  dass  die  Eniepunkle  in  den  Kett«n- 
seiten  affin  entfiprecbende  Punkte,  aber  von  veränderlichem  TbeilnngsverhUlt- 
9  sind. 

Bei  Festbalten  der  Kettenendpunkte  erhalten  wir  hier  ako  eine  Gerad- 
fttbrnng.  Doch  ist  aie  als  aolclie  nicht  principiell  wichtig:  haben  wir 
doch  Sjlvester's  Winkelverdoppelungs- Apparat  benutzt,  sondern  um  des- 
willen, weil  die  Art,  wie  diese  Curve  zu  Stande  kommt,  interessant  ist. 

Wie  wir  nSmlicb  bisher  gewisse  Punkte  kennen  gelernt  haben  (unsere 
Hesultantenpuukte) ,  welche  innerhalb  eines  Mechanismus  von  grosser  Be- 
weglichkeit „freiwillig  fest"  bleiben,  trotzdem  ibnen  nach  gewöhnlichen 
Abzahlungen  eine  Beweglichkeit  zuzukommen  hUtte,  erkennen  wir  im  letzt- 
erwähnten Falle  das  Beispiel  einer  Curve,  welche  „freiwillig  zwangläufig" 
von  einem  Punkte  beschrieben  wird ,  dem  eigentlich  eine  dies  bezügliche  Ab- 
z&hlnng  eine  grfissere  Beweglichkeit  zuerkennen  müsste. 

Sehr  verschieden  hiervon  ist  der  Fall,  den  wir  bei  Betrachtung  der 
Koppelcurve  (Dreistabbewegung)  im  Roberts'schen  Mechanismus  vor  uns 
haben.  Hier  weist  der  „Doppelpunkt"  eine  grtJssere  Beweglichkeit  auf ,  als 
ihm  eine  vorgSngige  Abzahlung  hätte  zumuthen  können.  Die  von  ihm  be- 
schriebene Curve  ist  also  gleichsam  eine,  welche  vom  Mechanismus  „frei" 
gegeben  wird,  und  wir  ki"nnten  sie  ala  eine  „Freicarve"  bezeichnen;  im 
Gegensatz  hierzu  wäre  eine  Curve  erster  Art  eine  „Feslcurve",  eine  von 
ra  beliebigen  Punkte  von  uneingeschränkter  Fähigkeit,  seine  Beweglich- 
keit zu  äussern,  eine  „Zwaugscurve"  zu  nennen. 

B.  Wir  wollen  uns  nun  auf  den  allerei nfachsten  Fall,  wo  »"=2  ist 
(der  im  ersten  Aufsätze  mit  dem  Storchschnabel  in  Verbindung  gebraoht 
wurde) ,  in  den  weiteren  Betrachtungen  beschränken.  Das  Umkehrproblem 
tedacirt  sich  hier  auf  die  Frage:  Wie  mnss  der  ZuBammeDstossponkt  l  der 
beiden  Kettendreiecke  von 

0  1  2 
1  2 
gefDbrt  werden,  dass  die  letzteren  selbst  ähnlich  bleiben?  Seien  zu  dem 
Ende  die  Seiten  0 1  und  1 1  des  ersten  Dreiecks  a  und  b,  die  homologen 
Seiten  des  zweiten  12  und  22  bez.  ^a  und  ifb,  dann  wird  Aehnlichkeit 
Btatthabeu,  sobald  die  dritteu  Seiten  der  beiden  Dreiecke  auch  im  Verhält- 
nisB  1 :  Q  stehen.  Dieses  erfordert  aber,  dass  der  Punkt  1  auf  einem  Kreise 
Unft,  der  auf  der  Verbind angsli nie  der  Kettenendpunkte  1  2  senkrecht  steht 
und   deren  Entfernung  innerlich    und    äusaerlich  im  Verhilll&\A&  \.-.^  ^%^. 


I 
I 
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Bei  constant  gehaltener  Entfernung  12  kann  ein  diesbezüglicher 
Mechanismus  (Fig.  3)  leicht  hergestellt  werden»  nicht  aber,  wenn  12  ver- 
änderlich wird. 

Hiermit  ist  die  Lösung  des  ümkehrproblems  auch  für  den  angegebenen 
singulären  Fall  erledigt.  —  Wenn  aber,  wie  eben  vorauszusetzen,  die 
Punkte  1  und  2  in  unveränderlicher  Entfernung  voneinander  sind ,  so  kann 
natürlich  —  einen  regulären  Mechanismus  vorausgesetzt  —  der  Besultanten- 
pankt  keine  willkürliche  Lage  haben.  Wir  können  auch  die  diesbezügliche  Frage 

nach  seinem  Orte  leicht  lösen,  wissen  wir  doch,  dass  das  Dreieck  1B2  sich 

zwar  verändert,  aber  immer  den  Kettendreiecken  011,  122  ähnlich  bleibt 

Hieraus  folgt,  dass  ^    ^ 

1 Ä : ä2  =  a :  6 

ist,  d.  h.  R  beschreibt  einen  auf  der  Verbindungslinie  12  senkrechten  Kreis, 
der  die  Entfernung  der  Punkte  1,  2  innerlich  und  äusserlich  im  Yerhält- 
niss  a:h  theilt. 

Corollar.  Wenn  a:5=  1,  d.  h.  wenn  die  Kettendreiecke  gleichschenk- 
lig (über  der  Kettenseite)  sind,  dann  beschreibt  der  Besultantenpunkt  eine 
Gerade;  dies  ist  aber  im  Princip  die  Kempe'sche  Methode  der  Gerad- 
führung, wie  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  dieses  Resultat  mit  dem  im 
ersten  Aufsätze  ausgesprochenen  Gedanken  der  Vertauschbarkeit  von  Drei- 
ecken und  an  sie  si essenden  Parallelogrammen  entsprechend  ausnützt 

§3. 

Invarianzeigenschaften  des  allgemein  irregulären  Elementar- 
mechanismus. 

Bevor  wir  zur  Lösuug  des  allgemeinen  Falles  und  insbesondere  des 
Falles  n  =  3  schreiten,  wollen  wir  uns  zunächst  mit  den  Eigenschaften 
vertraut  machen,  welche  auch  dem  irregulären  Mechanismus  in  Bezog  auf 
den  Besultantenpunkt  erhalten  bleiben. 

Eine  erste  Eigenschaft  ist  in  folgendem  Satze  enthalten: 

„Bezieht  man  die  Dreiecke  der  Kette  affin  so  aufeinander,  dass  die 
Affinität  in  Aehnlicbkeit  übergeht,  wenn  die  Kette  zur  Kette  ähnlicher 
und  ähnlich  aneinander  gehefteter  Dreiecke  würde,  so  liefert  der  Resul- 
tantenpankt  für  die  „Dreieckskette  mit  selber  Basis,  aber  affinen  Punkten 
als   Spitzen    über    der  Kettenseite  ^    den   affin  entsprechenden  Punkt  im 

A 

;, Resultantendreieck  IRn"^   d.  h.  dem  Dreieck  aus  den  Endpunkten  und 
dem  Resultantenpunkt  der  Kette.  ^ 

Der  Beweis  ergiebt  sich  wie  folgt: 

Die  affinen  Punkte  in  den  einzelnen  Dreiecken  der  Ketten  (als  Spitzen 
der  neuen  Dreiecke)  sind 


Der  neue  Resultantenpunkt  R'  beisat  also 

n-=  (i'+2'+. ..+;;')- (1+2+.. .+(«-!)) 

=  f.Cl  +  S  +  ...+«)  +  «0  +  A»  +  {H  +  i-l)(l+2  +  .. 

=  «0  +  i«  +  ^(I  +  §  +  ...  +  ;)-^(l  +  2.. .(«-!)) 

=  xO  +  i«  +  ^Ä, 
womit  die  Richtigkeit  der  Behau ptong  gezeigt  ist 

Was  die  Constraction  , affiner  Punkte"  anbetrifft,  HO  wird  sie  durch 
das  Parallelogramm  geleistet.  Tbcilen  wir  2.  B.  im  eraten  Rettendreieck 
(allgemein  irregulär)  die  Seiten  Ol-=a  und  12  =  b  nach  beliebigen  Vei- 
baltnissen  (jt,  A')  bez.  (v\  fi),  so  wird  der  Gegenpunkt  zu  1  in  einem  Paral- 
lelogramm von  1  nach  den  Theilungs paukten  der  Punkt 

I'=x0  +  it  +  ft2. 
Diese  Construction  auf  die  übrigen  Dreiecke   übertragen,  liefert  dann  die 
affin  homologen  Punkte  in  diesen. 

Einen  übnlichen  Satz  wie  oben  können  vir  ferner  nie  folgt  gewinnen. 
Wir  wollen  nSmüch  an  die  nrsprUng liebe  Kette  noch  eine  zweite  ] 
irregulärer  Dreiecke  anheften,  denen  der  neue  Res ul tan tenp unkt  ff*  ent- 
sprechen mSge.  Ueber  jedem  Eettengliede  liegt  nunmehr  je  ein  allgemeines 
Viereck  als  componirt  aus  zwei  Dreiecken  mit  den  entsprechenden  „Spitzen" 
i  2  3  ...  n, 
i"  r  ä'  ...  n". 

Wie  diese  Bezeichnung  andeutet ,  wollen  wir  die  neuen  Dreiecksspitzen  als 
„nicht  affine"  Punkte  der  alten  Dreiecke  angesehen  wissen.  Dann  ist  doch 
zunKchst  klar,  dass,  selbst  bei  festgehaltenem  Dreieck  Xftn,  der  Punkt  A" 
nicht  freiwillig  fest  bleibt,  Bondern  seine  volle  Beweglichkeit  nnein- 
gBBcbränkt  besitzt  Für  das  von  lltnlt"  gebildete  Viereck  gilt  dann  die 
Bemerkung'. 

.Affine    Punkte    in   den    Ketten  Vierecken   liefern   einen    Resultanten- 
punkt Ä"',  der  der  im  Viereck   \Hnl<  affin  entsprechende  ist" 
Beweis  wie  oben. 

Wenn  wir  nun  den  Punkt  /("  auch  festhalten,  so  dass  das  Viereck 
1  HnB"  festgelegt  ist,  so  kCnnen  wir  fragen;  bleibt  nun  auch  der  in  ihr 
an  constmirende  Punkt  ^  ^ 

/(■"=«I  +  l2+^,R  +  vfi"  Jt  +  A  +  f<.  +  v=l 

ftct?     ZunSchst   ist   klar,   dass  dies  bei  vorgegebenem  x,  A,  ft,  v  offenbar 

Ferner  ist  aber  klar,  dass  dem  im  ersten  Viereck  iit,ii'MtiD.VS»&   - 
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Pankte  1  '  nicht  nur  ein  Werthesystem  (xAfiv)  zukommt,  sondern  gleich 
ein  lineares  Werthegebiet  solcher  Systeme.  Zu  dieser  Thatsache  wird  man 
geführt,  wenn  man  das  Viereck  als  Projectionsumriss  eines  räumlich  ge- 
dachten Tetraeders  auffassi    Dann  entspricht  eben  dem  „Projectionspunkte" 

A 

V '  eine  auf  der  Projectionsebene  senkrecht  stehende  Gerade,  deren  einzelne 
Punkte  eben  das  dem  Punkte  f' zukommende  Werthegebiet  (xAfiv)  reprtt- 
sentiren.  Suchen  wir  nun  zu  den  Elementen  dieses  Werthegebietes  die  ent- 
sprechenden Punkte  in  den  übrigen  Vierecken,  so  ergiebt  eine  neuerliche 
Interpretation  der  letzteren  als  Tetraederprojectionen ,  dass  dem  Punkte  V" 
je  eine  Gerade  von  entsprechenden  Punkten  in  den  einzelnen  Vierecken 
zugeordnet  ist.  Nur  in  einem  speciellen  Falle  tritt  dieses  nicht  ein.  Sollen 
nämlich  —  räumlich  genommen  —  die  in  den  betrachteten  Tetraedern  lie- 
genden „entsprechenden  Geraden **  in  der  Projection  zu  Punkten  werden,  so 
ist  nOthig,  dass  sie  ebenfalls  senkrecht  zur  Projectionsebene  seien.  Tritt 
solches  aber  ein,  so  entspricht  dann  jeder  Parallelen  zur  Senkrechten  im 
ersten  Tetraeder  immer  wieder  eine  Parallele  den  der  Senkrechten  in  den 
übrigen  Tetraedern  zugeordneten:  d.  h.  jedem  Punkte  des  ersten  Vierecks 
entspricht  blos  je  ein  Punkt  der  folgenden  Vierecke  als  homolog  affiner; 
dann  aber  müssen  auch  die  zuerst  als  willkürlich  „nicht  affin**  in  den  Ketten- 

dreiecken  gelegen  angenommenen  Punkte  1  ,  2^ ,  3' ,  . . . ,  n'  nunmehr  doch 
affin  entsprechend  sein. 

Dem  Resultantenpunkte  von  l''\  2",  ...  kommt  dann  auch  ein  lineares 

A     A 

Werthgebiet  zu ,  er  müsste  also  variiren ,  wenn  nämlich  das  Viereck  1 R  R"n 
als  allgemein  vorausgesetzt  werden  dürfte.  Dieses  ist  aber  n  i  c  h  t  der  Fall. 
Nach  dem  zuerst  entwickelten  Satze  verliert  nämlich  auch  der  Besultanten- 
punkt    B"  seine  Willkürlichkeit,    er    entspricht    homolog   affin   im   Dreieck 

A  A         A  A 

1  hn  den   Punkten  1',  2',  ...     Hiermit  ist  bewiesen ,   dass  der  Punkt  Ä"' 

in  jedem  Falle  fest  bleibt,  sobald  die  Punkte  IHnn  festgehalten  werden. 
Den  vorstehenden  Erörterungen  ist  noch  anzufügen: 

„Setzen   wir  in  dem   angeführten   Satze  statt  ^affine  Punkte**   den 
Wortlaut:    ;, nicht  affine  Punkte**,   d.  h.  beliebige  Punkte,   so   erhält  der 

zugehörige  Besultantenpunkt  n     seine  volle  Beweglichkeit  wieder.^ 


§4. 
Hauptlösung  der  TJmkehrproblems. 

Da  wir  es  hier  mit  dem  „speciell  irregulären^  Mechanismus  zu  thun 
haben,  so  wollen  wir  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  blos 
in  ihrer  Wirkung  auf  denjenigen  Mechanismus  verfolgen,  der  entsteht,  wenn 
man  über  der  Kette  eines  „speciell*"  irregulären  Apparates  A  einen  weiteren 
„speciell**  irregulären  Apparat  B  anbringt.  Dementsprechend  erscheint  über 
Jedem  Gliede  der  (zu  denkenden)  Kette  ein  allgemeines  Viereck,  von  dem 


wir  TorausBetzen,  dasa  ee  kein  Parallelogramm  sei.*  Daan  vird, 
wie  oben  erläutert,  auch  das  Resultanten riereck  Ift^Rgn  ein  TSlUg  belie- 
biges sein,  deesen  Beweglichkeit  nicht  be8cbrSukt  ist. 

Wir  setzen  Überdies  yoratia,  dass,  wenn  die  Kettendreiecke  des  Appa- 
rates A  zueinander  ähnlich  werden ,  auch  die  des  Apparates  B  ähnlich  werden 
sollen.  Die  Folge  davon  ist,  dass  in  dem  Momente  auch  die  sfimmtlicben 
EettenTierecke  unter  sich  und  dem  Resultanten  Viereck  ähnlich  werden. 

„Wenn  wir  also  die  Ecken  des  Reaultantenvierecka ,  das  zunächst 
beliebig   sich  ergiebt,    dnrch  StUbe  so   verbinden,    doas  es  im  Falle 
regulärer    Mechanismen    der    angegebenen   Aeholichfceit   genttgeu 
kann,  so  haben  wir  die  Beweglichkeit  des  speciell  irregniftren  Mecha- 
nismus zu  Gunsten  des  regalären  beschrankt." 
Durch  Anfügung  weiterer  „speciell"  irregulärer  Mecbauismen  C,  D,  ... 
Ober  der  ideellen  Kettenlinie  des   ersten,   und  durch  Verbinden  der  ihnen 
Hotaprechenden    Resultanten  punkte    mit    den    Endpunkten    der    Kette   durch 
Stäbe  in  bestimmten  Verhltltnissen ,   wie  sie   oben  filr  den  Apparat  B  be- 
schrieben wurden,  können  wir  diese  erste  Beschränkung  der  Beweglichkeit 
8n  Gunsten   des  geforderten  regulären  Mechanismus  noch  be- 
liebig erhohen,   bis  wir  eben  das  gewünschte  ßesnltat  der  Umkehr  des 
Elementarmecbanismns  erhalten   haben;  dann  aber  würde  eine  anf  diesem 
Wege   versncbte   noch    weitere   Beschränkung   aus   bekannten   Gründen 
illusoriach. 

Wir  sprechen  dies  in  dem  Satne  ans: 

„Anhängen    beliebig   vieler    „Bpeciell"    irregulSrer  Mechanismen 

obigen  Charakters  an  die  Eettenlinie  des  ersten  und   entsprechendes 

Verbinden  zugehöriger  Resultanten  punkte  mit  den  Kndpankten  der 

Kette  verwandelt  die  speciell  irregulären  Mechauismen  in  reguläre." 

Hiermit  ist  das  Ümkehrproblem  gelöst. 

Es  mag  nur  bemerkt  werden,  dass  die  geringste  Zahl  von  anzuhängen- 
den pBpeciell"  irregulären  Mechanismen  von  der  Zahl  der  Kettenglieder  um 
2  übertreffen  wird.  Der  durch  diese  Thatsacbe  als  einfachst  charakterisirte 
Fall  ist  der  für  n  =3,  also  der  Mechanismus,  der  uns  auch  im  ersten  Auf- 
«atze  vorzüglich  interessirte.  Derselbe  ist  in  Fig.  4  gegeben.  Bei  dem 
Apparate  wird  natürlich  jetzt  nicht  m«hr  vorausgesetzt,  dass  die  Ketten- 
endpunkte festgehalten  werden  mUssen,   obwohl  man  dies  kann. 

§5- 
Oeradenerzengtmp  durch  den  Elementarmeohanismns. 

Wir  beschrankeil  uns  hier  zanitchst  auf  den  zuletzt  bezeichneten  Mecba- 
niamus  der  Fig.  4.  Da  ist  dann  innächst  klar,  dass,  wenn  wir  von  drei 
coueontiven  Punkten  der  ideellen  Kett«  den  ersten  und  letzten  festhalten, 

*  Dm  Affinitäten  zn  vermeiden. 
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der  mittlere  anf  einem  Kreise  zu  laufen  hat  Man  erkennt  dies  daraus, 
dass  die  in  ihm  zusammenstossenden  Vierecke  fortwfthrend  ähnlich  bleiben 
mUssen,  woraus  zu  entnehmen  ist,  dass  die  in  ihm  zusammenstossenden 
Seiten  der  Kette  in  Proportion  bleiben.    (Vergl.  auch  §2B.) 

Haben  wir  aber  die  beweglichen  Seiten  der  beiden  Vierecke  so  ein- 
gerichtet, dass  letztere  congruent  und  nicht  nur  tthnlich  sind,  so  ist  klar, 
dass  der  vom  gemeinsamen  Punkte  beider  Vierecke  beschriebene  Kreis  in 
Gerade  übergeht. 

Zugleich  haben  wir  (blos  tthnliche  Kettenvierecke  vorausgesetzt)  auch 
für  das  Sylyester'sche  Problem  der  Winkelverschiebung  (was 
der  Verdoppelung  äquivalent  ist)  eine  neue  Lösung.  Wir  brauchen  jedes 
(oder  eines)  der  Vierecke  nur  ,» umzulegen **,  so  dass  die  Endpunkte  im 
Kettengliede  vertauscht  erscheinen,  um  unserer  Forderung  entsprechend 
„gleiche  veränderliche  Winkel  von  beliebig  veränderlicher  Lage^  in  einem 
der  Eckpunkte  der  Kette  zusammenstossen  zu  lassen.  (Vergl.  Corollar  zu 
§  2A.) 

Aber  nicht  allein  an  ein  und  demselben  Punkte  können  wir  die  Gleich- 
heit veränderlicher  Winkel  erreichen,  sondern  —  der  Umkehr  der  Vierecke 
an  verschiedenen  Punkten  der  Kette  entsprechend  —  an  verschiedenen  be- 
liebig vorzugebenden  Punkten. 

Weiterbin  gestattet  unser  Apparat  aach  das  Beschreiben  eines 
Kreises  von  variablem  Radius.  Legen  wir  zu  dem  Ende  in  das  Cen- 
trum des  Kreises  einen  Ketteneckpunkt,  in  dem  zwei  congruente  Vier- 
ecke zusammenstossen,  und  stellen  von  den  zwei  benachbarten  Kettenpunkten 
den  einen  auf  einen  Kreispunkt  ein,  so  ist  aus  unseren  Entwickelungen 
ohne  Weiteres  klar,  dass  der  zweite  den  Kreis  in  voller  Ausdehnung 
beschreibt. 


Wir  brechen  diese  Entwickelungen  hier  ab,  um  auf  eine  Geraden- 
erzeagung  zu  sprechen  zu  kommen,  welche  deswegen  interessiren  dürfte, 
weil  dieselbe  auf  vorgängig  selbständiger  Ellipsenerzeugung  beruht. 


§6. 
Ellipsenerzeugung. 

Das  Rollen  zweier  congruenter  Ellipsen  aufeinander  giebt  zur  Betrach- 
tung eines  Gelenkvierecks  Anlass,  das  aus  dem  gewöhnlichen  Parallelo- 
gramme durch  üeberkreuzung  eines  Paares  Gegenseiten  entsteht*  Hält 
man  von  den  nicht  direct  überkreuzten  Seiten  dieses  Vierecks  (Fig.  5)  die 


*  Man  sehe  die  Erzeugung  der  Lemniskate  von  A.  W.  Phillip  *&  Amerio.  J. 
of  M.,  Vol.  I. 
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eine,  z.B,  AB,  fest,  so  beschreibt  der  Kreasangspniikt  der  andern  bekann- 
termassen  die  Ellipse,  während  die  Gregenseite  zor  festgehaltenen  die  Ver- 
bindongslinie  der  Brennpunkte  der  abrollenden  Ellipse  darstellt.  Wir  unter- 
suchen nun  den  Ort,  welchen  der  bezfiglich  des  Mittelpunktes  der  fest- 
gehaltenen Ellipse  der  «reoiproke*  Pnnkt  des  Mittelpunktes  der  andern 
beschreibt  Wie  wir  sehen  werden,  ist  dies  eine  Ellipse,  coaxial  mit  der 
festgehaltenen.  Während  man  aber  die  letstere  durch  einen  Apparat  nicht 
eneugen  kann,  ist  dies  mit  der  ersten  sehr  wohl  möglich. 

Zum  Beweise  sei  die  Oleichung  der  festen  Ellipse  -7  +  fi — ls=0,  der 

er      (r 

Kreuxungspunkt  E  der  Stftbe  «oJfo)  die  Tangente  in  dieeem  X-^+T^ 

Cr  %r 

—  1=0,    dann   ist   die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  festen  und  ab- 

2  m* 

roUenden  Ellipse  =R  = 

-       p 


7/^0  I  yp 


Die  Richtung  9  der  Verbind  angslinie  der  angezogenen  Mittelpunkte 
aber  ist  gegeben  durch 

f05g>  =  —  =  -i'  —  >    smg>  =  —  =  ^ 

Da  aber  ^+^-1=0  ist,  so  folgt 

O  er 

oder 

wobei   die  Azen  A='  — »  ^  =  -r-t   also,  abgesehen  vom  Inversionsfactor, 

a  0 

die  reciproken  Werthe  der  ursprünglichen  sind. 

Die  Inversion  wird  nun  darcb  den  bekannten  Rhombus  mit  eingesetz- 
tem Gelenkknie  aosgefClhrt  und  zwar  sind  dessen  Dimensionen  so  zu  wfthleni 
dass  die  Differenz  der  Quadrate  der  Rhombus-  und  Knieseiten  =m*  wird 
(Fig.  6). 

In  Fig.  7  beschreibt  sobin  Punkt  P  eine  EUipse  mit  den  angegebenen 
Axen. 


An  die  Ellipsenerzeugung  gründet  sich,  wie  bekannt,  die  Erzeugung 
von  zwei  senkrechten  Geraden  (ihren  Axengeraden).  Zu  dem  Behafe  ergiebt 
eine  Betrachtang  der  Fig.  8,  wo  zwei  concentrische  Kreise  von  Grösse  der 
Halbazen  gezeichnet  sind,  dass,  wenn  P  ein  Ellipsenpunkt  ist,  PQB  eine 

Z«its«hrlll  t  lUthMBftUk  m.  Ph/dk  XXXYI.  S.  "^ 
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Strecke  von  nnTerftnderliohem  MaaasverhKltniss  darstellt,  worin  Q  und  R 
die  Axen  beschreiben.     Dabei  ist 

QR  =  Ä-B, 
PQ^B, 

PS=^{Ä  +  By, 

S  ist  hierbei  Mittelpunkt  Yon  QR. 

Wenn  wir  also  im  Apparat  der  Ellipsenerzeagang  zwischen  dem  El- 
lipsenmittelpunkte 0  und  dem  Ellipsenpunkte  P  ein  Kniegelenk  einschieben, 
so  dass  der  an  0  stossende  Stab  die  Lttnge  ^{Ä  —  B),  der  an  P  stossende 
die  Länge  \{Ä  +  B)  hat,  so  kann  man  auf  dem  letzteren  leicht  die  Punkte 
R  und  0  markiren,  welche  die  Axen  beschreiben.     (Fig.  8.) 

München,  Januar  1891. 


XXIL 

Ueber  eine  besondere  Transformation  algebraischer 
Curven  und  damit  in  Verbindmig  stehende 

Jacob  Steiner's. 

Von 

Benedikt  Sporeb. 


§  1.  Binleitnng. 

Ist  irgend  ein  Leitkegelscbnitt  C*  and  ein  Pol  P  gegeben,  so  können 
wir  irgend  einem  Punkte  Q  der  Ebene  einen  zweiten  Pankt  Oi  (s.  Figur) 
so  zuordnen,  dass  QOi 
darch  den  festen  Pol  P 
gebt  nnd  Q  von  Oi  dnrcb 
den  Kegelscbnitt  C*  bar- 
monisch  getrennt  sind, 
dass  also,  wenn  Q  Oi  den 
Kegelscbnitt  in  D  und  E 
trifft,  Ö,  D,  Öl,  E  vier 

barmoniscbe  Punkte 
sind;  oder  aacb,  dass  Q 
anf  der  Polare  von  Q^ , 
und  ebenso  Qi  auf  der 
Polare  Yon  0  gelegen  ist* 
Aus  dieser  Festsetzung 
ergeben  sich  nun  sofort 
die  fundamentalen  Sätze 
dieser  Transformation, 
nttmlicb : 

1.  Die  Punkte  Q  und  Q^  können  gegenseitig  vertauscbt  werden,  so 
dass  also  dem  Punkte  Q  aucb  der  Punkt  Qi  entspricht. 

•  Diese  Transformation,  welche  nur  eine  Verallgemeiuerung  der  Methode 
reciproker  Radien  ist,  wurde  bereits  früher  von  Herrn  A.  Jaoobi  in  Crelle'i 
Joamal,  wenn  wir  nicht  irren  Bd.  81,  gegeben  nnd  zwar  unter  dem  Titel:  Auf- 
lOsooffen  von  einer  Reihe  von  Lehrs&tien  nnd  Aufgaben  der  ebenen  Geometrie. 
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2.  Ist  AB  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  den  Leitkegelschnitt  C*, 
so  entspricht  jedem  Punkte  von  AB  der  Pol  P  und  umgekehrt  dem  Pole  P 
jeder  Punkt  von  AB. 

3.  Jeder  Punkt  von  C*  ist  sich  selbst  zugeordnet. 

4.  Einem  Punkte  der  Tangente  PA  von  P  an  C  entspricht  der  Be- 
rührungspunkt A  und  umgekehrt  dem  Punkte  A  jeder  Punkt  von  PA, 
Ebenso  ist  dies  bei  der  Tangente  PB  der  Fall. 

6.  Jedem  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  entspricht  ein  Punkt 
eines  Kegelschnittes  CP^  der  durch  /\  A^  B^  den  Mittelpunkt  Yon  C*  und 
die  unendlich  fernen  Punkte  Yon  C*  geht. 

6.  Ist  insbesondere  der  Pol  P  ausserhalb  des  Kegelschnittes  C*  gelegen, 
sind  also  die  Berührungspunkte  A  und  B  der  Tangenten  von  P  an  C^  reell, 
so  sind  für  Strahlen  PQ,  welche  den  Kegelschnitt  in  reellen  Punkten  D 
und  E  schneiden,  die  Punkte  Q  und  Q^  ferner  so  beschaffen,  dass  die  Ge- 
raden AQi  die  Geraden  BQ  in  einem  Punkte  H  auf  C*  und  ebenso,  dass 
auch  AQ  auf  BQ^  sich  in  einem  Punkte  F  auf  C^  treffen.* 


§  2.   Abbildung  algebraischer  Curven. 

1.  Bewegt  sich  der  Punkt  Q  auf  einer  Curve  C,  so  wird  das  Bild 
von  Oj  d.  h.  der  Punkt  C^^,  ebenfalls  eine  Curve  C^  beschreiben,  und  zwar 
folgt  aus  dem  Obigen  sofort,  dass  diese  Curve  C-^,  da  sie  die  Geraden  ABy 
PA  und  PB  je  n-mal  schneidet,  im  Allgemeinen  auch  die  Punkte  P^  A^  B 
zu  n- fachen  Punkten  bai  Ueberdies  wird  sie  den  Kegelschnitt  C^  noch 
in  denselben  Punkt-en  treffen,  die  C^  mit  C  gemeinsam  hat;  und  weiter 
sind  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  C'  gegeben  durch  die  Schnitt- 
punkte von  C"  mit  dem  Kegelschnitt  G^.  Die  Curve  C'  wird  also  im 
Allgemeinen  mit  C^  An  und  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  2n  Punkte 
gemein  haben.  Schon  hieraus  könnten  wir  schliessen,  dass  der  Grad  der 
Curve  C*  im  Allgemeinen  gleich  2w  ist.  Stillschweigend  haben  wir  jedoch 
dabei  vorausgesetzt,  dass  C^  durch  keinen  der  Punkte  -4,  B  oder  P  geht. 
Zur  weiteren  Untersuchung  des  Bildes  von  C**  dient  folgende  Betrachtung. 

2.  Ist  die  Curve  zunächst  eine  Gerade,  so  erhalten  wir  sofort  die  Sätze: 
a)  Den   Punkten  Q  einer  Geraden  durch  P  sind  Punkte  Qy  derselben 

Geraden   conjugirt,   und   zwar  bestimmen   Q  und  Q^  auf  der  Geraden  eine 
involutorische  Punktreihe. 

h)  Jeder  durch  A  gehenden  Geraden  L  ist  eine  Gerade  X,  durch  B 
zugeordnet,  und  ebenso  ist  das  Bild  jeder  durch  B  gehenden  Geraden  eine 
solche  durch  A, 


*  Analytisch  findet  diese  Transformation  ihren  Ausdruck  durch  die  Gleichung: 
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<•)  Dreht  sieb  L  um  Ä,  so  beschreibt  die  ihr  zugeordnete  Gerade  i, 
ein  xum  Büschel  der  X  projectivisches  mit  dem  Mittelpunkte  B. 

d)  Das  Bild  irgend  einer  Geraden  C,  tlie  durch  keinen  der  Punkte  P, 
A  oder  B  geht,  ist  ein  Kegelschnitt  £'^  der  durch  P,  Ä  und  B  gebt. 
(Folgt  ma  r).\ 

e)  Jedem  Kegekcbnitte  K*  dui-ch  A,  B,  P  entspricht  ebenso  eine 
Gerade  C,  die  dnrch  keinen  der  Punkte  P,  A  oder  B  geht.* 

3.  Ist  ferner  eine  Curve  n""  Grades  C  gegeben  und  bat  dieEalbe  die 
Punkte  P,  A,  B  zu  n-,  o-  und  )3-fHcheii  Punkten,  so  folgt  ferner  aus  dem 
Umstände,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  P,  A,  B  mit  C"  noch  {2n  —  rt  —  a  —  ß) 
Funkte  gemein  hat,  dass  auch  eine  Gerade,  die  nicht  durch  P,  A  oder  B 
geht,  mit  dem  Bilde  von  C"  je  {2n  —  n  —  a  —  ß)  Punkte  gemein  bat,  oder 
dasB  die  Abbildung  vom  Grade  (2t»  — n  —  "  —  ß)  ist.  Hieraus  und  aus  den 
weiteren  Punkten  von  C",  die  auf  PA,  PB  und  AB,  ausserhalb  P,  A  und 
B  gelegen  sind,  folgt  jedoch: 

Ist  der  Ort  des  Punktes  Q  eine  Curve  «'"  Grades  mit  P,  A  und  B 
ti»  n-,  a-  und  |3-fachen  Funkten,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  Q^  eine 
CttTve  vom  Grade  {2n  —  7,-a~ß),  C'— '•-"-^  mit  P,  A,  B  als 
[n~-tt~ ß);  (n— B  — j»)-  und  {n  —  ^  —  ü)- fachen  Punkten. 

4.  Ueissen  wir  die  eine  Cnrve  die  Inverse  der  andern ,  so  ergiebt  sich 
daraus  noch  insbesondere: 

a)  Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  durch  zwei  der  Punkte  P,  A  oder 
B  ist  wieder  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  dieser  Punkte. 

b)  Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  durch  einen  der  Punkte  /',  A,  B 
ist  eine  Curve  dritten  Grades,  welche  in  einem  der  drei  genannten  Funkte 
einen  Doppelpunkt  hat. 

e)  Die  Inverse  eines  Kegelschnittes  dnrch  keinen  der  drei  Punkte  A, 
B,  P  ist  eine  Curve  vierten  Grades,  die  A,  B  und  P  zu  Doppelpunkten  hat. 

d)  Die   Inverse    einer  Curve    dritten   Grades  durch    P,  A   und  B  ist 
wieder  eine  Curve  dritten  Grades  durch  diese  drei  Punkte. 
ü.  s.  w. 

§  8.   Sätze  ttber  Ortsonnren. 
Obigem   erörterte  Abbildung    l&sst   sich    manchmal  mit  Nntien 
nnf  Fragen    nach    dem  Grade   des  Ortes    gewisser  Punkte  verwenden.     Wir 
werden  uns  jedoch  nur  auf  zwei  Beispiele  beschränken.    Hierbei  werden  wir 
Jmn  die   drei   Punkte  A,  B   und  P  ale  Grundpunkte  der  Abbildung   be- 


zieht ohne  Intereaw  ist  e«,  die  Beziehungen  zu  untenucben,  di«  Kwisofaen 
einer  Ueradoo  und  üireui  Bilde  faemchen.    So  geht  z.  fi.  die  Abbildung  K*  von 
durch  den  Pol  von  C  in  Bezug  auf  C,  und  führt  dies  auf  verachtedAua 
Kegelichniltluhre. 
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1*  Durch  sieben  Punkte  p  gehen  unendlich  viele  Cnnren  dritten  Grades, 
welche  nebstdem  noch  einen  Doppelpunkt  haben.  Setzen  wir  nun  voraus, 
der  Ort  dieses  Doppelpunktes  sei  eine  Cunre  vom  Grade  Xy  mit  den  Punk- 
ten p  als  y- fachen  Punkten ,  so  können  wir  drei  der  sieben  Punkte  p  als 
Grundpunkte  P^  Ay  B  beliebig  wählen  und  hierzu  einen  Kegelschnitt  C 
entsprechend  annehmen.  Denken  wir  uns  nun  von  dem  gesammten  System 
von  Curven  dritten  Grades  mit  Doppelpunkt,  welche  durch  die  sieben 
Punkte  p  gehen,  auch  das  System  Inversen,  so  sind  letztere  nach  §  2,  id 
nothwendig  auch  Curven  dritten  Grades,  welche  einen  Doppelpunkt  haben 
und  die  durch  sieben  gemeinsame  Punkte  geben,  nämlich  durch  die  drei 
Grundpunkte  und  vier  Punkte  p,  die  den  weiteren  nicht  mit  P,  A  und  B 
zusammenfallenden  vier  Punkten  p  als  Bild  entsprechen.  Durch  die  vor- 
genommene Transformation  ändert  sich  also  die  Aufgabe,  die  den  Ort  des 
Doppelpunktes  bestimmen  soll,  nicht,  oder  mit  anderen  Worten,  durch 
die  vorgenommene  Transformation  ist  der  Grad  der  Ortscurve  des  Doppel- 
punktes ungeändert  geblieben.     Dies  giebt  uns  die  Gleichung: 

Legen  wir  femer  durch  die  Punkte  P,  A  und  B  und  zwei  weitere 
Punkte  p  einen  Kegelschnitt,  so  kann  dieser  Kegelschnitt  nun  ausser  den 
fünf  Punkten  p  mit  der  Ortscurve  nur  noch  zwei  weitere  Punkte  gemein 
haben,  nämlich  die  Punkte,  in  welchen  er  von  der  Verbindungslinie  der 
beiden  letzten  Punkte  p  geschnitten  wird.  Er  hat  also  im  Ganzen  mit  der 
Ortscurve  gemein  5y  +  2  Punkte,  d.  h.  wir  erhalten  weiter 

2a;  =  5y-f2,    also   fl;  =  6,   y  =  2. 
Dies  giebt  nun  den  Satz: 

Soll  eine  Curve  dritten  Grades  durch  sieben  Punkte  p 
gehen  und  einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der  Ort  dieses 
Doppelpunktes  eine  Curve  sechsten  Grades  mit  den  Punkten  p 
als  Doppelpunkten.     (Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  499  u.  526.) 

2.  Wenn  ebenso  eine  Curve  C^  durch  sechs  Punkte  p  gehen  und  einen 

Rückkehrpunkt    haben   soll,    so  erleidet  auch  diese  Frage  bei   der  obigen 

Abbildung  mit  drei  Punkten  p  als  Grundpunkte  keine  Aenderung.    Sei  auch 

hier  der  Ort  wieder  vom  Grade  x  mit  den  Punkten  p  als  j/- fachen  Punkten, 

so  haben  wir  auch  jetzt: 

2a;=3y4-a:  oder  a;  =  3y. 

Legen  wir  ebenso  durch  fünf  Punkte  p  einen  Kegelschnitt  k^^  so  hat 
derselbe  mit  der  Ortscurve  ausser  den  fünf  Punkten  p  je  ^-fach  zählend 
nur  noch  die  beiden  Punkte  gemein,  in  welchen  die  Tangenten  vom  sechsten 
Punkte  p  an  K^y  K^  berühren.     Dies  giebt  wieder: 

Daraus  folgt:  2«  =  5y  +  2 ,  also  »  =  6,  y  =  2. 

Soll  eine  Curve  C^  durch  sechs  Punkte  p  gehen  und  einen 
~^^9lrlrebr/>nnkt  haben,    so   ist  der   Ort  des   Bttckkehrpunktes 


eine  Carve  Becbsten  Grades  mit  den  sechs  Punkten  p  als  Dop- 
pelpunkten.    (Steiner.  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  499  u,  536.} 

Betreffs    dieser   Ortscnrve    ist    ferner    zu    bemerken,    dass    42    weitere 
paukte  aasaer  den  Doppelpunkten  p  leicht  constrairbar  sind,   nSmlich  die: 
30  Punkte  a,  in  welchen  ein  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  p  die  Ver- 
bindungslinie der  letzten  zwei  Punkte  p  berührt, 
od  die: 

12  Punkte  ß.  in  welchen  die  Tangenten  von  je  einem  Punkte  jj  an  den 
Kegelschnitt  durch  die  übrigen  fUnf  diesen  berühren. 
Änmerk.    Bevor  wir  diese  Sätie  verUssea,  wollen  wir  noch  auf  eine 
{leiha  weiterer  Eigenschaften  der  Curven   dritten  Grades,  die  Steiner  gabt 
aufmerksam  machen.     Ea  sind  dies  die  Slltze,  die  er  unter  den  Titeln  gab: 
GeotuetriHche  LeLreütze.     Ges.  W.,  Bd.  2  S.  369-374,  und 
Sütze  über  Curven  zweiten  und  dritten  Orades.     Ebenda  S.  3TS  — SSO. 
Da  dieselben  nur  auf  Verallgeroeineriuigen  Bezug  nehmen,  die  sich  auf 
die  Wendepunkte  beziehen,  resp.  eich  aus  den  Kegelschnitten  leicht  mittels 
der  gegebenen  Abbildung  ableiten  lassen ,  so  wollen  wir  dieselben  hier  nicht 
weiter    erSrtern.     (Vergl.  hierzu  femer:    Clebsch,  Journ,  f.  Matb.,  Bd.  63 
S.  94-121.) 

Sätze  ober  Berahrong  algebrnischer  Curven. 
g  4    Oscnlirende  Kegelsclinitte. 
I.  Die  in  §  1  gegebene  Transformation  giebt  uns  noch  die  Mittel  in  die 
Hud,  andere  Fragen  einfach  zn  erledigen.     Sind  z.  B.  irgend  drei  Punkte 
.^,J!und  C  gegeben,  so  können  wir  die  Frage  aufwerfen:  Wieviele  Kegel- 
ectiuitte  geben    durch  diese  drei  Punkte  Ä,  S  und  C  und  oBCuliren  nebst^ 
dem   noch   irgend  eine  Curve?     Dm  diese  Frage  zu  erledigen,    wählen  wir 
die  drei  Punkte  zu  Grundpunkten  und  bilden  in  Bezng  auf  diese  die  Inverse 
^^'  gegebenen  Curve  »""  Grades  C.    Jeder  Kegelschnitt,  der  die  verlangte 
Bedingung   arfullt,    wird    in    der   Inverse   von  G"  Wendetangente.      Unsere 
Aufgabe    ist   also   anf  die   zurückgeführ) ,    die  Anzahl    der  Wende tangenten 
Senisser  Curven  zu  bestimmen.     Da  die  Inverse  im  Allgemeinen  vom  Grade 
2«   ist  und  die  Gruudpunkte  A,  B,  C  zu  n  fachen  Punkten  bat,  und  letz- 
ter« von  gleichem  Einflüsse  wie  §n(n— I)  Doppelpunkte  sind,  so  folgt  aus 
^^T  Plfloker'scben  Gleichung 

tü=3g{ff-l)  =  6d 
(to   Wendepunkte,  g  Grad,   ä  Doppelpunkte  einer  Basis  C),  wenn  wir  fUr 
3    «nd  i  die  Wertbe  2n  und  jn(n  — I)  einsetzen: 

D-    1  .  ,  r.  tC—  3»(»|— 1). 

lea  giebt  uns  den  Satz: 

Soll  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,    der  durch  drei 

Punkte  geht  und  eine  Curve  »'•"  Grades  C  OBOulirt,    so  giebt 
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LÖBungen.     (Steiner,   Oes.  W.,  Bd.  2  8.615,1,   ond  betreib  dee 

Ijtischen  Beweises  Bischoff,  Journal  f.  Math.,  Bd.  56  S.  175.) 

2.  Ist  einer  der  Punkte,  etwa  C  (=  P)  auf  der  Curve  selbst  gelegec^t  . 
so  ist  die  Inverse  vom  Orade  (2r)  — 1]  und  bat  einen  n- fachen  und  zw». -.^ 
(n  —  l)-facbe  Punkte.  Bestimmen  wir  für  diese  die  Anzahl  entsprechend^^^ 
Doppelpunkte,  ao  erhalten  wir  fUr  die  Anzahl  der  zugehörigen  Wendepaofc"-  -~~^ 
3«(n  — 1)  — 3,  Hierbei  ist  jedoch  derjenige  Kegelschnitt  nicht  mitgerechn^^g, 
der  durch  die  drei  Punkte  Ä,  B,  C  geht  und  C"  mit  osculirt.  Zählen  'i^^^i 
diesen  mit,   so  ist  die  Anzahl   der  Lösungen  gleich  3n(«  — 1)  — 2,     Tr-~5(, 


r  ebenso,  dasa  die  Ann 


ein  zweiter  Funkt  B  in  die  Curve.   so  finden 

der  Wendepunkte  sich  um  weitere  drei,  die  Anzahl  der  Lösungen  um  weil^, 
zwei  vermindert,  Dasselbe  ist  der  Fall ,  wenn  auch  der  dritte  Punkt  A.  j^ 
nie  Curve  C"  tritt.     Dies  giebt; 

Kommen  die  gegebenen  Punkte  insbesondere  in  die  Cac^Q 
Bebst  EU  liegen,  so  ist  die  Anzahl  derLösnngen  geringer,  «xq^ 
zwar  vermindert  sieb  dieselbe  fUr  jeden  Punkt,  der  in  die 
Curve  tritt,  um  zwei,  so  dass  also,  wenn  alle  drei  Punkte  in 
derselben  liegen,  die  Anzahl  Lösungen  nur  ist: 

3«(«-l)-6  =  3(«  +  l)(n-2). 
(Steiner,  Bd.  2  S.  615,) 

§  5.    Doppelt  berührende  Eegelsohnitte. 

1.  Soll  ebenso  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,  der  durch  drei 
Punkte  geht  und  eine  gegebene  Curve  C"  in  irgend  zwei  Punkten  bertthrt 
so  können  wir  auf  analoge  Weise  verfahren.  Wir  erhalten  als  Inverse  eine 
Curve  yn""  Grades  mit  drei  n-faohen  Punkten.  In  der  Inverse  treten  nnti 
diese  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  als  Doppeltangenten  auf.  Ist  dj« 
Anzahl  der  letzteren  gleich  c,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  in  derPlQcker- 
sehen  Gleichung  .      a  ,  n  ,, 

für  g  und  6  die  Werthe  2n  und  |n(n  — 1)  setzen: 

2c  =  n*  +  2«*  — jfl'  +  6«. 
Dies  giebt  jedoch  den  Satz : 

Soll  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden,  der  dnrch  drei 
Punkte  geht  und  eine  gegebene  Curve  n*"  Grades  in  irgend 
zwei  Punkten  berührt,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 

l(n*  +  2nä_5„»+6«)  =  i«(M-])(n»+3n-6)  = 
Lfl>"  -   .!_„j,,  Bd.  2  8,  615,  s,  und  Bise  hoff,  Joiiru.  f,  Math., 


■h\ 


Punkte,   etwa  A,   auf  der  Basis  C  iielbsl, 
Orade  Linil  hat  einen  n-fachen  und  iwri  i 
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(«—  1)- fache  Punkte.  Setzen  wir  nnn  in  der  Gleichnng  für  c  fttr  g  und  6 
die  zugehörigen  Werthe  (2n  — 1)  und  i(3n*  — 7n  +  4)  ein,  so  erhalten  wir: 

c  =  |(n*  +  2n8-13n«  +  2n  +  16) 
==ief-2(n«+w-4)  =  iefj. 

Hierhei  ist  jedoch  die  Zahl  der  Kegelschnitte  nicht  mitgerechnet,  welche 
die  Corre  C"  in  Ä  selbst  berühren.  Fttllt  der  Punkt  Ä  nttmlich  auf  die 
Curve  selbst,  so  fallen  ^on  den  sf  Kegelschnitten  eine  gewisse  Anzahl  mit 
solchen  zusammen,  von  denen  ein  Berührungspunkt  mit  Ä  vereinigt  ist. 
Jeder  solcher  Kegelschnitt  zählt  für  den  allgemeinen  Fall  zweifach;  die 
Anzahl  dieser  Kegelschnitte  ist  also  (n'4-^^4).  Rechnen  wir  also  die 
Lösungen  mit  dem  Berührungspunkte  Ä  dazu,  so  haben  wir  die  Zahl  der 
Lösungen  im  allgemeinen  Falle  um  (n^  +  n  —  i)  zu  vermindern,  um  die 
Zahl  der  verschiedenen  Lösungen  zu  finden,  falls  Ä  auf  C7"  gelegen  ist; 
rechnen  wir  dagegen  nur  die  Lösungen  als  solche,  für  welche  kein  Berüh- 
rungspunkt mit  Ä  zusammenfällt,  so  haben  wir  die  Zahl  e  xxm  2(n'  +  ^^4) 
zu  verkleinem. 

3.  In  ganz  gleicher  Weise  finden  wir,  dass  wir  auch  die  Zahl  e^  um 
(n*  +  n  — 6)  resp.  2(n^  +  n  — 6)  zu  vermindern  haben,  wenn  ein  zweiter 
der  drei  Punkte  auf  die  Curve  fällt.  Tritt  der  letzte  ebenfalls  in  die  Curve, 
80  ist  die  Anzahl  noch  weiter  um  {n^'^-n  —  8)  resp.  2  (n*  +  n  —  8)  zu  ver- 
kleinern. Setzen  wir  also  voraus,  dass  keiner  der  Berührungspunkte  in  Ä 
oder  B  oder  C  fällt,  so  erhalten  wir: 

Sind   in  einer  Curve  n**°  Grades  (7"  drei  Punkte  Ä,  J5,  C 

angenommen,   so   gehen   durch   diese   Punkte   im  Allgemeinen 

stets 

i(n*  +  2n»-21n«-6n  +  72)  =  4(n  +  2)(n-3)(n«  +  3n-12) 

solche  Kegelschnitte,  welche  die  Curve  C"  in  irgend  zwei 
mit  keinem  der  drei  Punkte  Ä^  By  C  zusammenfallenden  Punk- 
ten berühren.     (Steiner,  Bd.  2  S.  616). 

4.  Ein  specieiler  Fall  des  Hauptsatzes  in  1.  lautet: 

Durch  drei  Punkte  gehen  vier  Kegelschnitte,  die  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  doppelt,  oder  die  zwei  Gerade  be- 
rühren« 

§  6.   Bpeoielle  Fälle. 

Sind  alle  drei  Punkte  A^  B,  C  in  einem  auf  C7"  gelegenen  Punkte 
vereinigt,  so  erhalten  wir  aus  §5: 

Soll  ein  Kegelschnitt  eine  Curve  C"  in  einem  auf  ihr  ge- 
legenen Punkte  oseuliren  and  nebstdem  noch  in  zwei  anderen 
Paukten  berühren,  so  finden  im  Allgemeinen 

i(ii*  +  2ii^-2U«-6n  +  72) 

LGttangen  statt     (Siein er,  Bd.  2  8.  611.^    T3u&; 
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Soll  der  Kegelschnitt  die  gegebene  Carve  vierpnnktig  im 

Punkte  Ä  and  nebstdem  noch  in  einem  andern  Punkte  bertthren, 

so  fifiebt  es  im  Allgemeinen 

(n«  +  n-8) 

Lösungen.    (Steiner,  Bd.  2  8.617.) 

Ebenso  erhalten  wir  aus  §  4,  wenn  wir  von  der  Gesammtzahl  der 
Lösungen  diejenigen  drei  abziehen,  fttr  welche  der  Osculationspunkt  mit 
einem  der  Punkte  Ä^  B  oder  P  zusammenfällt: 

Soll  ein  Kegelschnitt  eine  gegebene  Curve  n^*^  Qrades  in 
einem  festen  Punkte  A  und  nebstdem  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  B  osculiren,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 

3n(n-l)-9  =  3(n«-n-3) 

Lösungen.    (Steiner,  Bd.  2  8.  617.) 

§  7.  Weitere  Sätze  ttber  osonlirende  nnd  doppelt  berttlirende  Xdgel- 

schnitte. 

Schon  das  Bisherige  zeigt  uns,  dass  es  keine  Schwierigkeiten  bietet, 
mittels  der  Plttck  er 'sehen  Analogien  die  Zahl  der  Lösungen  festzustellen, 
falls  die  Aufgaben  gegeben  sind: 

Ein  Kegelschnitt  soll  durch  drei  Punkte  A,  B^  P  gehen  und: 
a)  eine  Curve  osculiren, 
h)  eine  Curve  doppelt  berühren, 
wenn  die  Basis  zudem  noch  irgendwelche  Singularitäten  besitzt.     Von  den 
vielen  hierher  gehörigen  Fällen  wollen  wir  jedoch  nur  diejenigen  auswählen, 
die  Steiner  selbst  behandelte.     Es  sind  dies  folgende: 

1.  Sind  auf  einer  Curve  2n^*°  Grades  drei  n- fache  Punkte  gelegen,  so 
können  wir  diese  zu  Grundpunkten  A,  B^  C^  P  wählen  und  erbalten  als  In- 
verse  eine  Curve  n**"  Grades  mit  3w(n  — 2)  Wen  de  taugen  ten  und  ^n(*i  — 2) 
{n^^g)  Doppeltangenten.     Daraus  folgt: 

Hat  eine  Curve  2n**°  Grades  drei  w-fache  Punkte,  aber 
ausserdem  keine  anderen  vielfachen  Punkte,  und  soll  durch 
jene  drei  Punkte  ein  Kegelschnitt  gehen  und  zudem  die  Curve 
C'"  entweder 

a)  in  irgend  einem  Punkte  osculiren,  so  ist  die  Zahl  der 
Lösungen  =3w(n  — 2),  oder: 

h)  in   irgend   zwei  anderen  Punkten  noch  berühren,   so  ist 

die  Zahl  der  Lösungen  =  ^  (w-2)(n«-9).    (Steiner,  Bd.  2 
S.  617.) 

2.  Die  Inverse  einer  Curve  2n^°  Grades  mit  zwei  n- fachen  und  einem 
(n  —  1  )•  fachen  Punkte  ist  eine  Curve  (n-fl)^*"  Grades  t  wenn  wir  die  drei 
vielfachen  Punkte  zu  Grandpunkten  wählen.     Besitzt  die  Curve  keinen  wei- 

">  rieJfftcben  Punkt,  so  folgt  daraus: 
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-V   .«s,-      ■«^•^'^-.--x-x**.^-«.-*,' 


Hat  eine  Carve  2«***  Grades  twei  H-faehe  and  einen  (h  — 1)* 
fachen  Punkt,  sonst  aber  keine  Tielfachen  Pankte«  und  toll 
ein  Kegelschnitt  durch  diese  drei  Punkte  gehen  und  tudem 
die  Curve  entweder: 

a)  in  einem  Punkte  osculiren,  so  giebt  es  im  Allgemeinen 
3(n  +  l)(w  — l)  =  3(n*  — l)  Lösungen;  oder 

b)  in  swei  Punkten  berühren,  so  giebt  es  ^(ii+I)(h*-1) 
(n-2)(n  +  4)  Lösungen.    (Steiner,  Bd.  2  S.  617.) 

3.  Sind  die  Punkte  ii,  J?,  C,  P  je  («  —  !)•  fache  Punkte  einer  Curve 
(2n  — 1)^*°  Grades,  welche  sonst  keinen  vielfachen  Punkt  enthttlt,  so  ist 
auch  hier  die  Inverse  vom  Grade  (n+1)  und  wir  erhalten  aus  der  Zahl 
der  Wende-  und  Doppeltangenten  der  Inverse: 

Hat  eine  Curve  (2n  —  l)**°  Grades  drei  (n  — l)-faohe  Punkte 
und  sonst  keine  weiteren  vielfachen  Punkte,  und  soll  ein 
Kegelschnitt  durch  diese  drei  Punkte  gehen  und  sudem  noch: 

a)  entweder  die  Curve  in  einem  Punkte  osouliren,  so  giebt 
es  S{n  +  '[){n^\)  Lösungen,  oder: 

b)  die  Curve  in  zwei  Punkten  berUhreni  so  ist  die  Zahl 
der  Lösungen  =  i  (fi  +  O  (^-1)  (^  — 2)  (^  +  4).  (Steiner, 
Bd.  2  S.  618.) 

4.  Ebenso  finden  wir  aus  der  Zahl  der  Wende-  und  Doppeltangenten 
der  Inverse  einer  Curve  (2n  — 1)^^  Grades  mit  zwei  (n  —  1)- fachen  und 
einem  n- fachen  Punkte  in  den  Punkten  Ä^  B,  C,  Pi 

Hat  eine  Curve  (2n  — 1)^*''  Grades  mit  zwei  (fi  — l)-facheu 
und  einem  n-fachen  Punkte  aber  ausserdem  keinen  vielfachen 
Punkt,  und  soll  ein  durch  diese  Punkte  gehender  Kegelschnitt 
die  Curve  entweder: 

a)  in  irgend  einem  Punkte  osculiren,  so  ist  die  Zahl  der 
Lösungen  =3n(n^2),  oder: 

b)  in  irgend  zwei  anderen  Punkten  berflbreni  so  giebt  es 
4«(n-2)(n-3)(n  +  3)  Lösungen.     (Steiner,   Bd.  2  8.  618.) 

§  8.   Ofculirende  und  doppalt  bertthrend«  Kreii#. 

Als  specielle  FSlle  erhalten  wir  ans  Obigem,  wenn  wir  die  Paokte  A^ 
B  mit  den  unendlich  fernen  Kreispunkteo  zosammeDüsIleo  keeen: 

Durch  jeden  Ponkt  gehen  im  Allgemeineo  je  dn(n^l) 
Krfimmungskreise  einer  Curve  n***  Grades«  Liegt  der  Ponkt 
auf  der  Corve  »elbst,  so  ist  der  ihm  zogebörige  KrUmmfings« 
kreis  dreifach  zählend  nnd  die  Zahl  der  doreh  ihs  gebenden 
KrflmiDiingskreise  ist  am  2  kleiser.    (Steiner^  Bd«  2  8.  442,  n,) 

Ebeaeo  folgt  aoeb: 

Soll  eis  Krei»  doreh  oiseo  fet^ebesos  Pookt  gebeo  ood 
eise  CorTO  m**^  Oradee  Im  twtt  Poakioo  battkt%m5  %%  \%\  i\^ 
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Zahl  der  Lösungen  im  Allgemeinen  =^n(n  — l)|(n  +  l)(n  — 2)  — 8}. 
(Steiner,  Bd.  2  S.442,  9.) 

Liegt  insbesondere  der  Punkt  in  der  Corve  selbst,  so  wird  die  Curye 
in  ihm  von  (n(n  +  l)~4)  lösenden  Kreise  berührt  und  dann  ist  jeder  dieser 
Kreise  doppelt  zählend  oder  die  Zahl  der  Lösungen  wird  um  ebensoviel 
verringert. 

§  9.  Kegelschnitte  durch  vier  Funkte >  welche  eine  Curve  berlUiren. 

1.  Sind  ferner  vier  Punkte  gegeben  und  soll  durch  diese  eine  Curve  C^ 
gehen,  welche  eine  gegebene  Curve  n^^  Grades  berührt,  so  können  wir 
drei  dieser  Punkte  als  Grundpunkte  A^  By  P  w&hlen.  Die  gesuchten  Kegel- 
schnitte werden  jetzt  Tangenten  der  Inverse  durch  das  Bild  des  vierten 
Punktes.  Da  die  Inverse  vom  Grade  2n  ist  und  drei  n- fache  Punkte  hat, 
so  ist  sie  von  der  Cl^se  2n(2w  — 1)  — 3n(n  — 1)  =  n(n  +  l).    Wir  erhalten 

also: 

Soll  ein   Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  gehen   und  eine 

Curve  n^*^  Grades  nebstdem   noch  in  einem  Punkte  berühren, 

so  giebt  es  im  Allgemeinen  n(n-f-l)  Lösungen. 

und  als  speciellen  Fall: 

Soll  ein  Kreis  durch  zwe^  Punkte  gehen  uud  eine  Curve 
n**"  Grades  berühren,  so  giebt  es  n(n  +  l)  Lösungen.  (Steiner, 
Bd.  2  S.  443.) 

2.  Fallen  femer  die  vier  Punkte  paarweise  in  die  unendlich  fernen 
Punkte,  so  ist  die  Verbindungslinie  derselben  n-fach  als  Lösung  anzusehen 
und  wir  erhalten: 

Soll  ein  Kegelschnitt  zwei  Gerade   in  gegebenen  Punkten 

'und  nebstdem  noch  eine  Curve  n*®"^  Grades  berühren,  so  ist  die 

Anzahl  der  Lösungen  im  Allgemeinen  =n^.    und  als  speciellen  Fall: 

Soll  ein  Kreis  einen  gegebenen  Mittelpunkt  haben  und 
eine  Curve  w*®°  Grades  berühren,  so  giebt  es  n*  Lösungen.    Oder: 

Von  einem  Punkte  gehen  w*  Normalen  auf  eine  Curve  w***^ 
Grades. 

Weingarten,  im  September  1890. 


xxin. 

Ueber  einen  orthogonalen  Reye'schen  Complex. 

Von 

Dr.  II.  Thieme 


Die  geraden  Lioien  einer  Ebene,  welcbe  von  zwei  Punkten  dieser  Ebene 
gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  bekanntlich  zwei  BtrahleobUschel ;  die 
Mittelpunkte  dieser  BUschel  sind  die  Mitte  und  der  anendticb  ferne  Punkt 
dor  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte, 

Die  Geraden  des  Raumes,  die  von  zwei  gegebenen  Punkten 
gleiche  Entfernnng  haben,  bilden  eiuen  Reye'schen  Complex,  der 
durch  einige  Eigeoscbaften  auggezeicbnot  ist.  Das  Folgende  enthitU  eine 
elementare  Ableitung  dieser  Eigenacbaften. 

I.  Die  beiden  gegebeuen  Punkt«  seien  A^  und  Ä^,  die  Mitte  von  A^A^ 
sei  Af,,  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  ,4„,  die  Ebene,  welche 
in  A„  auf  AfA^  senkrecht    steht,    sei  E,,    die    unendlich   ferne  Kbeue  E^,. 

Znnilchst  ist  wie  in  der  Ebene  jede  Gei'ade.  welche  zo  'iy^^  parallel 
ist,  also  durch  J^  geht,  von  A^  und  A^  gleiab  weit  entfernt,  ebenso  jede 
Gerftde,  welche  durch  A„  geht.  Als  gleich  anzusehen  sind  auch  die  Ent- 
feroDQgen  der  Punkt«  -^,  und  v/,  von  jeder  Geraden  in  E^^  von  jeder 
nnendlicli  fernen  Geraden. 

Femer  lägst  sich  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass  auch  jede  Gerade 
in  E^  TOn  A^  und  A^  gleich  weit  «ntfernt  ist.  Ist  uümlicb  x  eine 
beliebige  {A,jif  nicht  schneidende)  Gerade  in  E^,  und  filllt  man  von  A, 
auf  diese  das  Loth  ^y,  P,  so  steht'  x  nuf  den  Geraden  ^1,^^  und  J^P 
äeakrecbt,  also  auch  auf  der  Ebene  A^A^P  und  damit  auf  A^P;  d.  b. 
AfP  ist  der  Abstand  des  Punktes  A^  von  x.  Da  nun  PA^^  auf  A^A, 
sukrecht  steht,  so  ist  A,P=  A^P,  alao  A^  und  A.^  von  x  gleich  weit 
entrernL 

Die  weder  E^,  noch  Eg  aagehörigen  Geraden,  welche  von  A,  und  A^ 
gleichweit  entfernt  sind,  zeichnen  aich  durch  eiue  einfache  Eigenschaft  aus, 
wie  aas  der  folgeaden  Betrachtung  ersichtlich  ist. 

•  Senkrecht  zueinander  faeissen  swei  Gerade,  wenn  aie  miteinander  einen 
«■chhai  Winkel  bilden,  lie  mOgen  sieh  tchn«iden  oder  nicht 
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Bezeichnet  x  eine  derartige  Gerade ,  und  J4^  P^  und  ^^  -^s  ^^^  Lothe 
▼on  y^i  und  jd^  auf  x^  also  ^jP,  «=^,^2)  ^^^  ^^^^  ™<^  ^^^  ^^^  ^o  ^^ 
Loth  ^qPq  auf  a;.  Da  ^iP^t  ^o^o*  ^s^s  ^^^  ^  senkrecht  sind,  so  liegen 
sie  in  drei  zu  x  senkrechten,  also  einander  parallelen  Ebenen,  und  da 
-^j  j4q  =  j4^  Aq  ist ,  so  ist  auch  P|  Pq  ^^P^Pq.  Mithin  ist  A  A^  P,  P^ 
^  -^,  P«Po»  infolge  dessen  A^  Pq  =  -^^2^01  ferner  A  A^  AqPq  ^  A^A^P^^ 
also  PqAq±.A^A^,     D.h.: 

Jede  Oerade,  welche  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt 
ist»  steht  auf  einer  Geraden,  die  durch  A^  geht  und  in  E^  liegt, 
senkrecht. 

Ist  umgekehrt  x  eine  beliebige  Gerade,  welche  Eq  in  Pq  trifft  und  auf 
PqAq  senkrecht  steht,  sind  femer  A^P^  und  A^P^  die  Lothe  von  A^  und 
A^  auf  x^  so  lässt  sich  zeigen,  dass  A^P^  =  A^P^  ist 

Zieht  man  nämlich  durch  Pq  die  Parallele  zu  A^  A^  und  f&llt  auch  auf 
diese  Yon  A^  und  A^  die  Lothe  A^Q^  und  A^Q^^  so  ist  A^P^  senkrecht 
auf  PjPs  und  QiQfy  also  auf  der  Ebene  der  beiden  Geraden,  ebenso  auch 
A^Qi  und  A^Q^^  da  diese  zu  AqPq  parallel  sind.  P1P2  ist  damit  senk- 
recht auf  A^Q^  und  A^P^^  also  auf  der  Ebene  A^P^Q^  und  auf  QxPx\ 
ebenso  ist  P^P^  senkrecht  auf  Q%P^»  Daraus  folgt  dann  die  Congruenz 
der  Dreiecke  Q^P^Pq  und  Q^PsPo  nnd  dann  der  bei  Q^  und  Q^  recht- 
winkligen Dreiecke  A^  Q^  Pj  und  A^  Q^  P,  und  daraus  die  Behauptung 
A^  P,  =  y^j  Pj .     Also : 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  von  zwei  Punkten 
A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  wird  gebildet  von  den 
Geraden,  welche  auf  den  Strahlen  des  Strahlenbüschels  mit 
dem  Scheitel  A^^  der  Mitte  von  AyA^^  und  der  Ebene  E^^  der  mittel- 
senkrechten Ebene  von  A^A^^  senkrecht  stehen. 

II.  Auf  Grund  der  entwickelten  Eigenschaften  lässt  sich  leicht  die 
Anordnung  der  Geraden  im  Räume  verfolgen. 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt 
Pq  von  Eq  gehen  und  von  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind, 
besteht  aus  zwei  Strahlenbüscheln. 

Denn  einmal  haben  alle  Geraden,  welche  durch  P^  gehen  und  in  Eq 
liegen ,  die  verlangte  Eigenschaft  und  dann  alle  Geraden ,  die  in  P^  auf  Aq  Pq 
senkrecht  stehen. 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  einer  gegebenen 
Geraden  l  des  Raumes  parallel  sind  und  von  A^  und  A^  gleiche 
Entfernung  haben,  bildet  ein  paralleles  StrahienbUscbel. 

Man  erhält  dieses  Büschel,  wenn  man  in  Eq  durch  Aq  die  Gerade 
zieht,  welche  auf  l  senkrecht  steht,  und  dann  durch  die  Punkte  dieser 
Senkrechten  die  Parallelen  zu  {  zieht.  Selbstverständlich  bilden  diese  Ge- 
raden eine  Ebene,  welche  zu  l  parallel  ist  und  durch  Aq  geht. 


Von  Dr.  U.  Thixmb. 

Die  GeradeD,   welche  durch  eioes  beliebigen  Punkt  X  des 

mes  gehen  und  von  >^,  und  ji^  gleich  weit  entfernt  sind, 
bilden  einen  orthogoniilen  Kegel  zweiten  Grades. 

Diese  Geraden  erhält  man,  wenn  man  in  E^  durch  /1„  Strahlen  zieht 
nnd  TOD  X  aus  auf  diese  die  Lothe  föllt.  Die  Fuaspunkte  dieser  Lotbe 
bilden  bekanntlich  einen  Kreis.  Ist  X„  die  Projection  von  X  auf  £^,  so 
Üt  -^u^o  der  Durchmesser  des  Kreise:;.  Da  eine  Gerade  des  Kegels  — 
XXfl  —  auf  der  einen  Kreisscbnittebene  senkrecht  steht,  so  ist  der  Kegel 
ein  orthogonaler.  Die  andere  Reihe  der  Kraisscbnilte  steht  auf  X.^„  senkrecht. 

Somit  bilden  die  Geraden  der  verlangten  Eigenschaft,  die  durch  einen 
Iteliebigen  Punkt  des  Raumes  gehen ,  einen  Kegel  zweiten  Grades ,  also 
haben  wir  das  Resultat: 

Die  Geraden,  welche  von  zwei  gegebenen  Punkten  gleich 
weit  entfernt  sind,  bilden  einen  Complex  zweiten  Grades. 

Diesen  Complei  werden  wir  zweckmäasig  einen  orthogonalen  nennen, 
da  die  sämmtlichen  Comptexkegel  orthogonal  sind. 

III.  Wie  wir  gesehen  haben ,  enthält  E^  von  jedem  Compleikegel  einen 
KreisBchnitt.  Die  sUmmtüchen  in  £„  liegenden  Kreisschnitte  bilden  das 
Bündel  der  Kreise,  welche  durch  den  Punkt  Ag  gehen.  Ist  umgekehrt  in 
ein  durch  /i^  gebender  Kreis  gegeben ,  so  erhalten  wir  unendlich  viele 
Complexkegel,  die  durch  diesen  Kreis  hindurchgebeu.  Die  Scheitel  dieser 
Kegel  erhslt  man,  wenn  man  A,,  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  ver- 
bindet und  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  X^  von  Kreis  und  Verbindungslinie 
nni  Ea  das  Loth  errichtet.  Alle  diese  Kegel  haben  die  Ebene,  welche  durch 
Loth  und  die  Tangente  des  Kreises  in  Xg  bestimmt  wird,  zur  gemein- 
•cbaftlichen  Tangentialebene,  haben  also  ausser  den  Punkten  dieses  Lothes 
und  des  Grundkreises  keine  gemeinsamen  Punkte. 

beliebiger  Kreis,  dessen  Ebene  zu  E^  parallel  ist,  liegt  auf  zwei 
Complexkegeln.  Trifft  nKmlicii  das  Lotb  vom  Mittelpunkte  diese»  Kreises 
nach  /4,Af  den  Umfang  in  A',  und  X,,  so  erbtilt  man  den  einen  Scheitel 
ftls  den  Schnittpunkt  des  Lothes  von  X,  auf  £„  mit  der  Geraden  X^A^. 
den  andern  als  den  Schnittpunkt  des  Lottes  von  X,  auf  E^  mit  X,//„. 

Compleikegel,    deren    Scheitel    mit  .-!„    in    einer    Ge- 

aden  liegen,  sind  einander  HhnJich;  denn  die  Lothe,  die  man  von 

Hcheil«lu  der  Kegel  auf  denselben  Strahl  des  Büschels  mit  dem  Scheitel 

und  der  Ebene  £g  fSIlen  kann,  sind  einander  parallel.     Alle  Comples- 

legel,  deren  Scheitel  auf  einer  durch  j4g  gehenden  Geraden  liegen,   gehen 

nach  durch  denselbeu  Kegelschnitt  in  E^\  sie  berühren  sich  ausserdem 

imtlich  lUngs  jener  Geraden. 

lieber  die  Kegelschnitte  in  £„  Ifiest  eich  noch  eine  Eigenschaft  angeben. 

J)a  das  Loth  vom  Scheitel  des  Compleikegel«  auf  E^  stete  auf  dem  Kegel 

liegt,    so   gehen   alle    Compleikegel    durch   /i^,    und   da   alle  Complexkog^L 


1  £^  einen  Kreiaachaitt  baben,  ao  erzeugen  sie  eSmmtlich  auf  der  Bchait:-,^ 
linie  von  E„  und  E^  dasBelbe  Punktsyetem ,  gehen  sie  sämmtlich  no^^ 
durch  zwei  imaginlire  Punkte  des  in  £^  liegenden  Kugelkreises.     Also: 

Die  Regelscbuitte,  in  denen  E^  von  den  Compleikegfe  |, 
geschnitten  wird,  bilden  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit;  ^  j^ 
gehen  sämmtlich  durch  ^^  und  di^  Schnittpunkte  von  E„  tkhi 
dem  imaginären  Rugelkreise  in  E^. 

Die  Complexkegel  verbinden  diese  Regelscfanitte  mit  den  in  E^  lie^Q. 
den  und  durch  .4^  gehenden  Kreisen;  aber  nicht  jeder  Kegel,  der  dnrcL 
ein  Paar  dieser  krummen  Linien  gebt,  ist  ein  Complexkegel ,  wie  eine 
leichte  Betrachtung  zeigt. 


,  die  in  einer  Ebene  M 
tfernt  sind. 


lY.  Nunmehr  fragen  wir  nach  den  Gerac 
liegen  und  von  Jy  und    /l^  gleich  weit 

In  einer  Ebene  E,  welche  durch  /^, -^j  geht,  haben  die  verlange 
Kigenschaft  zwei  Büschel:  1.  die  Geraden,  welche  durch  A^  gehen,  2.  di« 
Geraden,  welche  dnrch  -4„  gehen,  also  zu  -^i/^j  parallel  sind. 

Ebenso  enthält  eine  Ebene  E,  welche  durch  Ag  geht,  zwei  Blläcbel 
von  Geraden  des  Complexes:  1.  die  Geraden  durch  A^  in  E  und  'i,  dat 
Büschel  paralleler  Geraden,  welche  auf  der  Schnittlinie  von  Ef,  und  Ssenk' 
recht  stehen. 

Das  Gleiche  gilt  aacb  Yon  einer  Ebene  E,  die  auf  £„  senkrecht  »tehl. 
Fällt  man  nltmlicb  von  A^^  auf  die  Schnittlinie  von  E„  und  E  das  Lotli 
j^uX(|,  so  bat  jede  Gerade  in  E  durch  .y„  die  verlangte  Eigenschaft,  da  sie 
auf  //gXg  senkrecht,  ausserdem  noch  alte  Geraden  in  E,  welche  zu  '^i^^ 
parallel  sind  {E  ist  tu   /i^A^  parallel). 

Eine  Ebene,  welche  zu  E^  parallel  ist,  enthält  ausser  ihrer  unendlich 
fernen  Geraden  keine  Gerade  von  der  verlangten  Eigenschaft. 

Die  Geraden  des  Complexes,  die  in  einer  beliebigen  Eben; 
E  des  Raumes  liegen,  umhüllen  eine  Parabel, 

Ist  nSmlich  l  der  Schnitt  von  E,;,  und  E,  so  erhält  man  die  gesnclitea 
Geraden  der  Ebene  E,  wenn  mau  jI,,  mit  den  Punkten  von  l  verbinde!  und 
in  diesen  Punkten  auf  den  Verbindungslinien  senkrechte  Elienen  errichlel; 
diese  senkrechten  Ebenen  achneiden  E  in  den  gesuchten  Geratlen.  Aus 
bekannten  elementaren  Eigenschaften  der  Parabel  folgt  zunächst ,  dasa  diese 
Ebenen  einen  parabolischen  Cylinder  umhüllen,  welcher  A^A^  zur  Bkbii- 
linie  und  die  Ebene,  welche  liings  l  auf  £g  senkrecht  steht,  Eiir  Scheitel- 
langen tialebeue  bat.  Dieser  parabolische  CjHnder  wird  auch  von^ineiiiir 
P.i^h«)  '"•ohnitten. 

ouch  direct  nachweisen.     Dabei  ergiebt  sich,  dus 
iieiteltangente  >iud  der  Fusspiinkt  des  Lotte 
tnkt  tt,t. 
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Beseichnet  nämlich  X  einen  beliebigen  Punkt  Ton  2,  5  die  Schnittlinie 
\Oi^  ^  D>^^  ^^i"  Ebene,  welche  in  X  auf  A^'X.  senkrecht  steht,  und  F  den 
f'asspankt  des  Lothes  Ton  A^  auf  £»  so  ist  8  senkrecht  auf  JqX  und  ^0^) 
jso  auch  auf  der  Ebene  A^FIL^  mithin  auch  auf  jPX,  woraus  sich  nach 
Len  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  das  Weitere  ergiebt. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  ist ,  wie  aus  der  Construction  von  ¥  hervor- 
yelit,  der  Brennpunkt  einer  Complezcurve. 

Y.  Der  behandelte  Complez  ist  in  der  üeberschrift  ein  Beje'scher 
genannt  worden.     Dass  er  ein  solcher  ist,  zeigt  die  folgende  Betrachtung. 

Bekanntlich  erhält  man  einen  Rey ersehen  Complex  als  die  Gesammt- 
heit  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Geraden  zweier  projectiven, 
beliebig  im  Räume  liegenden  Strahlenbüschel  treffen.  Die  Scheitel  der 
beiden  Büschel  sind  zwei  ausgezeichnete  Punkte,  die  Ebenen  der  Büschel 
zwei  aasgezeichnete  Ebenen  des  Complezes.  Die  beiden  Büschel  bestimmen 
aaf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  zwei  projective  Punktreihen.  Die  zusam- 
menfallenden Elemente  dieser  Punktreihen  bilden  zwei  weitere  ausgezeichnete 
Pankte,  die  Verbindungsebenen  der  sich  treffenden  entsprechenden  Strahlen 
xwei  weitere  ausgezeichnete  Ebenen. 

Auch  der  Complez  der  Geraden,  die  von  A^  und  A^  gleich  weit  ent- 
fernt sind,  ist  das  Erzeugniss  zweier  solchen  Büschel.  Das  eine  Büschel 
hat  A^  zum  Scheitel  und  'Eq  zur  Ebene,  das  andere  hat  A^  zum  Scheitel 
and  "E^  zur  Ebene;  entsprechende  sind  die  Strahlen  der  Büschel,  die  zu- 
einander senkrecht,  also  für  den  imaginären  Kugelkreis  im  unendlichen 
ineinander  coiyugirt  sind.  A^  und  A^  sind  zwei  ausgezeichnete  Punkte, 
"E^  nnd  £[»  zwei  ausgezeichnete  Ebenen  des  Complexes;  die  übrigen  aus- 
geieicbneten  Elemente  (die  Schnittpunkte  Ton  JEJ^  mit  dem  imaginären  Kreise 
in  E^  und   die  Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  A^^  A^  sind  imaginär. 

YL  Man  kann  nun  weiter  die  Frage  stellen  nach  der  Gesammtheit 
der  Geraden,  welche  Ton  drei  gegebenen  Punkten  gleich  weit 
entfernt  sind. 

Die  drei  gegebenen  Punkte  seien  A^^  A^,  A^^  die  Mitten  von  A^Ai^^^ 
A^A^i  A^A^  seien  Jlfg,  M^^  M^^  die  mittelsenkrechten  Ebenen  entsprechend 

Eine  Gerade  {,  welche  von  A^^  A^  und  ^3  gleich  weit  entfernt  sein 
•oIli  muBS  die  drei  Ebenen  jEJj,  jE7,,  JE^j  in  drei  Punkten  P3,  P,,  P,  so 
aehieideD,  daes  sie  auf  Paüfs)  P^M^,  ^i-^i  senkrecht  steht.  Zieht  mau 
mgekehrt  in  £^  und  £^  durch  M^  und  M^  je  eine  Gerade  und  construirt  die 
Gerade I  welehe  diese  beiden  senkrecht  schneidet,  so  hat  man  eine  Gerade, 
die  TOn  A<^^  A^  und  ^3  gleich  weit  entfernt  ist;  da  sie  auf  der  Geradeu 
fhqndi  JH^  in  JS^  senkrecht  steht,  ist  sie  von  ^,  und  A^  gleich  weit  ent- 
int,  und  da  sie  auf  der  Geraden  durch  M^  in  "E^  senkrecht  steht,  ist  sie 

Ä^  imd  A^  gleich  weit  entfernt.     Man  erhält  die  sämmtlichen  Geraden, 

UMmOkmiMÜk  n.  Phjifk  XXXVI,  ß.  ''^^ 


3M  üeber  «neu  orthogonmlen  Beje'schen  Complei. 


die  TOD  Aj.  A^.  A^  gleich  weit  entfernt  sind .  wenn  nran  in  E^  aQe  Strahlen 
dszth  Jf^  nnd  in  E^  »Ue  Strahlen  durch  M^  deht  und  zu  je  einem  Fuxe  dicfler 
Snhkc  in  E^  nnd  in  2^  die  Gerade  constroirt .  die  beide  senkzccfai  trifft 

Die  Zahl  ron  Geraden  der  Terlangttn  Eigenachnlt.  die  dnreh  einen 
Prrtt  P  gehen,  ist  hSchstras  Tier;  denn  die  Geraden  dnrch  P,  die  Ton  il| 
sjkd  A*  gleich  weit  catlent  sind,  bilden  einen  Kegel  zveiten  Grades; 
ebecio  die  üeiaden.  die  Ton  A^  und  A^  gleich  weit  entfont  sind,  and 
xmm  Kegel  zweiten  Grades  mit  gemeinsunem  Scheitel  schneiden  sieh  in 
b-jchsiens  Tier  Gnaden. 

Die  Zahl  der  Geraden,  die  in  einer  Ebene  E  liegen,  ist  höchstens  dreL 
Die  Geimden  in  £,  die  Ton  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  omhllllen 
eäe  Parabel,  ebenso  die  Geraden,  die  Ton  A^  und  A^  gleich  weit  entfernt 
sbed«  und  zwei  Farabdn  haben  ausser  der  unendlich  fernen  Geradm  hCch- 
s«^  drei  gcmeiusme  Tangenten.     Also: 

Die  Geraden,  welche  toc  drei  gegebenen  Punkten  A^^  A^ 
und  A^  gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  ciue  Ccngruenz  Tier- 
\tT  Ordnung  und  dritter  Classe. 

Durch  die  Miite  einer  Seite  des  Dreiecks  .li^^  gehen  nicht 
Tier  STzmhjen  der  Congruecx,  soaderr  ein  gazier  Kegel,  z.  B.  dnrch  M^ 
der  Kegel  der  Geraden ,  die  Tcn  A,  und  A^  glei-ti  weit  ecifemt  sind ;  Ton  il, 
-zsidAf  haben  sie  tce  selbst  gleiche  Eii^en:;:r*:  Di^säe  irfi  Ke*el  schneiden  sieb 
iz  i*a  drei  Kreisen,  welche  die  Hvif-  ifs  ^^e;?^k^  3f.  3f^  Jf,  r~  Psrchmes- 
5*rrr  babec,  wihr^ri  ihre  Eb^-en  *«:  i*r  Er^z-  ^  -1^-4.  ?^zkrrV!bt  stehen. 

Durch  eizeu  beliebigen  P-nk:  :=:  rntnilxier  geht  nur 
ein*  Gerade  Tm  der  Terlan*::tn  E:*ren>jbi:;.  Xich  II  bilden  näm- 
l::h  i:e  Geraden,  die  einer  *:e*:erienen  Oterfci;=n  larillel  jini  -ui  Ton  A^ 
-ni  J,  *:le:ch  we::  enifem:  >-.ni,  e:n  ivirL^eles  S:rAi'.en:l>:i:-el,  ebenso  die 
S:r*clen.  die  xrn -4.   nnd  J,  cle::h  wr::  miffm:  smi;  die  beiden  Büschel 


'"*u  ^4i 


r:.r*fn  rnr  einen  ^m 

Eine  A-snAh=:e  bilien  wieder  die  unfndl ::b  fernen  Punkte  der 
Geraden  M.Ji,.  Jf.Jf;.  Jl^M^i  i:.r:'z  ;e»den  iie^^er  Fnnr:c  geht  ein 
ganies  B->cbel  piralleler  Geraden.  ?:  rr-*nen  dieser  BOschei 
stebeu  iu:  vier  Ebene  J.  JL^J,  *inc?  der  \-eriden  3i  Af , .  .Y.  IT,  und  Jf^Jf. 
s*frkreci::.  Anxscrden:  i*t  eine  evie  d,;r>^;r  Irenen  t:ne  Crmeiusame  Tan- 
gen:ialebere  4we;e:  der  dn?;  jur  Con^rueni  jreb-f  r  p*n  Ke^l  : weilen  Gr^es; 
d:e  Bertlbrunp^tAnv  :>;  d;e  v»er*.ie»  '.,\rr>  wfl.ber  d.-  Ebene  inf  A^A^A^ 
seckrech;  st  ei: 

Wihretd  :i:  e';:5'r  b<>.^b.^:t  Ebe::e  nv.r  ire;  $'u::Äilen  der  Congmenz 
l-.eoen,  umfeüllen  dieGerideu,  d:e  :u  einer  der  Ebenen  Hj,  £^,  £, 
liegen«  je  eine  Tatabel;  s.  R  *:ttd  dw  Genfcd<Ä  der  Ebere  1\  an  und 
(tr  sieh  t\Hi  A^  lusd  A^  (jKMcti  ««il  Mtteml;  die  GeoiiM  Ton  E^^  die  noch 
TOS  J,  «id  4»  «liM  »liillm  iMli  IV  eiM  Pkrabel. 
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MiM^M^  den  Scheitel  gemeinsam;  das  Loth  in  diesem  Punkte  anf  der  Ebene 
A^A^A^  ist  die  gemeinsame  Scheiteltangente,  die  Fnsspnukte  der  Höhen  des 
Dreiecks  M^M^M^  sind  die  Brennpunkte  der  drei  Parabeln. 

Durch  den  Schnittpunkt  der  HOhen  des  Dreiecks  Jtf|  Jtf^  ^s  ^  ^^^^  ^^° 
Mittelpunkt  des  Umkreises  von  A^A^A^,  geht  nur  eine  Gerade  der  ver- 
langten Eigenschaft,  nämlich  das  Loth  in  diesem  Punkte  auf  A^A^A^. 
Auch  eine  Ebene,  welche  durch  dies  Loth  hindurchgeht,  enthält  keine  wei- 
tere Gerade;  die  drei  zu  einer  derartigen  Ebene  gehörigen  Complezparabeln 
berühren  sich  in  jenem  Punkte  und  im  Unendlichen. 


Die  Geraden,  welche  von  vier  Punkten  des  Raumes  A^,  A^^  A^,  A^ 
gleich  weit  entfernt  sind,  bilden  eine  geradlinige  Fläche.  Durch  die  Mitte 
jeder  Kante  des  Tetraeders  A^A^A^A^  gehen  vier  Geraden  der  Fläche. 
Femer  schneiden  sich  von  den  zwölf  Ebenen,  welche  auf  deu  Tetraeder- 
flächen längs  der  Verbindungslinien  der  Kantenmitten  senkrecht  stehen, 
immer  die  zwei  Ebenen,  die  einer  Kante  parallel  sind,  in  einer  Geraden 
der  Fläche. 

Maciejewo,  im  Juli  1891. 
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Ueber  die  inrotutOTisdien  Gelnlde,  wdche  ema  ebene 
Cremana  »Transfonnation,   speciell  die  quadratiaclie 

enüialten  kann. 

Lh-.  Karl  Doehlemanx 


Ol^SXi^     i  A^  JLkl> 


Erjirr  Abschnitt. 

AllLCtiae  Siiie  iWr  laTolatori^ke  liekiMe  Hm»  Traa»- 

foranli^a. 

I  I.  Die  ams  ei^er  TrA£sfbimatior  .ibi^Ieitete^  TruisforBAtiaiL 

T.  5*5  =^-  *:zr  E:«rrf,  dir  iir;Ji  f:--*  Crf=i:ri-Tr»r:*fonii»lion  «*•' 
•iTirir^  L^f  siil  äI*:-*:  r«c-cer  :?*.  -ri  rfXcl:]:i.rz  wir  sie  insofern  als 
F.^  ^ri  ^  Z,.  «c  r*i-  =4r  ircrri  fir*-  P^-r:  i.eser  Elwc«  mls  in  der 
E^  Z'iis  Ef  :«c£ril::h  A=:fis^^«z  -ri  i*zizi:-:  =:;  v-  :c-*r  U,  beieichnen. 
•  *  i.Aii:f*=.  *zi^rr::it  iiz:  i^nr  *:-  Firr;  Q,  :»riw.  Äx-  Diese  neuen 
?--'r:enkfcrt   '-:*:Vrr   eit»   -"*::e    IVjiebir^    ier  F:»*rf    1:1:   <::h    selbst,    die 

W^  iif  -rsrrizxl::^*  Beiirfh^iz»:  r:::i:  :zT:".:::cr">:i,  >:  wiri  es  auch 
i>:  ic-r^l-r  :e*rf  z::i.:  i<*ir.  Wirs  i.e  c^^':^-e  B^£:*hi^  i^TOi:iionsch  ge- 
w-fä^ti.  K   wlrif   iiT  A^celeiTc:^  eine  lirr^iri:. 

Wir  '■"rll-fz  ir-  ill^mriurz  F*ll  r:*~*z  :-  ifr  Lkc«  i^r  Fandnmen- 
*-k-.  isrre  'rir:i*r  E"r^r*z..  icr  iir.n  ':^>:i»"r;.  \^,iä?  t;-  if-  Fcndamental- 
riror  :<r  Zx  i*re::  0^ir«-*^F^  r-eiw  ••_>••.-..>••,  k*:=*r  mit  einem 
F^=iAz:«?=:Ä:rir^if  ier  E,   :  :5*=i=:rzti:::.     Die  y-iizieitalpTinVte  der  £, 


Verr'r.jTS   =-ia   d*a=.   wekbe  C^rnp   einer  Oeraoez  is  der  abgeleiteten 

vDie  abigtihiuii  TteHÜnMlMi  kl,  weMi  •  4er  Gnd  der  ge- 

«aaU- 
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„Enthält  die  ^({ebeoe  Traneformation  ein  Punktepaar,  dae  sich 

inTolutoriaoh  entspricht,  so  stellt  dies  für  die  abgeleitete  Transfor- 
mation zwei  Coincidenzpunkte  vor." 
2.  Um  die  Fundamentnlpunkto  der  abgeleiteten  Transformation  zu  be- 
stimmen,   bemerken  wir:    ein  Fundamentalpunkt  der  neuen  Transformation 
ergiebt  sieb  doch  in  folgenden  zwei  Fällen: 

a)  Ist  Ar,  ein  Fundamen talpnnkt  der  Ei  von  der  Ordnung  ff,  so  ent- 
spricht ihm  eine  Fundamenlalourve  von  der  Ordnung  r,  und  dieser  ent- 
spricht, wenn  sie  als  in  der  Ei  befindKcli  angenommen  wird,  in  der  E,j 
eine  Curre  von  der  Ordnung  (»r().  Also  ist  A,,  ein  Piindamentalpunkt 
Tou  dor  Ordnung  {nri)  fUr  die  abgeleitete  Transformation.  Dabei  könnte 
allerdingj  diese  Pundamentalcurve  zerfallen,  wenn  nUmlich  die  Fundamental- 
curven  der  einen  Ebene  durch  Fundamentalpimkte  der  andern  Ebene  hin- 
dnrebgingen. 

h)  Nimmt   man  einen  Fundamentalp  unkt  Ar,  der  E^  als  einen  Pnnkt 
der£y,  so  entspricht  ihm  ein  bestimmter  Punkt  derf«.    Dieser  Punkt  ist 
offenbar  ein   n-facher  Fundamentalpunkt    der  abgeleiteten  Transformation. 
Man  erkennt  aluo: 

.Die  abgeleitete  Transformation  hat  bei  allgemeiner  Lage  der 
beiden  Ebenen  in  jeder  Ebene  Pandamentalpnnkte  von  den  Ordnungen: 

r,,     r,,  ...,     Yk,  ',,     »t ^*> 

nr^,  nr^,  ....  nr*,  ns,.  ns,,  ...,  »s/,, 

und  zwar  sind  die  letzteren  die  Fi mdamental punkte  der  gegebenen 
Transformation,  die  erstereu  sind  die  Punkte,  welche  den  Funda- 
menlalpunkten  entsprechen,  wenn  man  sie  als  Punkte  der  andern 
Ebene  betruchtet." 
Da  man  die  abgeleitete  Transformation  immer  bilden  kann,  so  folgt 
h: 

,Hat  man  eine  Cremona-Transformation  n**"  Grades  mit  Fun- 
damentalpunkten  von  der  Ordnung  r,,  r,,  ...,  rn,  bezw,  s,,  s,,  ...,«At 
to  sind 

,  r„,  ...,  r*,     nr,,  nr.,  ...,  nrn 


und 


ns,,  «So, 


nsi 


die  Ordnungen  der  Pundameutalpuukte  für  eine  neue  TranBformation 
vom  Grade  n'." 
Die  Cremona-Transformation  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten 
I    drei   einfucheu    Punkten   kann    als   ein  Beispii:!   einer  ans  der  quadra- 
tUdien  T ran s form at ton  „abgeleiteten"  Transformation  dienen. 

Du«  die  genannten,  neuen  Systeme  von  Fun  damentalpunkten  den  noth- 

ti*lidig«n   Gleichungen    geniigen,   ergiebt    sich    unmittelbar;    dass    sie   aber 

(teamet riech   existirende  Systeme   verroittela,   zeigt  erst  die  obige  Be- 


lieber  die  iDvolutoriacheu  Gebilde  ( 

Wurden  die  gegebenen  Sjeteme  von  Pandamenta]punkten  so  liega«i 
dags  eiu  Fun d amen talponkt  von  der  Ordnung  r^  zasammenfiele  mit  eia^^ 
von  der  Ordnung  si,  so  wäre  die  abgeleitete  Transformation  von  der  0»-^ 
nung  «'-r(S*. 

g  2.   InvolutoriBOhe  Panktepaare.    Involntorisohe  Cnrve. 

1.  Wir  haben  echon  gesehen.  daBs  jedes  iuTolutoriach  sich  entsprecb^^. 
Punktepaar  der  gegebenen  Transformation  zwei  Coincidenzpunkte  der  ^. 
geleiteten  liefert. 

Nun  bat  die  abgeleitete  Transformation  im  Allgemeinen  n*  +  2,  ^j 
gegebene  Transformation  im  Allgemeinen  »  +  2  Coincidenz punkte.  I'iv  (;. 
inoidenKpunkte  der  gegebenen  Transformation  sind  natUrlicb  auch  solche  Paoti. 
fUr  die  abgeleitete     Dann  ergiebt  sich  aber,  dass  die  gegebene  Trans rorm^^g^ 

»"  +  2-  (n  +  2)  =  »'-M  =  n(n-l) 
sich  involutoriech  entsprechende  Punkte  bat,     Also: 

„Eine  allgemeine  Transformation  vom  Grade  «  enthält  — ^JZi^ 
involutorische  Panktepaare." 
Sind  P^  und  P,  zwei  solche  einander  involutoriscb  entsprechende  Ponkt« 
und  ist  keiner  der  beiden  ein  Fnndamentalpiinkt,  so  entspricht  einer  Curr« 
durch  /*[ ,  wenn  man  sie  aU  in  der  einen  oder  andern  Ebene  gelegeu  be- 
trachtet, je  eine  Curve  in  der  andern  Ebene,  die  aber  immer  durch  f,  geht 
Ordnen  wir  die  Tangenten  an  entsprechende  Curven  einander  za,  so  er- 
giebt sich: 

„Hat  man  ein  involutoriscbes  Punktepaar  P,  P^,  so  giebt  e«  im 

Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  zwei  und  nur  zwei  RichtuDg«D,  so 

dass  diese  Richtungen  einander  in volutoriscb  entsprechen. " 

Ein   solches  Panktepaar  soll  ein  invo  In  torisches  Punklepaar  der  ersten 

Art  heisaeu.     Es  kann  aber  auch  sein,  dass  ein  involutoriscbes  Puntlojnur 

die  Eigenschaft  hat,    dass  jeder  Richtung  durch    den   eiucn  Puakt 

involntorisoh     eine    Richtung    durch    den    andern   Punkt  tot- 

spricht;   ein  solches  Punktepaar  soll  dann  ein  involiitoriscbes  Fuuktepau 

von  der  zweiten   Art  heissen. 

n(,.-l) 


2-    Die 


-  Paare    involutori scher    Pnnkte  einer 


wurden  zuerst  von  S.  Kantor*  auf  folgende  Weise  W 

irgend   einen  Punkt   und   den  Strahlenbüachel   »iur^ 

Punkte,  wenn  man  ihn  als  P^  und  zi     eicb  alt- 

und  ifj.   entsprechen.     Jeder   Gerar        '''" 

Curven  «"'  Ordnung  zugewiesen  f 

beschreibt,   so  durchlaufen  dief 

Ra,  die  andere  immer  durch 


in  ihreD  Scbnittpuukteu  eine  Corve  (2*))'*'  Ordnung,  nelcbe  durah  s)tmitiL> 
liebe  fuuUamentalpankte  der  beideo  Ebenen  hindurcbgelit,  ond  zwav  darcli 
jeden  so  oft,  als  seine  Ordnung  angiebt;  uuaaerdem  gebt  die  Curre  nocb 
durch  Ä,  und  /■,. 

Niumt   man    nun    Docli    eiueu    beliebigen  andern  Funkt   V^  rE  ^Pg,    bo 
erhält  man  durch  Vermitteluug  des  xu  ihm  geliürigen  StrublenbU^cbeltt  eiue 
eweit«  Curve  (2n)""  Ordnung.     Diese  beiden  Ciirven  schneiden  sich 
a)  iu  den  Fundamental  punkten  der  beiden  Ebenen, 
h)  in  den  n  +  2  Coincideuzpunkten. 

AW  schneiden  sie  sich  ausserdem  noch  in  An*  —  2 ^r?  —  n 
=  2n*  —  n  Punkten.  Dem  Verbindnogsstrabl  der  beiden  BUschelmitlelpiii 
entspricht  ein  CurTcnpaar,  das  sich  lu  beiden  BUacheln  fiudet,  und  < 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Cnrven  gehören  den  beiden  Curven  {2«)'*'  Ord- 
nung an.  Diesen  r?  Punkten  ents|)rechen  die  n*  Punktepaare  der  abgelei- 
teten Transformation,  die  auf  der  Verbindungslinie  der  BUschelmittol punkte 
gelegen  sind.  Die  übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  (2n)^'  Ordnung, 
deren  Anzahl  demnach  2n' —  n  —  n*  =  M(n— 1}  ist,  mUasen  die  Eigen« obaft 
haben,  dass  das  zu  ibncn  gehörige  Punktepaar  der  abgeleiteten  Trunsfor- 
niation  sowohl  auf  einer  Geraden  durch  den  ersten,  als  auch  auf  einer  Ge- 
raden durch  den  sweiten  Büschelmiltelpunkt  gelegen  ist.  Dies  i^t  aber  nur 
dann  möglich,  wenn  dieses  Punktepaar  sich  vereinigt.  Also  sind  die  «(n-l) 
Suhniltpnnkl.e  der  beiden  Curven  (2«)*"*  Ordnung  die  involu torischen  Punkte- 
paare der  Transformation. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Frage  vorlegen,  ob  eine  Transformation 
nicht  nar  einzelne  involu  torische  Punktepaare,  sondern  auch  i 
Carve  enthalten  kann,  die  involutorisch  auf  sich  selbst  bezogen  ist,  oder 
ancb  zwei  Carren,  die  einander  involutorisch  eatsprechcD,  w&brend  Irotx- 
dem  die  Trau5<formation  im  Ganzen  noch  nicht  involutorisch  ist.  Diese 
Transformationen,  die  ich  nirgends  erwübnt  fand,  stehen  dann  sozusagen 
der  Mitte  zwischen  den  Transformationen  mit  einzelnen  involntoriechen 
Punktepaaren  und  denen,  die  ganz  involutorisch  sind.  Diese  Transforma- 
tionen mit  in volntori sehen  Curven  sind  dann  auch  die  VerallgemeineruDf 
.der  Transformationen  mit  festen  Curven,  d.  h.  mit  Cnrven,  die  sich  Punkt 
für  Punkt  Gelbst  entsprechen  Die  Helationeo,  die  ich  anderweitig*  für  diese 
letst«ren  Transformationen  abgeleitet,  gelten  ancb  für  die  Transformationen 
init  iBTolatonschen  Curven. 

Die  Möglichkeit  solcher  Transformationen  ist  leicht  einiuaeben.  Wir 
lUrfm  nur  annehmen,  dass  bei  der  vorLin  besprochenen  Constroction  der 
bToIntoriscfaen   Funktepnare   die   beiden   CarveDbOschel  n**'  Ordnung  eine 

1  (2»)'"  Ordnung  erzeugen,   von    der  ein  Theil  fest  ist,    d.  b. 


*  Doebletnann,  Matbematitcbe  Annalen,  ithtg.Ü,  lättl.     kh  ciUrc  div* 
.U.".    Uort  finden  lich  auch  weiter«  Lite tul um n gaben. 


SIT  ^^nisr  t» 


inttt  C'crr»    Ibhex   mex  aaiä  &.i» 


I^  Astvort  ergebt  fScis  bbs  der  obiges  Enesrutg.  Du  die  Dlicliil 
TttL  Cnsrrfm  tt^  OrhnmM  h^khstais  e»  C^srre  im  **  Ordavag  ciieugca 
M^mmm^  »  kam  der  Gnd  der  iaToIrioröcbes  C'orre  diese  Greaae  jeden- 
iii^  aaeirt  filünekrertea.  Auf  der  erzeutes  Cvre  mUscea  aber  aacb  die 
Vvxkyt  P^  «ad  H^  gek^en  teia.  roa  deaea  eiaer  aocb  gaaz  wiDklliiich 
j^ev&H  verdca  kaaa;  also  kaaa  die  iarolatoriscbe  Carre  b&cbsleas  tob  der 
Ordava«^  2n  —  1  leia.  §o  da&s  wir  sagea  kv^aaea: 

^Eiae  Tnadonaatioa  rom  Grade  m  kaaa  b^hstas  eiae  Carre 
Toa  der  Ordanag  2a  —  1  als  iarolatonscbes  Gebilde  eatbaltea.' 

Wir  \S>BBeü  aber  weiter  die  TraasformalioDai  dieser  Art,  die  also 
ioToh^torifeehe  Gebilde  tod  m^glicfa&t  hoher  Ordniuig  ealbalten,  noch  aiber 
ftp*>dfieirea.  Soll  eine  inTolatorische  Curre  ron  der  Örduimg  2a--l  yor- 
LandeD  mtIb,  jsO  mui»  die  C^irre  2fi'i*^  Ordnung,  die  sich  &U  ErEeugniss  der 
Mr^den  B&^bel  a*^  Ordnung  ergiebi ,  immer  beäiehen  auä  dieser  festen  Cunre 
'2n  —  !;*•  Ordneng  und  noch  auä  einer  Geraden.  Difee  Gerade  muss  dann 
'AXjtt  dit  Verblnd:ing5linie  /',  Äx  ^e:n,  da  die  erzeugte  Curve  auch  durch 
ditrMj  zwei  Punkte  gehen  muis.  Zu  einem  andern  Punkie  s  F,  W^)  gehört 
dann  eine  Verbindungslinie  F^  Wx  •  Diese  beiden  Linien  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  5.     £s  sind  nun  zwei  Fälle  möglich: 

aj  Der  Punkt  S  ist  kein  ausgezeichneter  oder  fester.  Dann  kann  jeder 
Punkt  der  Ebene  als  ein  solcher  Punkt  genommen  werden.  Dem  Punkte  S 
entspricht  dann,  wenn  er  als  ein  Punkt  der  einen  und  andern  Ebene  ge- 
nommen wird,  ein  Punktepaar  der  abgeleiteten  Transformation,  das  auf  der 
Verbindungslinie  (JP,Ä^)(F,TFy)  gelegen,  und  es  kann  kein  weiteres 
solches  Punkte  paar  geben,  weil  sonst  die  beiden  Geraden  sich  noch 
in  mehr  als  einem  Punkte  schneiden  wtlrdon.  Nun  sei  A'  der  Grad  der 
abgeleiteten  Transformation.  .Unlos  involutorische  Gebilde  der  gegebenen 
Transformation  ist  natürlich  oin  „fohlos**  GobiUie  t^r  die  abgeleitete.  In 
unserem  Falle  kann  die  gogobono  Tran8tormution  kein  festes  Gebilde  mehr 
enthalten,  da  dies  ja  auch  zu  «ioni  Krzougniss  der  beiden  Curvenbüschel 
n^  Ordnung  gehört.  Uio  gogobeno  Traniiformation  kann  auch  kein  wei- 
teres InTolutoritoh^i  OurtaMwaiMB  tatbAlUn,  also  enthalt  die  abgeleitete 
Transfonn»  V  >ii^l  als  .festes"  Oe- 
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bilde.  Da  nnn  aber  auf  einer  beliebigen  Geraden  nacb  dem  Obigen  blos 
ein  einiiges  Ponktepaar  dieser  Transformation  liegen  kann,  so  ist  sie  dem- 
nach fon  der  Classe  I,  also  höchstens  Ton  der  vierten  Ordnung.  (Vergl. 
D..  §5.) 

Es  ist  also  2f<  4 

uBd  demnach  g^^j^g  ^^^^  2n-l  =  2  oder  2n-l  =  l, 

■^^^  n  =  2  oder  n=l. 

Siebt  man  also  von  der  CoUineation  und  den  unter  b)  zu  besprechen- 
den Transformationen  ab,  so  ergiebt  sich,  da  später  noch  die  Existenz  dieser 
Transformation  nachgewiesen  werden  soll: 

„Die   quadratische  Transformation   ist  die  einzige,   welche  eine 
involutorische  Curve  von   höchstmöglicher  Ordnung  enthalten  kann. 
Sie  ist  auch  die  einzige  Transformation  dieser  Art,  bei  der  die  beiden 
Ebenen  in  allgemeiner  Lage,  d.  h.  in  solcher  Lage,  dass  sich  keine 
Fundamentalpunkte  decken.'' 
b)  Es  ist  aber  auch  der  Fall  möglich ,  dass  der  Schnittpunkt  S  der  zwei 
Geraden,  die  sich  als  Ergänzung  der  Curve  von  der  Ordnung  2n—  1  ergeben, 
ein  fester  Punkt  ist.     Die  abgeleitete  Transformation  zeigt  dann  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Verbindungslinien  je  zwei   entsprechender  Punkte   immer 
dnreh  einen  Punkt  {8)  laufen,  sie  muss  also  eine  Jonquiöres- Transformation 
sein   und  zwar  eine  „perspective''.     Da  die  feste  Curve  dieser  Transforma- 
tion vom  Orade  2n  — 1,  so  ist  dies  auch  der  Grad  der  abgeleiteten  Trans- 
formation.    Die  feste  Curve  muss  also  einen  2n  —  l--2  =  (2n  —  3)- fachen 
I^iQkt  in  8  haben.     Da   nun  die  bewegliche  Restgerade  auch  immer  noch 
<lurch  8  geht,  so  hat  die  Gesammtcurve  einen  (2n  — 2) -fachen  Punkt  in  S, 
I^ies  ist  aber  nur  dadurch  möglich,  dass  in  8  zwei  (n  —  1)* fache  Funda- 
■neiitalpunkte  der  erzeugenden  Büschel  sich  decken,  d.  h.  die  ursprüngliche 
Transformation   ist  eine  Jonquidres- Transformation  mit  in  8  zusammenfal- 
lenden (fi  —  1)« fachen  Punkten.    Die  projectiven  Büschel  iS  müssen  natürlich 
^nn  involutorisch  gelegen  sein,  da  sonst  nicht  die  abgeleitete  Transfor- 
mation perspectiv  sein  könnte. 

Da  die  Lage  der  beiden  Ebenen  gegen  einander  nicht  mehr  eine  all- 
8Qmain6|  so  lassen  wir  die  Frage,  ob  diese  Transformationen  allgemein 
flsisiiran,  znn&chst  offen;  ein  Beispiel  für  dieselben  wird  sich  bei  der  qua- 
dmtiaehen  Transformation  ergeben. 

4.  Bind  P|  und  P^  zwei  nicht  mit  Fundamentalpunkten  zusammenfal- 

Icnde,  dnander  involutorisch  entsprechende  Punkte  der  involutorischen  Curve, 

M  und  die  Tangenten  in  P^  und  P^  involutorisch  entsprechende  Richtungen. 

Dana  pabt  es  durch  P^  und  P^  noch  je  eine  Richtung,  so  dass  auch  diese 

lüidea  Biehtungon  einander  involutorisch  entsprechen.    Diese  letzteren  Bioh 

magjta  werden  eine  ümhttllungscurve  bilden.     Geht  man  zur  abgeleitete! 
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Tnasfomifttion  ttber,  so  wird  die  iiiTolatorische  Curre  fttr  diese  eine  ««ÜDste" 
and  die  eben  erwähnte  Umhüllangscorve  wird  die  UmhQllangscarYe  H  (siehe 
D.  §  4)  fUr  die  abgeleitete  Transformation,  woraus  sich  ihre  Clmsse  be- 
stimmen l2S8t. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  inyolntorischeii  Gebilde 
einer  quadratischen  Transformation,  die  also  insofern  besondere  Beachtung 
verdient,  als  sie  die  einzige  ist,  die  bei  allgemeiner  Lage  der  beidoi  Ebenen 
eine  inTolutorische  Cunre  Ton  möglichst  hoher  Ordnung  enthalten  kann« 

Zweiter  Abschnitt. 
Die  iiiTolntorischen  Uebilde  der  quadratischen  Transformmtionen. 

§  3.  Ueber  Involutionen  auf  einer  Cnrve  dritter  Ordnung. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  der  involutorischen  Gebilde, 
die  in  einer  quadratischen  Transformation  vorkommen  können.  Die  Trans- 
formation ist  ja  insofern  ausgezeichnet,  als  sie  die  einzige  ist,  die  bei  all- 
gemeiner Lage  der  beiden  Ebenen  eine  involu torische  Curve  Ton  möglichst 
hoher  Ordnung  enthalten  kann. 

1.  Betrachten  wir  eine  allgemeine  Cunre  dritter  Ordnung  C,  so  ist 
bekannt,*  dass  dieselbe  zwei  Arten  von  eindeutigen  Transformationen  in  sich 
selbst  zulässt.  Von  dieseu  entsteht  die  eine  dadurch,  dass  man  durch  einen 
Punkt  der  C^  Strahlen  zieht;  jeder  Strahl  schneidet  zwei  entsprechende 
Punkte  aubi.  Diese  Beziehung  ist  also  gleichzeitig  involutorisch ,  sie  liefert 
die  .»centrale  Punktinvolution'*. 

Die  zweite,  eindeutige  Beziehung  auf  der  allgemeinen  C  ist  im  All- 
gemeinen nicht  involutoriäch,  kann  es  jedoch  in  drei  speciellen  Fällen 
WL-rden.**  Diese  drei,  nicht  centralen  Punktiuvolutionen  sind  die  drei 
Systeme  von  ,,correspondireuden"  Punkten,  die  es  auf  der  C^  giebt,  wobei 
unter  correspondirenden  Punkten  solche  verstanden  werden,  deren  Tangenton 
sich  auf  der  C^  schneiden. 

Die  letztgenannte,  nicht  centrale  eindeutige  Beziehung  besitzt  keine 
Coincidenzpunkte,  die  centrale  Involution  im  Allgemeinen  vier  in  den  Be- 
rührungspunkten der  vom  Centrum  der  Involution  aus  an  die  C^  gehenden 
Tangenten. 

2.  Betrachten  wir  jetzt  eine  rationale  C^,  so  sind  auf  ihr  ebenfalls 
zweierlei  Involutionen  zu  unterscheiden.  Wie  n&mlich  auch  die  InTolution 
auf  der  C^  beschaffen  sein  mag,  jedenfalls  müssen  ihre  Pnnktei 
Doppelpunkt   aus   durch   involutorische  Strahlbttsch^' 

*  Salmon,  Geometrie  der  hoher»" 
tische  Annalen,  Bd.  IX. 

**  Wejr,  SitsongsbtrioU«  ^ 


erhalUn  die  möglicheQ  Fälle,    vtinn   wir  uiiteräuclien ,  wel( 
vüluloriscUe   Stmblbllscliel   aus   dem    Do])pelpunkte   zu   der   C   einoehmen 
köuDeo.     Dabei  sind  folgende  Fülle  möglich: 

a)  Die  Doppelpunkts  tan  geDten  entsprechen   einander  in  der   iovoluto- 
ichen    Beziehung    der   Strablbüscbel    nicht.      Dann    entspricht   also    dem 

Doppelpunkt  ein  anderer  Punkt,  je  nachdem  man  sieb  ihm  auf  dem  einen 
oder  andern  Äste  der  Curve  nähert.  Die  Schnittpunkte  der  beiden  Doppel- 
strahlen der  invölutoriachen  Büschel  mit  der  C  sind  die  einzigen  Coinoi- 
denipnnkte  dieser  Involation  auf  der  C. 

b)  Die  Doppelpunktstangenten  sind  einander  entspreehende  Strahlen  der 
Strahlen  in  Tot  II  tion.  Duna  tltllt  in  den  Doppelpunkt  eine  neltere  (dritte) 
Coincidens.  Sind  aber  dann  X  und  X,  die  Schnittpunkte  von  irgend  iwoi 
entsprechenden  Strahlen  der  invoUitoriscben  BUsche!  mit  der  C  nnd  ist  J 
der  letzte  fichnittpnnkt  der  Geraden  XX,  mit  der  C*,  so  kann  man  mit  J 
ala  Centruni  eine  centrale  Involution  anf  der  C  herateilen,  deren  Punkte- 
puare  vom  Doppelpunkt  aus  projicirt  wieder  eine  Strahleninvoliition  liefern. 
Diese  musa  aber  mit  der  urBprüagHcben  identisch  sein,  da  tiie  £wei  Strabten- 
paare  mit  ihr  gemein  hat,  nämlicb  das  Strahlenpaar  durch  X,  X,  und  das 
Paar  der  DoppelpunktstaiiihienteD.  Also  mtlssen  die  Verbindungslinien  aller 
entsprechenden  Punkte  der  Involution  au.f  (7^  durch  J  laufen,  d.  h.  die  In- 
volution Ist  eine  centrale,   während  die  unter  a)  genannte  keine  centrale 

Wir  können  auch  sagen: 

„Wenn  eine  Involution  auf  der  rationalen  C  im  Doppelpunkt 
eine  CoincidenK  besitzt,  so  ist  sie  eine  centrale,  Dabei  niusK  die 
Coincidenz  im  Doppelpunkt  aber  die  Bigeiiacbaft  haben,  ditss  der 
Doppelpunkt  sich  sE^lbst  entspricht,  mag  man  aich  ihm  auf  dem  einen 
oder  andern  Curvenaate  nähern." 

Uebor  die  centrale  und  nicht  centrale  eindeutige  Beziehung  auf  der 
allgemeinen  C^  gelten  nun  folgende  Sätze  (We;r,  1.  c): 

Beliebig   viele  nicht  centrale  Beiiehungen  können  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge  durch   eine    nicht   «entiale  Beziehung  eruelzt  werden. 
Beliebig   viele  aufeinanderfolgende  centrale  Beziehungen  können 
durah  eine  centrale  oder  nicht  centrale  ersetzt  werden,  je  nachdem 
ihre  Antahl  nngerade  oder  gerade. 

Beliebig  viele  Beziehungen  (beiderlei  Art)  können  dnrch  eine  cun- 
tnilo  oder  nicht  centrale  Beziehung  ersetzt  werden,  je  nachdem  die 
Anzahl  der  im  Ganzen  auftretenden  centralen  Beziehungen  eine  un- 
gerade oder  gerade. 
•mia  ergiebt  bich  dann  leicht  folgender  Satz: 

'ftt  man  auf  einer  allgemeinen  C  eine  centrale  Puuklinvolu- 

'Uch   eine  der  drei  (fehlen)    nicht  centralen  Involutionen, 

der    C»    einen    Punkt   A^    ganz    beliebig,    ho 

die  C*  noch  in  zwei  l'iinkten.    Nin 
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man  die  diesen  Punkten  in   der  InTolntion  entsprechenden  Punkte, 

so  geht  die  Yerbindongslinie  derselben  stets  durch  einen  beetimmten 

Punkt  B^  der  C" 

Dieser  Satz,   de&sen  Beweis  anch  leicht  direct  gelingt,  gilt  aneh  für 

die  rationale  C\  sofern  die  anf  ihr  gegebene  Inrolation  eine  centrale.    Denn 

die  Pnnktepaare,  die  den  Pnnktepaaren  aufstrahlen  durch  ^|  entsprechen, 

bilden  offenbar  wieder  eine  luTolution,  die  im  Doppelpunkte  eine  Coinci- 

denz  der  beschriebenen  Art  hat,  also  eine  centrale  sein  muss. 

HStte  man  dagegen  auf  der  rationalen  C  eine  nicht  centrale  InTolu- 
üon,  so  ist  der  Doppelpunkt  nicht  nothwendig  eine  Coinddenz  der  neuen 
luTolntion.  Es  giebt  rielmehr  nur  eine  Lage  des  Punktes  A^^  in  welcher 
der  Satz  wieder  gilt.  Schneiden  nSmlich  die  Strahlen,  welche  den  Doppel- 
punktetangenten in  der  StrahleniuTolution  entsprechen,  die  C^  noch  in  B 
und  5,  so  liefert  BS  im  letzten  Schnittpunkte  mit  der  C  eine  Lage  des 
Punktes,  ftbr  welche  der  obige  Satz  gilt. 

4.  Jedem  Punkte  A^  entspricht  nach  diesem  Satze  inrolutorisch  ein  und 
nur  ein  Punkt  B^.  Es  bilden  also  die  Punktepaare  ^^Bj,  ALyB\^  AT^BT^ 
u.  s.  f.,  die  wir  als  „zageordnete'^  Punkte  bezeichnen  woUen,  eine  Involu- 
tion, und  da  diese  nur  eine  centrale  sein  kann,  so  folgt: 


„^, i?i,  A\V^y  ...  u.  s.  f.  gehen  durch  einen  Punkt  der  (7V 
Ist  die  InTolntion  auf  der  C^  eine  centrale  mit  dem  Centrum  If ,  so 
kann  man  dcrch  J^  auch  den  StrahU^Jf  liehen,  welcher  Strahl  noch  in  einem 
•iritten  Pankte  die  C  trifft,  der  mit  yAS  bezeichnet  werden  mag.  Ist  dann 
Jfj  der  Schnittpunkt  der  Tangente  in  M  mit  der  C\  also  der  sogenannte 
„TAngennalpunkt"  Ton  Jf.  so  entspricht  Jf,  in  der  InTolation  dem  Punkte  Jf. 
I>A  ferner  dem  Punkte  u4/-  der  Punk:  J.  entspricht,  so  folgt: 

„  Hat  man  auf  der  C^  eine  oentr:iIe  InTolution  mit  dem  Cen- 
trum Jf,  so  gehen  die  Verbindungrslinien  zugeordneter  Punkte  A^B^^ 
A^B^  u.  s.  f.  durch  den  Tanjentialpunk:  Jfj  Ton  Jf." 

$  4.    Die  allgemeine  quadratische  Transformation  mit  einem  sich 
involutorisch  selbst  entsprechenden  CurrensTstem  dritter  Ordnung. 

U  IHe  Transforteation  eatkilt  eine  Curie  dritter  Ordamng. 

Wir  nehmen  dkn,  wir  hatten  eine  allgemeine  coer  rationale  C^  und  anf 
ihr  eine  ceatnile  Involution  mit  Jf  Ais  Cenirum.  Wir  wollen  untersuchen, 
ob  eine  viuavinktische  Ti-unstorma:;ou,  c^hne  i::»c4  :nTc'u:orisch  zu  sein,  diese 
C'  X[<  iuvolutcrisches  Gebilde  eutha'.tei:  k.mn. 

Wir  wervieu  :ii  einfacher  Weise  eine  solche  Beziehung  direct  herstellen. 
Wühlen  wir  iwei  Funkte  J^  und  A  y^  auf  der  C  beliebig,  so  sind  dann 
£wei  lugeordnete  l\ittkte  B^  und  B\  be^liuunt.  Die  Surahlbüscliel  ^|  und 
B, ,  sowie  A\  und  B^  mA  ww  praiaaüv  «ai  awar  achwtidwi  entapnehende 
Surahlen  tnUpvtelMrfr  '  M.    Dm  PukI  wu. 


Von  Dr.  K.  Doehi 


365 


Punkte  Q  der  C  in  der  Involo'tion  entspricht,  also  den  dritten 
Sclimtlpaiilct  von  MQ  mit  der  C",  wollen  wir  knri  mit  [Q)  bezeichnen. 
£}erade  ÄfA\  mSge  Dun  der  C^  noch  begegnen  in  einem  Punkte,  den 
einstweilen  mit  {B",)  bezeichnen  wollen,   während  M{B'\)  den  Punkt  ö", 
.-usschneidet,     (Fig.  1.) 

Nehmen  wir  jetzt  .d,  j1',  als  Strahl  deB  BUscbels  Ä^,  %o  entspricht  ihm 

^mD  Strahl  durch  {Ä\]  und  durch    fi'\.     Nimmt  man  den  Strahl  ^,J',  da- 

«gen  ata  Strahl  de»  BUschels  J',,  so  entspricht  ihm  ein  Strahl,  der  (^,), 

J3",  ond  ff^  enthält.     Also  iät  B'\  der  Schnittpunkt  der  Strahlen  ^^{Ä^) 

xd  Sy{Ai)  und  liegt  auch  auf  der  C^.     Ebenso  erhalten  wir  dann  einen 

■J>iinkt  A\  der  C"  im  Schnittpunkte  der  Strahlen  (B,")T,  und  (B^,. 

Vermittelst  der  Böachel  .1, ,  A\,  ß,,  B\  können  wir  jetzt  aber  jedem 
ponkte  Pt  der  ji-Ebene  einen  Punkt  P^  der  S-Ebene  zuordnen.  Wir 
hieben  n&mlich  von  Pj  nach  J,  und  v?',  die  Verbindungsstrahlen .  diesen 
entaprechen  bestimmt«  Strahlen  in  den  Büscheln  B,  und  B\  und  diese 
schneiden  sich  in  dem  entsprecbenden  Punkte  P,,. 

Hätte  man  auf  der  allgemeinen  C''  statt  der  centralen  eine  nicht  ceo- 
tralB  lavolntion,  so  liesse  sich  die  punktweise  Beziehung  der  Ebene  den- 
noch in  ganz  gleicher  Weise  durchführen,  da  ja  die  Eigenschaft  der  Büschel 
jä,  ,  B,  und  A',,  B\  auch  für  diesen  Fall  erhalten  bleibt. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dnss  unter  diesen  Voraussetzungen  P^ 
einen  Kegelschnitt  durch  B,,  B',,  B\  beschreibt,  wenn  P^  eine  Qernde 
dnrchlSuft,  und  dass  man  Überhaupt  damit  eine  quadratische  Transformalion 
b3»tiiiiDit  hat,  für  welche  -*,,  ./,,  ^"f.  bazw,  /*,,  ß',,  fl",  die  Fundamen- 
talpunkte  sind. 

Die  Punkte  der  C^  entsprechen  sich  dabei  involu torisch. 
Natürlich  sind  auch  J",  und  B'\  zugeordnete  Punkte  und  die  Strahl- 
l>Oschel  aus  diesen  Punkten  ebenfalls  projectiv.     Da  die  drei  Fundamental- 
ponkte   in  jeder  Ebene    auf  der  C  gelegen    sind,    so   kann  die  C^  in  der 
Tliat  sich  selbst  entsprechen.     Es  folgt  also: 

„  Eine  quadratische  Transformation  kann  eine  allgemeine  C^  mit 
centraler  oder  nicht  centraler  Involution  oder  eine  rationale  C^  mit 
centraler  Involution  als  involutoriaches  Gebilde  enthalten-  Die  Ver- 
bindungslinien -l, /'[  >  -^1  /■', ,  -*',  ß'i  zugeordneter  Fundamental- 
punkte  gehen  dann  durch  einen  Punkt  der  C*.  —  Ist  die  Involution 
eine  centrale  und  M  ihr  Ceutrum,  so  ist  dieser  Punkt  der  Tangen- 
tialpunkt  Jtf,  von  3f ;  ferner  liefern  die  von  M  aus  an  die  C^  gehen- 
den Tangenten  in  den  Bcrtihrungspunkten  D,,  D^,  D^,  D^  die  vier 
[reellen  oder  imaginären)  Doppelpunkte  derTrunaformation,  Hat  dieC 
einen  Doppelpunkt,  so  fallen  in  ihn  zwei  dieser  Doppelpunkte.  Die 
C  ist  ferner  die  isologe  Curve  des  Punktes  M. 

Ist  die  Involution  auf  der  allgemeiueu  0''  nicht  central,  so  kann 
die  Transformation  keine  Doppelpunkte  entlialten." 


1» 
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Femer  ergiebt  sich  noch:    * 

„  Ein  weiteres  involutorisches  Panktepaar  kann  die  Transforma- 
tion in  keinem  Falle  mehr  enthalten/' 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  von  der  vierten  Ordnung 
nnd  hat  die  involutorische  Corve  dritter  Ordnung  als  „feste"  Canre.  Sie 
gehört  also  za  den  Transformationen  der  ersten  Classe.  Die  Fandamental- 
punkte  der  einen  Ebene  sind  natürlich  ^,,  ^',,  /l", ,  (.-/,),  (-^'i),  (^\)  und 
in  der  andern  Ebene  ^,,  ^, ,  ^', ,  (^,),  (^',),  (^"i).  Bezeichnen  wir 
diese  mit  r,,  r,,  fj,  r^,  r^,  r«  und  8^  5,,  s^,  s^^  5^,  5^,  wobei  fj,  r„  r,, 
5|,  s^i  «3  die  Doppelpunkte,  während  die  übrigen  Punkte  einfache  Funda- 
men talpnnkte  sind,  80  entspricht 

dem  Fundamcntalpunkte  s^  der  Kegelschnitt  (r^r^r^r^rfiSi)^ 

«4  die  Gerade  (r^rj^s^), 

Aehulich  ist  es  für  die  Fundamcntalpunkte  der  andern  Ebene.  Jede 
Fundamentalcurve  geht  einfach  durch  den  Fundamentalpunkt  hindurch ,  dem 
sie  entspricht  Die  Transformation  hat  übrigens  die  specielle  Eigenschafk, 
dass  fj^],  r^s^t  r^s^  sich  in  einem  Punkte  M^  der  festen  Curve  schneiden. 

Specieller  Fall.  Wir  haben  schon  gesehen,  dass  die  vier  Coinci- 
denzpunkte  2),,  2)^,  Dj,  D^  der  Transform atioo  zweiten  Grades  ein  Viereck 
bilden ,  dessen  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auch  auf  der  C^  gelegen  sind. 
Ferner  gehen  die  Tangenten  in  diesen  Schnittpunkten  durch  M^ . 

Wählen  wir  nun  ^i  wieder  beliebig  auf  der  C^,  J\  dagegen  in  einem 
der  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  dieses  Vierecks,  so  filllt  B'^  mit  .4\  zu 
samraen.  Im  üebrigen  ergiebt  sich  die  Transformation  genau  in  der  gleichen 
Weise.  Die  Büschel  ^\  und  ß\  aber  sind  jetzt  concentrisch  und  natürlich 
in  involutorischer  Lage.  Da  eine  quadratische  Transformation  auch  als 
Jonquieres- Transformation  aufgefasst  werden  kann,  so  ist  dies  der  in  §  25 
erwähnte  Fall.  Die  abgeleitete  Transformation  ist  in  diesem  Falle 
von  der  dritten  Ordnung  und  zwar  eine  perspective  Jonquieres  -  Transfor- 
mation mit  .^i  als  Mittelpunkt. 

Verschiedene  Annahmen  des  Involutionscentrums  M  auf  der  C^  liefern 
keine  wesentlich  neuen  Fälle.  Würde  man  M  in  einen  Wendepunkt  der  C'* 
verlegen,  so  erhielte  man  überhaupt  keine  quadratische  Transformation  mehr. 

II.  Die  Transformation  enthillt  eine  /erralleue  Curve  dritter  (Ordnung. 

A.   Die  zerfallene  Curve  besteht  aus  einem  Kegelschnitt 

und  einer  Geraden. 

Nehmen  wir  \,Fig.  2)  einen  Kegelschnitt  K  und  ausserhalb  einen  Punkt  Jlf. 
Durch  den  Strahlbüschel  in  M  wird  dann  der  Regelschnitt  involutorisch  auf 
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sieb  selbst  bezogen,  und  dies  iat  Überhaupt  die  einzige  Mflgliclikeit ,  anf 
einem  Kegelschuitle  eine  Involution  herzustellen.  Wir  wollen  nun  wieder 
Beben,  ab  es  eine  (laadratische  Transformation  giebt,  die,  ohne  im  Ganzen 
InTola torisch  za  sein,  diesen  involut«rischeu  Kegelschnitt  entbUlL  Wir  »vJihlen 
wieder,*,,  J\.  B,,  fi',  beliebig  anf  dem  Kegelsubnitte;  ferner  seien  {.-*,'),  fj',). 
'Ci)'  (ß'i)  liiB  Punkt«,  welche  in  der  Involution  uiif  K"den  Punliten  .-(,,  ^\, 
,  B ,  entsprechen.    Dann  knnn  der  Regelschnitt  E  wieder  dazu  diei 

nnd  fl, ,  sowie  -^',  und  ß',  projectiv  ftufeinander  ku  beziehen. 
Jeder  Strahl  durch  A,  z.  B.  schneidet  E  in  einem  weiteren  Punkte, 
dieeem  entspricht  in  der  Involution  ein  gewisser  anderer  Punkt  von  K  und 
durch  diesen,  sowie  durch  ff,  geht  der  etitsp  rech  ende  Strahl.  Einem  Punkt 
/Vi  dem  Schnittpunkte  zweier  Strahlen  aus  den  Büscheln  .4,  und  .-f', ,  ent- 
spricht dann  der  Schnittpunkt  f,  der  entsprechenden  Strahlen  in  ß,  nnU  ß',. 
:  iMnn  erhält  dadurch  wieder  eine  quadratiache  Transformation  und  zwar  sind 
die  fehlenden  Fundamental  punkte 

A'\  der  Schnitt  von   ^,  ( H\)  und   /(^(ö,), 
Sowie 

^L        1.  ..  .,  ß,  (-^'li         ..  "'li'il)- 

'Diese  liegen  nicht  auf  JT.  —  Ist  nun  aber  M^  der  Schnittpunkt  der  Strahlen 
A^  fi^  und  .4\  fl\^  so  erkennt  man  leicht,  dass  dem  Punkte  M  in  der  Trnn^- 
>rniation  der  Punkt  JW,  in volutoriscb  entspricht. 

Betrachten  wir  nun  die  isologen  Curven  des  Punktes  M.    Diese  mUsaen 
jedenfalls   in   den  Kegelschnitt  K  zerfallen  und  in  eine  Gerade,    die  in  der 
idoen  Ebene  durch  M,  jlf, ,  A\  geht,  in  der  andern  Ebene  durch  3f,  Jf, ,  B'\, 
folgt: 

„3f,  Jlf,,  A'\,  S\  liegen  anf  einer  Geraden,  die  sieb  iuvolu- 
toriscb  selbst  entspricht." 
Efl  gehen  auch   hier  wieder  j1,B,,  A\B\,  A.'\B\  durch  einen  Punkt 
Man  bemerkt  auch  noch:  Die  Büschel  -A,  £, ,  sowie  A!yB\  und  Ä\B'\ 
'eneagen  bei  jeder  quadratischen  Transformation  je  einen  Kegelschnitt  und 
diese    drei  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  den  vier  Coincidenzpunkten  D,, 
i)„  »,,  V,.      In    unserem  Falle   liegen    zwei    von    dies 
punkten  auf  dem  Kegelschnitte  K  (es  sind  die  reellen  oder  imaginiiren  Doppel- 
punkte der  Involution),  die  anderen  beiden  liegen  auf  Äf  Af,  (als  die  Dop- 
pelpunkte dieser  Involution). 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  wieder  von  der  vierten  Ordnung 
nd  enthSlt  den  Kegelschnitt  K  und  die  Gerade  MM^  als  feste  Ourven. 

B.  Die  zerfallene  Curve  beatebt  aus  drei  Geraden. 

Zunttchst  ist  zu  iinieiäucheu,  oh  eine  ijuadnitisclie  Transformation  v^wui 
leradv  enthalten  kann,  von  denen  jede  sich  selbst  involutorisch  entspricht. 

it  dies  mSgUcb,  muss  jede  Gerade  itwei  einander  zugeordnete  Piindu- 
imlalpunkle  enthalten,  also  etwa  die  eine  .■^^  und  H^,  die  andere  J', ,  A', . 

I^'iilt  aber  der  äehnittpnnkt  von  4i  It^  und  4\  B\  noth««ad\%  «tn  (!a- 


üeber  die  inTotutoriachen  Oebilde  i 

„Wenn  eine  qaadratiscbe  TraDsformation  mit  nicht  zusammeu- 
folleuclen  Fundamental  punkten  ein  inrolu  torisches  Gebilde  z«eit«r 
Ordnung  enthHIt,  so  entbält  sie  immer  noch  eine  involntoriscbe  Qg. 
rade,  wodurch  der  Grad  des  iuvolu torischen  Sjrstems  zu  dem  hOehat- 
möglichen  ergänzt  wivd." 

Ein  Unterschied  nwiachen  dieser  Transformation  und  der  in  §4,  II,  i 
besprochenen  ist  weiter  durch  die  Lage  der  Coincidenzpunkte  gegeben.  Die 
Kegelschnitte  nttmlich ,  welche  die  projectiven  BUachel  .<,  Ä, ,  A\  B\ ,  A"^  g'^ 
erzengei),  berühren  sich  in  diesem  Falle  in  Z>, . 

In  der  Tbat,  bestimmt  man  mittels  des  Paacal'schen  Satiea  an  dm 
Kegelschnitt  durch  j^,,  B,  und  D,,  sowie  an  den  Kegelschnitt  durch  X,, 
B\  und  By  die  Tangenten  in  Z), ,  so  xeigt  sich,  dass  dies  immer  die  Ge- 
rade ist,  welche  zu  den  beiden  involutorischen  Geraden  bezüglich  JH"!),  h«- 
moniach  liegt.  Es  sind  also  in  d[eüer  Bichtung  zwei  Coincidenzpunkte  tn- 
sammengerUckt ,  wSbrend  die  anderen  beiden  auf  ilfJlf,  liegen. 

Die  Schnittpunkte  K  und  L  der  Geraden  MM^  mit  den  involutorischen 
Gei-aden  bilden  ein  involutoriaches  Funktepaar  der  zweiten  Art  (§3,1). 

Bemerken  wir,  um  dies  einzusehen,  zunächst,  dass  nicht  jedes  be- 
liebige Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  involutorischen  Geraden  ein 
BOlcbea  involntorisches  Punktepaar  der  zweiten  Art  sein  kann.  Denn  wenn 
dies  der  Fall  wSre,  so  hätte  die  abgeleitete  Transformation,  die  von  der 
vierten  Ordnung,  das  doppelt  zu  zählende  involutorische  Oeradenpaar  und 
die  dritte  involutorische  Gerade  als  feste  Curven  aufzuweisen,  also  ein  Ge- 
bilde fünfter  Ordnung,  was  nicht  möglich.  Zieht  man  nun  durch  L  z.B. 
irgend  eine  Gerade  LX.  so  entspricht  derselben,  mag  man  sie  als  In  der 
einen  oder  andern  Ebene  beGndlich  annehmen,  je  ein  Kegelschnitt,  der  aber 
immer  durch  K  hindurchgeht  und  durch  den  Pankt,  der  dem  Schnittpunkt 
von  2/X  mit  A^  £*,  entspricht.  Da  ferner  auf  LX.  blos  ein  Funktepaar  der 
abgeleiteten  Transformation  gelegen  sein  kann,  ao  können  sich  diese  beiden 
Kegelschnitte  blos  noch  in  einem,  mit  keinem  der  ausgezeichneten  Panite 
zusammenfallenden  Punkte  schneiden.  Ihr  vierter  Schnittpunkt  muss  DUb 
K  rücken,  womit  die  Eigenacbaft  der  involutorischen  Funktepaare  zweitet 
Art  nachgewiesen  ist. 

Die  abgeleitete  Transformation  ist  von  der  vierten  Ordanngnod 
enthält  die  drei  Geraden  als  feste  Curven.  Die  drei  Schnittpunkte  derselbea, 
Dp  K,  L,  sind  Coincidenzpunkte  der  zweiten  Art. 

Bemerkung.  Eine  quadratische  Trans  form  atiou  kann  naLilrlicb  aucV 
bloB  eine  in  sich  Belhst  involutorische  Gerade  enthalten,  indem  mau  j* 
immer  zwei  einander  entsprechende  Gerade  involutorisch  zur  Deckung  bnag«u 
kann.  Die  Transformation  wird  dann  im  Allgemeinen  keine  weitere  in'vu- 
lutoriscbe  Gerade  mehr  enthalten.  Würde  die  Transformation  aber  noch 
■  involutorische  Gerade  besitzen,  so  wäre  immer  auch  noob  ^int 
oriscbe  Gerade  vorhanden. 
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§  ö.  Die  allgemeine  qnadratische  Traneformation  mit  einem  Gebilde 
dritter  Ordnung,  dessen  Theile  einander  involutoriach  entaprechen. 
Im  Folgenden  sollen  die  «iiiadratiachen  Tranafoimaliouen  erledigt  wer- 
den, die  zwei  iavolutoriscb  aufeinander  bezogene  öebilde  enthalten.  Da 
der  Geeammtgrad  des  involutoriacben  Gebildes  3  nicht  Uberäcbreiten  kann. 
BO  kniinen  dies  zwei  Getade  oder  eine  Gerade  und  ein  KegeUcbnitt  sein. 
Es  sind  aleo  folgunde  Fragen  zu  untersuchen: 

1,  Kanu  eine  ((URdrntiache  Traitüformation  Knei  Gerade  aU  involnto- 
risch    einander    entsprechende    enthalten,    wenn    dieselben   in  allgemeinster 

«Weise  projectir  aufeinander  bezogen? 

2.  Kann  eine  qaadratlfccbe  Transformation  einen  Kegelschnitt  und  eine 
Gerade  als  einander  inTolutorisch  entsprechende  Curven  enthalten,  wenn  diese 
io    allgemeinster  Weii?e  projectJv  aufeinander  bezogen? 

ad  1.  Soll  die  eine  Gerade  der  andern  in  der  Transformation  ent- 
prechen,  so  mllssen  nothwendig  auf  jeder  Qeradeu  zwei  Fundamentalpunkte, 
einer  der  einen  und  einer  der  andern  Ebene,  gelegen  sein.  Es  sei  -4, /^| 
die  eine,  -*',  /',  die  andere  Gerade;  bei  der  allgemeinen  projectiven  Ueziehung 
derselben  , aufeinander  entspricht  dem  Schnittpunkte  derselben  ein  Punkt  •$, 
oder  H,  je  nachdem  man  ihn  als  S  oder  Ü,  nimmt.  Sind  nun  P  und  P, 
irgend    zwei   entsprechende    Punkte    der   Piinktreibeu    (wobei  P  auf  Y,  /■', , 

,nf  v*! //,  gelegen),  so  entspricht  dem  Strahl  -4,  A'  der  Strahl  B^P^. 
Ebenso  rnüaste  dann  aber  auch  dem  Strahl  A,  7),  der  Strahl  A,  H  entspreoben, 

unserer  Voransse  titung  widerspricht,  also  muse  //  mit  A,  insammen* 
fallen  und  ebenso  S  mit  6',  und  es  folgt: 

..Soll  eine  quadratische  Transformation  zwei  Punktreihen  auf 
zwei  verschiedenen  Trägern  als  einander  inTolntorisch  entsprechende 
Gebilde  enthalten,  so  müssen  die  Punktreihen  perspectiv  liegen." 

Construction  der  Transformation.  Die  wirkliche  Durchführung 
der  Transformation  gestaltet  eich  nun  genau  so,  wie  in  §4,  II,  A,  nur 
dass  an  Stelle  des  Kegelschnittes  das  Geradenpaar  tritt.  Ist  also  (Fig.  5} 
J(  das  Perspectivitfilscentrum ,  so  wählen  wir  J, ,  a\  ,  ß, .  (f,  auf  den  beiden 
Geraden  willkürlich.  Dann  sind  wieder  die  Büschel  A,  und  /', ,  eowie  ^\ 
«nd  H'i  projectiv.  Die  Punkte  j4'\  und  fi'\  finden  sich  wie  dort  und  es 
schneiden  »ich  wieder  ^,  /i,  und  /l\  H\  in  einem  Punkte  M^,  der  M  invo- 
lutorisch  entspricht.  Auf  JKJf,  liegen  auch  a'\  und  ß", .  Die  drei  Ver- 
bindungslinieu  zugeordneter  Fundamentalpunkte,  ■*\ft'  '*  i  "  i  ■  ■*\^"\^ 
•cbneiden  sich  wieder  in  JU , .  Der  Schnittpunkt  D^  der  involutoriechen 
Oerndeu  ist  ein  Coiucideuzpunkt  und  wir  können  bemerken,  dass  die  BUschel 
entaprechender  Richtungen  in  ihm  in voliitorisch  sind,  Ferner  entspricht 
rieh  auch  MM^  wieder  involutorisch,  so  dasa  wir  wieder  ein  in volu torisches 
Gebilde  dritter  Ordnung  haben.  Halten  wir  dies  zusammen  mit  den  beiden 
letzten  FSllra,  so  ergiebt  sieh  demnach  der  Satt: 

■motiin  I.  uiiioaiiiik  B.  iV"k  xxxvi,  n.  "i' 


*n«*  Deber  die  in volu torischen  Gebilde  etc. 


§  i>.    Specielle  quadratische  Transformationen. 

I  %   IM«^  ^llMdratlMhe  Traa^fonBatioB  Mit  eiaeM  festea  Kenrelschnitte. 

IK'V  Volutfindigkeit  wegen  soll  auch  antersacht  werden,  was  fQr  in- 
v\^lutvvii»oh<»  Gebilde  bei  den  spedellen  Fällen  der  quadratischen  Verwandt- 
>*vbi^rt  Auftreten  k^uieii. 

IM<^  quadratis«W  To-wandtsehaft  kann  bekanntlich  einen  Kegelschnitt 
ä1*  tV^t«^  Cttrr»  «LÜaliBn,  der  durch  A^,  A\,  B^,  B\  geht  (Pig.  6).  Die 
l^raa$u>r36aixa:  jis  daim  eine  perspective  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt  von 
«^1  K  7T<£  Jk.^,^  der  aus  A'*^  und  gleichzeitig  als  B'\  zu  bezeichnen ,  der 
MiTV^iüxr;.  SrimBidflii  sidi  dann  A^A\  und  B^B\  in  P^,  so  entspricht 
:$^  oif^  Pankfiapaar  JF^A''^  o£feubar  involutoriscb ,  also  gilt  das  Gleiche 
▼AT  der  ^weiMflii  ^'-^|^  Oberhaupt.     Also  folgt: 

,.!>»-   ^MS^pective  quadratische  Transformation   enthält  immer 

stXMUr    vaü  xnr  «ine   involutorische   Gerade   durch   den   Mittelpunkt 

-*-     ^*.  I- 

-^■dt  4Siit.  UtcTimi  selbstentsprechenden  Geraden  des  Büschels  Ä\  kann 

>fe*wte    ^«ttKn   3r«rihitorisch  sein.     Es  ist  ja  auch  die  abgeleitete  Transfer- 

«wr^^R   non  iiar  itillen  Ordnung  und  kann  also  höchstens  eine  Curve  dritter 

^'fntMac^  iis^  !^i«Qe«  Gebilde  enthalten.    Diese  Transformation  dritter  Ordnung 

>*    .rcr^leNK^  matten  specieller  Natur,  als  von  den  vier  Pundamentalpnnkten 

*>**r  ^ntnun^   ui  jeder  Ebene  je   zwei  in  der  Richtung  der  Tangente  an 

****^    *^<SÄ   Kxi|^!tläehnitt  zusammengerückt  sind. 


2.  Die  Steiner'sche  Terwandtscbaft. 

>tt»iii«)r    hat    durch   ein  Strahlensystem   erster    Ordnung   und  erster 

^  ttiit»!^   4W<9i   Kbenen   des  Raumes   quadratisch   aufeinander  bezogen.    Ltot 

***tt  tiMtiliii^r  diese  Ebenen  zusammenfallen,  so  erhalten  wir  eine  quadratasche 

^«ifMtaii^  der  Ebene  auf  sich  selbst,  die  aber  insofern  specieller  Natur, 

U^    ^'^  *»tte   , feste«  Gerade  enthält.     Wählt  man  Ay^,  A\,  B^,  S^,  sowie 

»»^    t^^i^to  Gerade   g   beliebig,   so   ergiebt  sich  im  Schnittpunkte  von  g  mit 

^  t  ^  i    der  Fundamentalpunkt  Ä\  und  im  Schnittpunkte  von  A^  A\  mit  g 

^^^   ^^^«^damentalpunkt  B'\  (Fig.  7).     Dann  folgt  aus  der  Betrachtung  der 

P*v^vvtiYen    Büschel    ^j,    ß^,   sowie  A\,   B\   für  diese  Beziehung,  die  die 

^tt*iuer*8che   heisst: 

»»Die    Steiner 'sehe    Verwandtschaft    ist    die    einzig    mögliche 

Transfornaation  zweiter  Ordnung  mit  einer  festen  Geraden." 

*  i  *^i    wnd    a\  B\   entsprechen   sich  selbst,   aber  im  Allgemeinen  wird 

IkT   ^^^   *^i®sen  beiden  Geraden  involutoriscb  sein.     Der  Schnittpunkt  der- 

»e  ben    ist    der  einziare  isolirte  Coincidenzpunkt  der  Transformation.    Eine 

^      **  fjhenden    Geraden   kann   involutoriscb   werden,   die 


Von  Dr.  K.  DoeaLBMANN. 


§6.  Sie  allgemeine  quadratische  Transformation  mit  einem  Gebilde 
dritter  Ordnung,  dessen  Th eile  einander  inTolutorisch  entsprechen. 

ndeo  solleo  die  •^itadratiäciieu  Xranä formal ioiiuti  erledigt  wer- 

involutoriscb  aufeinander  belogene  Gebilde  enthalten.    Üa 

der  Gesammtgrad    des  involutorischen  Gebildes  3  niubt  Überschreiten  kann, 

flO  kSnuen    dies   zwei  Gerade   oder   eine  Gerade   and  ein  Kegelscboitt  sein. 

El  sind  also  folgende  Fragen  zu  untersuchen: 

1.  Kanu  eine  quadratische  Transformation  zwei  Gerade  als  ioTOiato- 
[itch  einander  entsprechende  enlhallen,  nenn  dieselben  in  allgemeinster 
Weise  projectiv  aufeinander  bezogen? 

2.  Kant)  eine  quadratische  Transformation  einen  Kegelschnitt  und  eiae 
Gerade  als  einander  inToIntonscb  entsprechende  Cnrven  enthalten .  wenn  diese 
in   allgemeinster  Weife  projectiv  aufeinander  bezogen? 

ad  1.  Soll  die  eiue  Gerade  der  andern  in  der  Transformation  ent- 
iprechen,  so  mUsseu  nolbwendig  auf  jeder  Geraden  zwei  Fundamentalpunkte, 
einer  der  einen  und  einer  der  andern  Ebene,  gelegen  sein.  Es  sei  -V,  Ä*! 
die  eine,  ji\  I-^  die  andere  Gerade;  bei  der  allgemeinen  projeutiven  Beziehung 
Jerselben  anfeinander  entspricht  dem  Schnittpunkte  derselben  ein  Punkt  S^ 
oder  H,  je  nachdem  man  ihn  als  S  oder  R,  nimmt.  Sind  nun  P  ond  f, 
Ürg-end  zwei  entsprecbende  Punkte  der  Punktreihen  (wobei  P  auf  ^,  flj, 
f\  auf  A,  li\  gelegen),  so  entspricht  dem  Strahl  Aj'  der  Strahl  B^P^, 
SI>«n£o  mUsate  dann  aber  auch  dem  Strahl  /(,  /f,  der  Strahl  H^  H  entsprechen, 
ivsks  unserer  Voraussetzung  widerspricht,  also  muss  Ü  mit  /f,  zusammen- 
faaieu  und  ebenso  S  mit  5,  und  es  folgt: 

„Soli    eine   quadratische   Transformation    zwei    Punktreihen  auf 

zwei  verschiedenen  Trägern  als  einander  involutorisch  entsprechende 

Gebilde  enthalten,  so  müssen  die  Punktreihen  perspectiv  liegen," 

CoDstruction  der  Transformation.    Die  wirkliche  DorchfUbrung 

Ä€W  Transformation    gestaltet   sieh    nun  genau  so,    wie  in  §4,  II,  Ä,    nur 

Awua  an  Stelle   des  Kegelschuittes  das  Geradenpaar  tritt.     Ist  also  (Fig.  f)} 

JC  du  Perspectivitötscentrum ,  so  wählen  wir  J, ,  J', ,  H, ,  ß",  auf  den  beiden 

Oersden  willkürlich.     Dann  sind  wieder  die  Büschel  W,   und  /v, 

onil  ß'i    projectiv.     Die  Punkte  A'\    und   fi'\    finden    sich  wie  dort  und  es 

fidiaeiden  sich  wieder  .J[  H,   und  A',  /■',  in  einem  Punkte  M,,  der  M  invo- 

lutoisch  entspricht.     Auf  MM^    liegen  aoch  a'\  und   ß^\.     Die  drei  Ver- 


zugeordneler    Fundamental  punkte, 

wieder    in    M,.      Der    Schnittpunkt  i),  der    invotutotisi 

^  punkL  und  wir  können  bemerken,  dass  die  BUscbel 

da  ihm  invotutoriach  sind.     Ferner  entspricht 


Deber  die  involu torischen  Gebilde  etc. 


g  6.    Specielle  quadratisclie  Transformat  tonen 


1.   Die  quttdrAtiHchc  TrniiHforiiiiiliuii  mit  eint-ui  fe-itoii  Kegelx 

Der  VollHlSndigkeit    wegen    soll   auch   anter^ucht  werden,    v 


1  für  ii 


Tolutorische  Gebilde  bei  den  speoielleu  Fallen  der  qimdratiBchen  Verwandt- 
scbart  aufli'etea  können. 

Die  qaadratiiiche  Verwandtscbaft  kann  bekanntlich  einen  Kegelecliniii 
aU  feste  Curve  enthalten,  der  durch  A,,  A\,  B, ,  B\  geht  {Pig- 6).  Die 
Transformation  ist  dann  eine  perspective  und  zwar  ist  der  Schnittponkl  to» 
AiB',  und  BjA\,  der  als  A",  und  gleichzeitig  als  B",  zu  bezeichnen,  lier 
Mittelpunkt.  Schneiden  sich  dann  A,A\  und  iS,  B\  in  Pn,  so  eotepriclit 
sich  das  Punktepaar  P^A'\  offenbar  Involutoriscb ,  also  gilt  das  Gleicbc 
von  der  Geraden  A",P^  überhaupt.     Also  folgt: 

„Die    perspective    quadratische   Transformation    enthalt  immer 
eine    und    nur  eine    involutoriscbe    Gerade    durch    den    MitUlpütiLt 

Von  den  übrigen  sei  betentsprechenden  Geraden  des  Büschels  Ä'\  kum 
keine  weitere  involutoriscb  sein.  Es  ist  Ja  auch  die  abgeleitete  TraDlfoc- 
tnation  von  der  dritten  Ordnung  und  kann  also  höchstens  eine  Curve  dritter 
Ordnung  als  festes  Gebilde  enthalten.  Diese  Transformation  dritter  Ordonug 
ist  übrigens  insofern  specieller  Natur,  als  von  den  vier  FaDdamentalpunkleD 
erster  Ordnung  in  jeder  Ebene  je  zwei  in  der  Richtung  der  Tangente  U 
den  festen  Kegelschnitt  zusatomengerUckt  sind. 

ä.  Die  Stelner'sche  Yerwandlschart. 

Steiner  hat  durch  ein  Strahlensjstem  erster  Ordnung  und  erst« 
Claase  zwei  Ebenen  des  Raumes  quadratisch  aufeinander  bezogen.  Uul 
man  nachher  diese  Ebenen  zusammenfalleu,  so  erbalten  wir  eine  qaadratiuh«  1 
Beziehung  der  Ebene  auf  sieb  selbst,  die  aber  insofern  specieller  Natnr,  ' 
als  sie  eine  .feste"  Gerade  enthalt.  Wählt  man  Aj.  A\,  P^,  B\,  sowie 
die  feste  Gerade  g  beliebig,  so  ergiebt  sich  im  Schnittpunkte  voa  g  nut 
Ji,B\  der  Fondamentalpunkt  A'\  und  im  Schnittpunkte  von  AjA\  mit  g 
der  F  und  amen  talpunkt  B'\  (Fig,  7).  Dann  folgt  aus  der  Betrachtnog 
projectiven  BUschet  ^,,  B,,  sowie  .^',,  ll\  für  diese  Beziehung, 
Steiner'ache  heisst: 

„Die    Steiner'sche    Verwandtschaft    ist    d 
Transformation  zweiter  Ordnung  mit  einer  feste 

v(,  Ä,    und   Ä'iß\    entsprechen   sich  selbst,   a' 
keine  von  diesen  beiden  Geraden  involutoriscb 
selben    ist   der  einzige  isolirte  Coincidi 
der   beiden   sei  baten tsprecbenden  Qei 


.,  >![     Uli*     g 

chtnog  ^^ 
g.^jfl 


■weite  dagegen  nicht.  Ebenso  wenig  kann  di«  Timiufiartiifttion  einen  idto- 
Intflnecben  Kegelschnitt  (Geradenpaar)  sothalten,  da  in  dieaem  Fall«  immer 
noch  eine  weitere  invotutoriache  Qerade  auftreten  mQute. 


i,  QuadratiNohe  TraiiKfornuitioiieu  mit  zwpi  xnaamMPnraUenAf n , 
■geordneten  Pi^^ikton. 

4,  I  einen  £|ieuielleD  Fall  erwähnt,  wo  in  der 
n  zugeordnete  Fuudaiuen talpunkte  (.J*,  und  B\) 
börigea  BUscbel  involutorisch  lagen.  Die  Doppel- 
dann  selbütentäprechende  ^nicht  invotutoriache) 


^pVir  haben  ecbon  in  ' 
qSura tischen  Transrortuati 


tnaammen fielen  und  di 
stiablen  dea  BUschels 
Gen«le. 

Es  fragt  sich  nun ,  wenn  die  zugeordneten  Fundamen  tat  punkte  A'\  und 
ft",  tusammenrallen ,  die  Büachel  j",  und  B'\  aber  in  allgemeiner  (nicht 
nvolu torischer)  Lage,  ob  einei-  der  DuppeUtrahlen  inToiutoriaob  werden 
laEii  und  ob  dies  bei  beiden  eintreten  kann? 

Giebt  man  sich  J",  ü",,  den  einen  Doppelstrabl  9,  durch  diesen 
'unkt  und  die  Involution  auf  ihm,  femer  A,  und  B,  beliebig,  sowie  die 
mjective  Beziehung  der  BUsi^hel  ji'\  und  A", ,  so  ist  dadurch  die  qaadra- 
iscbe  Besiebung  vollständig  bestimmt.  Denn  durch  die  Involution  auf  6, 
'erden  die  BUschel  -/,  und  /',  projectiv  aufeinander  bezogen  und  ausserdem 
lüssen  entsprechende  Punkte  durch  entsprechende  Strahlen  der  Bäscbel 
,  und    ft'i  projicirt  werden. 

Man    sieht  dunn ,    dass  .■i^  a\    und    W,  B\    sich   auf  d, 
chneiden  mllsseu,  der  Ä\  in  der  Involution  entspricht. 

Gebt  man  zur  abgeleiteten  Transformation  über,  so  ist  c 
jerspective)  Jonquit' res -Transformation    vom  dritten  Grade  i 


I  Punkte 


liese  eine  (nicht 
oit  einer  festen 


Qeraden.     Da  diese  (vergl.  D. ,  §  7)  keine  anderen  festen  Gebilde  enthalten 
u,  so  folgt: 

„Liegen    in   einer  quadratischen  Tranärormation  mit  :iUBammen- 

'   faltenden    zugeordneten    Fuudamentalpunkten    .4",,    B'\    die   BUschel 

)  j",,    ft'i    allgemein   (also  nicht  iuvolutorisoh),    so  kann  die  Trans- 

^  form&tiou    hücbstens   einen    der  Doppel  strahlen  der  BUschel  a'\, 

,  als  involu torische  Gerade  enthalten.     Auf  diesem  schneiden  sich 

i  ^7^1  und  //,  ß', ." 

,  dass  die  BUscbel  Ä\,   h'\  involnlorisch  ge- 

e  Transformation  in  der  gleichen  Weise  oon- 

||jrmation  ist  dann  aber  eine  „perspective" 

luss   a!s   solche    eine    fcÄte    Curve  dritter 

1  der  quadratischen  Beziehung  noch  ein 

gtUchnitt  auftreten,  so  dass  sieb  ergjebt^ 

atischen  Transformation  ■ 

aroentalpunkteu    ■/",.    ^',   ' 

L  einer  der  Duppplstra 


Ueber  die  involutorischen  Gebilde  et«, 


§  6.    Specielle  quadratische  Transformationen. 
1.    Die  iiuadi-ntlschr  TransforiiNitioii  mit  eiiiciii  festen  Ke|f«lmUi 

Der  Vollständigkeit  wegen  soll  auch  nnteriiucht  werden,  was 
volatorifiche  Gebilde  bei  den  gpeciellen  Ffilleu  der  qaadratiBchea  Ve 
schaft  auftreten  können. 

Die  quadratische  Verwandtschaft  kann  bekanntlich  einen  Kegf 
als  feste  Curve  entbalten,  der  durch  Ä^,  A\,  B,,  B\  geht  {Fig.  6 
Transformation  i^t  dann  eine  perspective  und  zwar  ist  der  Schnittpn 
A^B\  lind  ByA\,  der  als  A'\  und  gleichzeitig  als  B'\  zu  bezeicbn 
Mittel|iunkt.  Schneiden  sich  dann  A,A\  und  fi,  £ ,  in  P„,  so  en 
sich  das  Funktepaar  F„A'\  offenbar  iuvolutorisch ,  also  ^ilt  das 
von  der  Geraden  Ä\P^  überhaupt.     Also  folgt: 

„Die  perspective  quadratische  Transformation  enthält 
eine  und  nur  eine  involutorische  Gerade  durch  den  Mitt 
^'V-P"-" 

Von  den  übrigen  selbstentsprechenden  Geraden  des  Büschelii  A 
keine  vfeitere  involutorisch  sein.  Es  ist  ja  auch  die  abgeleitete  T 
matlon  von  der  dritten  Ordnung  und  kann  also  höchstens  eine  Curvi 
Ordnung  als  festes  Gebilde  enthalten.  Diese  Transformation  dritter  ( 
lii  Übrigens  insolern  specieller  Natur,  als  von  den  vier  Fundamental 
erster  Ordnung  in  jeder  Ebene  je  zwei  in  der  Richtung  der  Tang 
den  festen  Kegelschnitt  znsammengerfickt  sind. 

i.  I>le  Steiner'iielie  Terwandtsrliafl. 

Steiner  hat  durch  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  unc 
Classe  zwei  Ebenen  des  Raumes  quadratisch  aufeinander  bezogen, 
man  nachher  diese  Ebeneu  zusammenfalten,  so  erbalten  wir  eine  quud 
Beziehung  der  Ebene  auf  sieb  selbst,  die  aber  insofern  speciellei 
als  sie  eine  „feste"  Gerade  enthUlt.  Wllhlt  man  A^^.  A\.  P[ ,  B', 
die  feste  Gerade  g  beliebig,  so  ergiebt  sieb  im  Schnittpunkte  voi 
B,^i  der  Fundameatalpunkt  Ä\  und  im  Schnittpunkte  von  Ä^ 
der  Fundamentalpunkt  B'\  (Fig.  7),  Dann  folgt  ans  der  Betrachti 
projeetiven  BUscbel  Ay,  ß,,  sowie  .4\,  B\  für  diese  Beziehnng, 
Steiner'scbe  beisst: 

„Die    Steiner'sche    Verwandtschaft 
Transformation  zweiter  Ordnung  mit  einer  festen  ' 

A^  B,    lind   A\  B\    entsprechen   sieb  selbst,    aber 
keine  von  diesen  beiden  Geraden  involutorisch  t 
selben   ist  der  einzige  isolirte  Coincidenzpur' 
Am  beiden   selbstentsprechenden   Gerad^ 


Von  Dr.  K.  Dobhlemanv. 


«reite  «iagegen  nicht.  Ebenso  wenig  kann  die  Tranaformatiou  einen  iavo- 
lulorischen  Kegelschnitt  fGenitlenpaar)  enthalten,  da  iu  diesem  Falle  immer 
noch  eine  weitere  involutoriache  Gerade  anftreten  mQsste. 

S.   ({iDiiii-nllM'he  Traiirirornialioiien  mit  uwei  /UHanimcnrallendtMi , 
/iigcordueteu  riiubtrn. 

Wir  haben  schon  in  §  4,  I  einen  epecielleu  Fall  erwShnt,  wo  in  der 
qnKiraMschen  Transforraalion  zugeordnete  Fuudamentalyunkte  (A\  und  ß',) 
toBamuieD fielen  und  die  sagebörigen  ßUsobel  invotutorisch  lagen.  Die  Doppel- 
etrshlen  des  Büschels  waren  dann  selbstentsprechende  (nicht  involutoriache) 
Gerade. 

Eä  fragt  sich  nun,  wenn  die  zugeordneten  Fundamentalpnnkte -4"i  und 
A",  insammenfallen ,  die  BUechel  a' ,  und  B'\  aber  in  allgemeiner  (nicht 
inwl  uteri  scher)  Lage,  oh  einer  der  Düppel  strahlen  involutoriach  werden 
kann  und  ob  dies  hei  beiden  eintreten  kann? 

Giebt  man  aich  ./',  ß", ,  den  einen  Doppelotrahl  6,  durch  diesen 
Punkt  und  die  Involutimi  auf  ihm,  ferner  A,  und  £,  beliebig,  sowie  di« 
piq'ective  Beiiehung  der  Bünchel  A",  und  ß", ,  ao  ist  dadurch  die  quadi-a- 
twehe  Beziehung  vollständig  bestimmt.  Denn  durch  die  Involution  auf  6, 
weiden  die  DUschel  ^^  und  ß,  projectiv  aufeinander  bezogen  und  ausserdem 
prechende  Punkte  durch  entsprechende  Strahlen  der  Büschel 
,  und    ft'i  projicirt  werden. 

sieht  dann.    dasB  ,7,^',    und   ft,  ß",    sieh   auf  5,    in  dem  Punkte 
leiden  müsaen,  der  a'\  in  der  Involution  entspricht, 
Geht  man  zur  abgeleiteten  T  raus  Formation  Über,  so  ist  diese  eine  (nicht 
■tive)  JonquiBres-Tranaformation    vom  dritten  Grade  mit  einer  festen 
Da  diese  (vergl.  D. ,  §  7}  keine  anderen  festen  Gebilde  enthalten 
folgt: 
II  Liegen   in   einer  quadratischen  Transformation  mit  xubammen- 
'^J'eiideD     zugeordneten    Fundameo talpunkten    A",,    />'",    die   Büschel 
nicht  involutoriach),  so  kann  die  Trans- 
'Örmatioii     höclistena   einen    der  Doppelatrahlen  der  Büschel  .■»",, 
olutoriäche  Gerade  enthalten.     Auf  dieeem  acbneiden  eich 
und  ~Ä\~B\." 

an,  dass  die  Büschel  A'\,   ft'\  involnlorisch  ge- 

die  Transformation  in  der  gleichen  Weise  con- 

Tranaforraation  ist  dann  aber  eine  „perspective" 

id    musa   ala   aolche   eine    feste    Curve  dritter 

SS  in  der  quadratischen  Be/.iehung  noch  ein 

ir  ICegelschnitt  auftreten,  ao  dass  sich  ergieß 

quadratischen  Transformation  mit  zasi 

Pundamentalpunkten  A'\.    /i'\   die  Bl 

,  und  ist  einer  der  Doppel  strahlen  d« 
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§  6.    Specielle  quadratische  Transformationen. 

!•  Die  quadratische  Transformation  mit  einem  festen  Kegelsclinitte* 

Der  Vollständigkeit  wegen  soll  auch  untersucht  werden,  was  fQr  in- 
volutorische  Gebilde  bei  den  speciellen  Fällen  der  quadratischen  Verwandt- 
schaft auftreten  können. 

Die  quadratische  Verwandtschaft  kann  bekanntlich  einen  Kegelschnitt 
als  feste  Curve  enthalten,  der  durch  ^, ,  A\,  j?, ,  B\  geht  (Fig.  6).  Die 
Transformation  ist  dann  eine  perspective  und  zwar  ist  der  Schnittpunkt  von 
il|J^,  und  B^A\^  der  als  A'\  und  gleichzeitig  als  B'\  zu  bezeichnen,  der 
Mittelpunkt.  Schneiden  sich  dann  A^A\  und  B^B\  in  Pq,  so  entspricht 
sich  das  Punktepaar  FqA'\  o£fenbar  involutorisch ,  also  gilt  das  Gleiche 
von  der  Geraden  Ä'\Pq  überhaupt.     Also  folgt: 

„Die    perspective  quadratische  Transformation   enthält  immer 
eine   und   nur  eine   involutorische   Gerade   durch   den   Mittelpunkt 

Von  den  übrigen  selbstentsprechenden  Geraden  des  Büschels  Ä\  kann 
keine  weitere  involutorisch  sein.  Es  ist  ja  auch  die  abgeleitete  Transfor- 
mation von  der  dritten  Ordnung  und  kann  also  höchstens  eine  Curve  dritter 
Ordnung  als  festes  Gebilde  enthalten.  Diese  Transformation  dritter  Ordnung 
ist  übrigens  insofern  specieller  Natur,  als  von  den  vier  Fundamentalpunkten 
erster  Ordnung  in  jeder  Ebene  je  zwei  in  der  Richtung  der  Tangente  an 
den  fe&ten  Kegelschnitt  zusammengerückt  sind. 

2.  Die  Steiner'Hche  Verwandtschaft. 

Steiner  hat  durch  ein  Strahlensystera  erster  Ordnung  und  erster 
Classe  zwei  Ebenen  des  Raumes  quadratisch  aufeinander  bezogen.  Lässt 
man  nachher  diese  Ebenen  zusammenfallen,  so  erhalten  wir  eine  quadratische 
Beziehung  der  Ebene  auf  sich  selbst,  die  aber  insofern  specieller  Natur, 
als  sie  eine  „feste"  Gerade  enthält.  Wählt  man  A^,  A\,  i?j ,  B\y  sowie 
die  feste  Gerade  g  beliebig,  so  ergiebt  sich  im  Schnittpunkte  von  g  mit 
B^B\  der  Fundamentalpunkt  Ä\  und  im  Schnittpunkte  von  A^Ä^  mit  g 
der  Fundamentalpunkt  B'\  (Fig.  7).  Dann  folgt  aus  der  Betrachtung  der 
projectiven  Büschel  //j,  ^j,  sowie  ./,,  B\  für  diese  Beziehung,  die  die 
Stein  er 'sehe  heisst: 

,,Die    Stein  er 'sehe    Verwandtschaft    ist    die    einzig    mögliche 
Transformation  zweiter  Ordnung  mit  einer  festen  Geraden." 

yl^B^  und  ^'iB\  entsprechen  sich  selbst,  aber  im  Allgemeinen  wird 
keine  von  diesen  beiden  Geraden  involutorisch  sein.  Der  Schnittpunkt  der- 
selben ist  der  einzige  isolirte  Coincidenzpunkt  der  Transformation.  Eine 
der   beiden    selbstentsprechenden   Geraden   kann   involutorisch  werden,    die 
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2W6ite  dagegen  nicht.  Ebenso  wenig  kann  die  Transformation  einen  invo- 
lotorisehen  Kegelschnitt  (Geradenpaar)  enthalten,  da  in  diesem  Falle  immer 
noch  eine  weitere  involatorische  Gerade  auftreten  mttsste. 

8.  Quadratische  Traiisrormatioiieu  mit  zwei  ünsammeufallendeii  ^ 

zugeordneten  PuiilLten. 

Wir  haben  schon  in  §4,  I  einen  speciellen  Fall  erwähnt,  wo  in  der 
quadratischen  Transformation  zugeordnete  Fuudamen talpunkte  {A\  und  B\) 
xosammenfielen  und  die  zugehörigen  Büschel  involutorisch  lagen.  Die  Doppel- 
strahlen  des  Büschels  waren  dann  selbstent«prechende  (nicht  involutorische) 
Gerade. 

Es  fragt  sich  nun ,  wenn  die  zugeordneten  Fundamentalpunkte  A'\  und 
fi'\  lusammenfallen ,  die  Büschel  a'\  und  B*\  aber  in  allgemeiner  (nicht 
involatorischer)  Lage,  ob  einer  der  Doppelstrahlen  involutorisch  werden 
kann  und  ob  dies  bei  beiden  eintreten  kann? 

Qiebt  man  sich  J'\  -Jl:  ß'\ ,  den  einen  Doppelstrahl  d,  durch  diesen 
Funkt  und  die  Involution  auf  ihm,  femer  A^  und  B^  beliebig ,  sowie  die 
projective  Beziehung  der  Büschel  A'\  und  B'\^  so  ist  dadurch  die  quadra- 
tische Beziehung  vollständig  bestimmt.  Denn  durch  die  Involution  auf  8^ 
werden  die  Büschel  .4^  und  B^  projectiv  aufeinander  bezogen  und  ausserdem 
müssen  entsprechende  Punkte  durch  entsprechende  Strahlen  der  Büschel 
/'j  und  B'\  projicirt  werden. 

Man  sieht  dann,  dass  -^lA'^  und  B^B\  sich  auf  ö^  in  dem  Punkte 
schneiden  müssen,  der  J'\  in  der  Involution  entspricht. 

Geht  man  zur  abgeleiteten  Transformation  über,  so  ist  diese  eine  (nicht 
perspective)  Jonquieres -Transformation  vom  dritten  Grade  mit  einer  festen 
Geraden.  Da  diese  (vergl.  D. ,  §  7)  keine  anderen  festen  Gebilde  enthalten 
kann,  so  folgt: 

„Liegen   in   einer  quadratischen  Transformation  mit  zusammen- 
fallenden zugeordneten   Fundamentalpunkten   A'\^    B*\   die  Büschel 
A'\^  B\   allgemein   (also  nicht  involutorisch),   so  kann  die  Trans- 
formation  höchstens   einen   der  Doppelstrahlen  der  Büschel  a'\^ 
B'\  als  involutorische  Gerade  enthalten.     Auf  diesem  schneiden  sich 
dann  A^  B^  und  //'j  B\  .*' 
Nehmen  wir  dagegen  an,  dass  die  Büschel  Ä\^  B'\  involutorisch  ge- 
legen sind,   so   kann  man  die  Transformation  in  der  gleichen  Weise  con- 
straireD.     Die  abgeleitete  Transformation  ist  dann  aber  eine  „perspective** 
Jonqnieres- Transformation    und    muss  als  solche  eine   feste  Curve  dritter 
Ordnung  enthalten.      Also  muss  in  der  quadratischen  Beziehung  noch  ein 
involotorisch  auf  sich  bezogener  Kegelschnitt  auftreten,  so  dass  sich  ergiebt: 
„Liegen   in  einer  quadratischen  Transformation  mit  zusammen- 
fallenden  zugeordneten   Fundaraentalpunkten  A'\,    B'\    die   BüsoV 
^  n  ^"i    involutorisch,    und   ist  einer  der  Doppelstrablen  dorsell 
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eine  involutorische  Gerade,  so  enthält  die  Transformation  stets  noch 
einen  involutorischen  Kegelschnitt,  der  darch  die  übrigen  Fandamen- 
talpunkte  geht,  sowie  durch  die  Coincidenzpunkte  auf  dem  zweiten, 
selbstentsprechenden  Doppelstrahle.  Das  Centram  M  der  Involution 
auf  dem  Kegelschnitte  liegt  auf  dem  involutorischen  Doppelstrahle 
und  die  Verbindungslinien  zugeordneter  Fundamentalpunkte  <<4|^j, 
A\  ^j  gehen  durch  den  Punkt  M^ ,  der  in  der  Involution  auf  dem 
Doppelstrahl  dem  Punkte  M  entspricht.*^ 
Man  kann  diesen  Fall  auch  aus  §4,  IIA  ableiten,  wenn  man  dort 
jf\  mit  B'\  zum  Zusammenfallen  bringt. 

Endlich  können  noch  Ay^  b^  und  a\  B\  sich  selbst  involutorisch  ent- 
sprechen. Wählen  wir  nämlich  die  Fundamentalpunkte  A^  und  B^  so,  dass 
A^ßi  durch  einen  (Dj)  der  Doppelpunkte  der  Involution  auf  dem  einen 
Doppelstrahl  hindurchgeht  (während  natürlich  die  Büschel  A\  und  B^\  in 
involu torischer  Lage  sind) ,  so  entspricht  sich  dann  Ay^  B^  involutorisch. 
Dann  muss,  wie  aus  der  Betrachtung  der  abgeleiteten  Transformation  her- 
vorgeht ,  auch  i/,  B\  eine  involutorische  Gerade  sein.  Betrachtet  man  femer 
die  isologe  Curve  des  Coincidenzpunktes  D, ,  so  ergiebt  sich ,  dass  wiederum, 
wie  in  §  4,  IIB,  auch  a\  B\  durch  D^  hindurchgehen  muss.  Die  Trans- 
formation enthält  also  drei  je  in  sich  involutorische  Gerade,  die  durch  einen 
Punkt  2>j  hindurchgehen. 

§  7.   Ein  Satz  über  die  nicht  centrale  Involution  auf  der 

rationalen  C^, 

Wir  haben  bisher  immer  nur  die  centrale  Involution  auf  einer  ratio- 
nalen C^  betrachtet,  sofern  sie  in  einer  quadratischen  Transformation  ent- 
halten sein  kann.  Nun  soll  auch  die  nicht  centrale  Involution  auf  einer 
rationalen  C^  Berücksichtigung  finden.  Da  bei  dieser  Involution  der  Satz 
von  den  zugeordneten  Punkten  (§  3)  nur  für  ein  Punktepaar  gilt,  so  ist 
blos  noch  der  Fall  zu  erledigen ,  wo  die  C^  in  einem  Fundamentalpunkte  A^ , 
der  mit  dem  zugeordneten  B^  sich  deckt ,  einen  Doppelpunkt  hat.  Ausserdem 
muss  die  Curve  noch  durch  zwei  weitere  zugeordnete  Fundamentalpunkte  A\ 
und  B'\  gehen.  Dem  Doppelpunkte  entsprechen  nun  der  Involution  zufolge 
zwei  Punkte  E  und  E^  auf  der  C^  und  durch  diese  müssen  B\S\  und 
ÄiÄ\  hindurchgehen. 

Nun  entsprechen  andererseits  den  Tangenten  im  Doppelpunkte  in  der 
projectiven  Beziehung  der  Büschel  A^  und  B^  die  Linien,  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Fundamentalgeraden  mit  der  Curve  C^  verbinden  mit  dem 
Büschelmittelpunkte.  Es  mUssen  also  A^^  Ä\  und  B\  B'\  nothwendig  der 
Richtung  nach  sich  decken  und  der  letzte  Schnittpunkt  dieser  Geraden  EE^ 
mit  der  C^  muss  sowohl  Ä\  als  B'\  sein,  d.  h.  diese  Punkte  müssen  zusam- 
menfallen. Da  femer  dem  Strahl  A^Ä\  der  Strahl  B^B^^^  und  dem  Strahl 
^iB\  der  Strahl  Ai^  Ä^  entsprechen  muss,  die  C^  aber  involutorisch,  so  folgt| 
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da88  auch  Äx  und  B\  sich  decken  müssen ,  d.  h. :  die  Transformation  ist  im 
Gauen  involatorisch,  weil  alle  zugeordneten  Fundamentalpunkte  sieb  decken. 

Es  konnte  noch,  abgesehen  von  dem  Falle  der  Spitze,  sieb  ereignen, 
dass  von  den  drei  Pankten  ^,  ^i,  Ä\  zwei  zusammenfielen.  Würde  'E'Ex 
die  (7|  in  "E  berühren ,  so  muss  Ä\  na(j|i  £|  fallen.  Denn  wftre  Ä\  in  "E 
gelogen,  so  bfttte  man  eine  C  mit  Spitze,  was  gleich  besprochen  werden 
80II.  Ans  dem  gleichen  Grunde  muss  auch  B'\  (oder  ß',)  in  £*,  gelegen 
sein,  80  dass  wieder  die  Fandamentaldreiecke  zusammenfallen. 

Es  ist  auch  leicht,  in  einer  involutorischen  Transformation  die  Gleich- 
mig  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  im  Punkte  x^  =  0, 
jE^sO  anzuschreiben,  die  sich  selbst  entspricht.    Dieselbe  wird  nämlich: 

Dieselbe  muss  durch  zwei  Coincidenzpunkte  hindurchgehen. 

Curve  mit  Spitze.  Hat  die  C  in  A^  eine  Spitze ,  so  entspricht 
dieeem  Punkte  blos  ein  Punkt  auf  der  Curve  C^.  B^  fftllt  dann  wieder  mit 
A^  lusammen  und  es  muss  C  sowohl  Ä^  Ä\  als  B\  B'\  berühren.  Der 
BSekkehrtangente  entspricht  aber  in  dem  involutorischen  Büschel,  das  die 
infolatorische  Beziehung  auf  der  Curve  herstellt,  ein  einziger  Strahl,  der 
die  C  noch  in  einem  Punkte  trifft.  Die  Tangente  in  diesem  Paukte  giebt 
die  Bicbtnng  von  i/j  A^^  und  B'^  B'\ .    Es  sind  dann  folgende  Fftlle  möglich : 

1.  ^1  fHUt  in  den  letzten,  dritten  Schnittpunkt  dieser  Tangente  mit 
der  C\  Dann  würde  der  Strahl,  der  dem  Strahl  AiA\  entspricht, 
auch  Tangente  der  entsprechenden  Curve  C^  sein,  also  hätte  diese 
einen  Doppelpunkt  und  keine  Spitze. 

2.  J\  fällt  in  den  Berührungspunkt.  Dann  würde  man  auch  wieder 
als  entsprechende  Curve  eine  C^  mit  Doppelpunkt  erhalten. 

3.  Der  Punkt,  in  welchem  der  der  Bückkehrtangente  entsprechende 
Strahl  die  0^  trifft,  ist  ein  Wendepunkt.  Fällt  dann  ^|  in  diesen, 
so  ist  A^\  der  Schnittpunkt  der  Rückkehrtangente  mit  der  Wende- 
tangente. Dann  müssen  aber  wieder  die  Fundamentaldreiecke  sich 
decken,  so  dass  die  ganze  Transformation  involutorisch  wird. 

Die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Wendepunkte  in 
j(|sO,  X3  =  0y  die  in  einer  involutorischen  quadratischen  Transformation 
neh  gelbst  entspricht ,  ist  (wenn  0^3  =  0  die  Wendetangente): 

Ans  dem  Allen  folgt  endlich: 

,iEine  rationale  Curve  dritter  Ordnung  mit  einer  nicht  centralen 
Involution  kann   blos  in   einer  vollständig  involutorischen  qua- 
dratischen Transformation  enthalten  sein.** 
Bemerken  wir  noch,  dass  solche  Transformationen  von  Anfang  an  aus- 
geieUossen  waren,  für  welche  gewisse  Fundamentalpunkte  in  Gruppen  zu- 
nmmeDgerUckt  dind  oder  für  welche  Fundamentalcurvdn  zerfallen. 


L 
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Dritter  Abschnitt. 

Einige  TransrormatioBeii  allgemeiBer  Natur  mit  inTOIutoriselieii 

CuFTen. 

§  8.  Tranffomiatioiieii  von  der  Ordnung  2^. 

Aus  den  behandelten  quadratischen  Transformationen  lassen  sich  andere 
mit  involntoriscben  Cnnren  auch  höherer  Ordnung  ableiten.  Wir  wollen 
nur  die  eine  Möglichkeit  betrachten,  wo  die  involntorische  Curve  immer  die 
nrsprfingliche  Carve  dritter  Ordnung  ist. 

Hat  man  eine  quadratische  Transformation  mit  einer  involutorischen  C 
und  sind  die  Fundamentalpunkte  der  einen  Ebene  Ä^^  Ä\,  A", ,  die  der 
andern  Ebene  J?, ,  JB'^,  B'\^  so  kann  man,  indem  man  die  Involution  auf 
der  C  beibehttlt,  die  ^- Ebene  als  eine  C- Ebene  nehmen  und  diese  wie- 
derum quadratisch  auf  eine  D- Ebene  beziehen.  Von  den  Tripeln  (7|,  C\^ 
C'\y  D,  y  D',,  iy\  gilt  dann  das  Gleiche,  wie  von  den  Tripeln  A  und  B. 
Auf  diese  Weise  wird  dann  die  A- Ebene  in  die  D- Ebene  durch  eine  Trans- 
formation vierter  Ordnung  abgebildet  und  man  erhält  Oberhaupt  Transfor- 
mationen von  der  Ordnung  2^,  wobei  man  erkennt: 

1.  Ist  ik  gerade,  so  entspricht  die  C^  sich  Punkt  für  Punkt  selbst,  ist 
also  eine  „feste"  Curve  der  Transformation.  Dies  sind  also  Transforma- 
tionen von  den  Ordnungen  4,   16  u.  s.  w. 

2.  Ist  k  ungerade,  so  entspricht  die  C^  sich  involutorisch.  Die 
Ordnung  der  Transformation  beträgt  2,  8,  32  u.  s.  w. 

Das  System  der  Pundaraentalpunkte  besteht  in  beiden  Fällen  aus: 

3  ...  2*^  ~  •  -  fachen  Fundamentalpunkten , 
3  .. .  2*~^- fachen  „ 

m  m 

•  ■ 

3  . . .  einfachen  Fundamentalpunkten , 
die    sämmtlich   auf  der  C^  gelegen  sind.     Für  fc  =  2  erhält  man  z.  B.  die 
(einzige)  Transformation  vierter  Ordnung  und  erster  Classe  (vergl.  D.,  §  8) 
mit  einer  festen  Curve  C'^  von  der  dritten  Ordnung. 

§  9.    Jonqnidres  -  Transformationen. 

1.    Zunächst  schicken  wir  folgenden  Satz  voraus: 

„Jede    „perspective**  Jonquieres -Transformation  von  einer  Ord- 
nung «^3  kann  eine  „feste"  Curve  enthalten,  die  aus  einer  durch 
den  Mittelpunkt  der  Transformation  einfach  hindurchgehenden  Curve 
dritter   Ordnung    und   aus    « —  3    durch    den  Mittelpunkt   gehenden 
Geraden  besteht." 
Der  Beweis   ergiebt   sich,   indem   man   diese  Transformation  wie  folgt 
herstellen  kann.     Ist  M  der  auf  der  C^  gelegene  Mittelpunkt  der  Transfor- 
mation, so  wählen  wir  eine  Curve  A"'  von  der  Ordnung  n  willkürlich,  so 
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di88  sie  in  M  einen  (n^—l)- fachen  Punkt  hat  und  die  C^  mit  einem  Aste 
in  Jf  berührt.  Ziehen  wir  jetzt  irgend  einen  Strahl  durch  itf,  so  schneidet 
dieser  die  C  noch  in  D^  und  D^,  ferner  Ä^'  in  Ä.  Bezeichnen  wir  M 
einen  Moment  mit  B^  so  ist  auf  diesem  Strahle  eine  einzige  projective 
Beziehung  bestimmt,  für  welche  D^  und  D^  die  Doppelpunkte  und  Ä  und  B 
entüprechende  Punkte  sind.  Zu  jedem  Punkte  auf  diesem  Strahle  ist  dann 
immer  ein  und  nur  ein  Punkt  bestimmt,  je  nachdem  man  den  Punkt  als 
lar  Reihe  Ä  oder  B  gehörig  auffasst. 

Die  2n  Gerade,  welche  die  Schnittpunkte  der  A^'  mit  der  C^  mit  M 
rerbinden,  machen  hierbei  eine  Ausnahme.  Sie  werden,  wie  man  leicht 
sieht,  Fnndamentalgerade.  Femer  müssen  die  n  —  2  Tangenten  der  A"' 
in  lf|  die  nicht  die  C^  berühren,  „feste"  Gerade  der  Transformation  wer- 
den, da  auf  jeder  derselben  drei  Doppelpunkte  der  projectiven  Beziehung 
sich  ergeben.  Man  erhält  dann  eine  „perspective^^  Jonqui^res- Transforma- 
tion Yon  der  Ordnung  n  =  n'-f- 1. 

Bemerken  wir  noch,  dass  sich  die  beiden  Fundamentaicurven  von  der 
Ordnung  n—l  ausser  in  den  Fundamentalpunkten  noch  in  (n  — 1)  Punkten 
sehneiden   (da  sie    sich   in  M  auf  jedem    Aste   berühren),  so    folgt   noch 

allgemein: 

„Jede  „perspective**,  nicht  involutorische  Jonquiöres- Transfor- 
mation n^^  Ordnung  enthält  n  — 1  und  nicht  mehr  involutorische 
Gerade  durch  den  Mittelpunkt.*' 

2.  Nehmen  wir  jetzt  die  vorhin  abgeleitete  Jonqui^res -Transformation 
mit  der  C^  als  fester  Theilcurve  zu  Hilfe,  so  kann  man  deren  Ebene  wie- 
derum quadratisch  abbilden,  so  dass  die  C^  in  der  quadratischen  Transfor- 
mation involutorisch  wird.  Verlegen  wir  einen  Fundamentalpunkt  (etwa  CJ 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Jonqui^res- Transformation,  so  erhält  man  als 
Resnltat  der  Verbindung  der  beiden  Transformationen  eine  Jonquieres -Trans - 
fonnation  von  der  Ordnung  n  +  1  init  nicht  zusammenfallenden  n- fachen 
Fondamentalpunkten ,  welche  die  C^  involutorisch  enthält.  Die  dadurch 
abzuleitende  Transformation  ist  aber  mindestens  von  der  vierten  Ordnung. 

Aber  auch  schon  die  Transformation  dritter  Ordnung  kann  eine  involu- 
torische C^  enthalten,  wovon  wir  uns  direct  überzeugen:  Auf  der  vorgegebe- 
nen C  wählen  wir  das  Centrum  M  der  Involution  beliebig.  A^  und  B2 
seien  zwei  sich  daraus  ergebende  „  zugeordnete **  Punkte.  Dann  entspricht 
jedem  Strahl  durch  A^  ein  bestimmter  durch  B^  und  die  Schnittpunkte  mit 
der  C  sind  zwei  Paare  entsprechender  Punkte.  Ist  nun  {A^)  der  Punkt, 
der  dem  Punkte  A^  in  der  Involution  auf  der  C^  entspricht,  so  wählen  wir 
einen  Kegelschnitt  JST,  der  durch  B^  und  {A2)  geht,  und  wollen  die  Ver- 
^£[ung .  trefifen ,  dass  auf  jedem  Strahlenpaare  der  Bündel  A^  und  B^  dem 
Punkte  A2  der  zweite  Schnittpunkt  des  entsprechenden  Strahles  durch  B^ 
nit  K  entsprechen  soll.  Da  man  dann  ferner  noch  die  Schnittpunkte  dq 
der  C^  ala  entsprechende  Punkte  hat ,   80  ist  die  pro^ftViVvift  ^^iAÄi\iÄ% 
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dem  Strahleopaare  featgelegt  und  jedem  Punkte  des  einen  Strahles  einer 
des  andern  zugeordnet.  Wie  man  leicht  findet »  liefert  diese  Betrachtung 
dann  die  Jonqui^res -Transformation  dritter  Ordnung  mit  einer  iuToluto- 
rischen  C^  und  es  ist  jetzt  allgemein  bewiesen: 

,^Jede  allgemeine  Jonquidres- Transformation  kann  eine  Cur?e 
dritter  Ordnung  mit  einer  centralen  Involution  als  involutorisches 
Gebilde  enthalten.  Die  Curve  dritter  Ordnung  geht  einfach  durch 
sftmmtliche  Fundamentalpunkte  einer  jeden  Ebene.  Ist  M  der 
Mittelpunkt  der  Involution,  M^  der  dritte  Schnittpunkt  der  Tangente 
in  If  mit  der  C7^  so  geht  die  Verbindungslinie  Än^iBm-'i  der  beiden 
(n  —  1)- fachen  Fundamentalpunkte  durch  Jf|.  Sind  Äk  und  Bk  zwei 
„zugeordnete"  Fundamentalpunkte  erster  Ordnung  und  schneidet 
Äm^iAk  noch  in  Ä  die  C7^  B^^xBk  noch  in  B^  so  ist  Bk^{^) 
und  Ak  ^'.  {B) ,  d.  h.  es  liegen  Äk  und  By  sowie  Bk  und  Ä  in  Ge- 
raden durch  M, 

Ferner  geht  die  Fundamentalcurve  (n  —1)^'  Ordnung  der  B  •  Ebene 
durch  {Äm^\)i  die  der  2l- Ebene  durch  (^«^i). 

Die  Transformation  enthält  die  vier  Coincidenzen  der  C^  selbst 
als  Coincidenzpunkte." 

München,  Juli  1891. 
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XX.   lieber  den  Begriff  der  Projection  einer  geraden  Linie. 

Der  Begriff  der  Projection  (Central-  oder  Parallelprojection)  einer  ge- 
raden Linie  wird  gewöhnlich  auf  doppelte  Weise  definirt,  nämlich: 

I.  Die  Projection  einer  Geraden  ist  die  Gesammtbeit 
der  Projectionen  aller  ihrer  Punkte. 

IL  Die  Projection  einer  Geraden  ist  die  Schnittlinie 
der  darch   die  Gerade  gelegten  projicirenden  Ebene  mit 
der  Projectionseb^e. 
Bei  allgemeiner  Lage  der  Geraden  stimmen  beide  Definitionen  überein; 
denn  die   projicirende   Ebene    enthält   die   Gesammtheit   der   projicirenden 
Strahlen  der  Pankte  der  Geraden.     Die  üebereinstimmnng  hört  jedoch  anf, 
wenn  die  Gerade  durch  das  Projectionscentrom  geht  (bezw.  der  Projections- 
liehtang  parallel  ist).     In  diesem  Falle  ist  die  Projection  gemäss  der  I.  De- 
finition ein   blosser  Punkt,   nämlich  der  Spurpunkt  der  Geraden.     Bei 
der  IL  Definition   wird  die  projicirende  Ebene  unbestimmt,   daher  ist  die 
Projection  eine  durch  den  Spurpunkt  gehende  unbestimmte  Gerade. 

Welche  dieser  zwei  verschiedenen  Auffassungen  verdient  nun  den 
Vorzug?  —  Eine  Erörterung  dieser  Frage  scheint  mir  nicht  überflüssig 
in   sein. 

Alan  möchte  zunächst  geneigt  sein ,  im  Anschluss  an  die  hervorragend- 
sten  älteren  und  neueren  Lehrbücher  sich  für  die  erste  Auffassung  zu  ent- 
scheiden.   Dennoch  dürfte  der  zweiten  Auffassung  der  Vorzug  zu  geben  sein. 
Der  hier  zu  Tage  tretende  Zwiespalt  ist  bedingt  durch  die  Doppelnatur 
der  geraden  Linie  —  einerseits  als  Trägerin  der  auf  ihr  liegenden  Punkte, 
andererseits  als  Trägerin   der  durch  sie  gehenden  Ebenen.     In  der  I.  De- 
finition wird   die  gerade  Linie  stillschweigend   mit  der  auf  ihr  liegenden 
Pnnktreihe  identificirt.     So  ist  denn  auch  die  Behauptung,   dass  die  Pro- 
jection einer  durch  das  Projectionscentrum   gehenden  Geraden  ein   blosser 
Ponkt  sei,  nur  in  der  folgenden  Fassung  völlig  ein  wandsfrei :  «Eine  Punkt- 
reihe, deren  Träger  durch  das  Projectionscentrum  geht,  projicirt  sich  als 
Punkt. '^     Bei  der  II.  Definition   kommen  die  durch  die  Gerade  gehenden 
Ebenen  ins  Spiel,  und  man  hat  den  analogen  Satz:  „Ein  Ebenenbüschel 
dessen  Träger  durch  das  Projectionscentrum  geht,  projicirt  sich  als  Stra 
lenbftsoheL'' 


Es  fragt  sich  nun,  irelcbe  Auffassting  tu  gelten  bat,  weno  die  gerade 
Linie  als  eigenartiges  Raumolement  obne  jede  Rdclcaicbt  auf  die  in  ihr  ent- 
baltenen  andersartigen  Raumelemente  in  Betracht  kommt. 

Der  Ümetand ,  dasa  in  der  praktischen  Anwendung  der  darstel- 
knden  Geometrie  die  Gerade  fast  ausschliesslicb  ah  Pnnktgebitde  auftritt, 
hat  wohl  daiu  geführt,  dass  seither  die  erstgenannte  Auffassung  auch  in 
der  reinen  Theorie  allgemein  iii  Geltung  war-  Indessen  ist  zu  beachten, 
dass  diese  Auffassung  die  beschränktere  ist.  Auch  hier  dürfte  an  dem 
Grundsatz  festiiuhalten  sein,  dass  von  zwei  Definitionen  stets  die  allgemei- 
nere den  Vorzug  verdient.  Dies  ist  aber  unstreitig  die  zweite,  derznfolge 
die  Projection  einer  Centrumsgerftden  eine  durch  den  Spurpunkt  gehende 
willkürliche  Gerade  ist;  denn  sie  scbliesst  die  erste  Auffassung,  welche 
den  Spurpunkt  allein  als  Projection  annimmt,  in  sich. 

Die  Beschränktheit  der  ersten  Auffassung  ist  in  der  Tliat  ein  Uebel- 
Btand ,  der  sich  seither  durch  die  ganze  Frojectionslehre  höchst  unangenehm 
fühlbar  machte.  Gleich  zu  Anfang  des  Lehrganges  wird  der  Satz  aus- 
gesprochen (wir  wollen  ihn  als  Satz  A  bezaichnen):  „Die  Projection  einer 
Raumgeraden  ist  im  Allgemeinen  wieder  eine  Gerade,  mit  Ausnahme 
des  Falles,  dass  die  Raumgerade  durch  das  Projection scentr um  gebt  (bezw. 
der  Projection  Sri  cht  ung  parallel  ist),  wo  die  Projection  ein  Pnnkt  ist." 
Dieser  Ausnahmefall  heftet  sich  dann  der  ganzen  weiteren  Entwickelung 
hemmend  an  die  Ferse.  Bei  jeder  Aufgabe,  in  der  überhaupt  eine  Gerade 
vorkommt,  versagt  die  allgemeine  Lösung  ihre  Anwendbarkeit  auf  den  Aus- 
nahmefall; derselbe  erfordert  stets  eiue  gesonderte  Behandlung.  Dazu  sei 
noch  an  abzählende  Operationen  erinnert,  wo  es,  wenn  das  betrachtete 
Baumgebilde  eine  gerade  Linie  als  Bestandtheil  enthält,  unter  Umständen 
vorkommen  kann,  dass  diese  in  der  Projection  einfach  verloren  geht. 

Diese  Missstände  kommen  nun  bei  der  nndern  Auffassung  gänzlich  in 
Wegfall.  An  Stelle  des  Satzes  A  tritt  dann  der  folgende  (Satz  B);  gDie 
Projection  einer  Raumgeraden  ist  immer  wieder  eine  Gerade,  welche 
im  Allgemeinen  bestimmt  ist,  jedoch  in  dem  Falle,  dass  die  Raumgerade 
durch  das  Projectionscenirum  geht,  unbestimmt  wird."  Letzteres  ist  jetzt 
kein  Ausnahmefall  mehr,  sondern  uiu  Specialfall.  Die  allgemeinen 
Lösungen  behalten  für  denselben  ihre  volle  Giltigkeit.  Um  sich  hiervon  an 
einem  einfachen  Beispiel  aus  der  elementaren  darstellenden  Geometrie  zu 
überzeugen,  nehme  man  etwa  die  Lösung  der  Autgabe  in  Grund-  und  Auf- 
riss:  „Den  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  durch  drei  Punkte  ge- 
gebenen Ebene  zu  bestimmen."  Die  Anwendbarkeit  der  allgemeinen  Lösung 
bleibt  ohne  Weiteres  erhalten,  auch  wenn  die  gegebene  Gerade  senkrecht 
zu  einer  Frojectionsebene  steht,  sobald  man  als  ihre  Projection  auf  die 
letztere  eine  beliebige  durch  den  Spurpunkt  gehende  Gerade  anerkennt.  — 
Tenn  man  '»™'-  die  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe:  ,Die  Schnittlinie 
egebeneu  Ebenen  zu  bestimmen",   auf  den  Spe- 
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cialfall  anwendet,  wo  beide  Ebenen  senkrecbt  xu  eiuer  Projectionsebene. 
z.  B.  züT  Hotizontalebene ,  stehen,  bo  ergiebt  sich  ale  Horixontalprojection 
der  Schnitllinie  direct  eine  unbestiraiote  Gerade  durch  den  Schnittpunkt 
der  Uorizontals puren  der  Ebenen.  Das  Gleiche  gilt  betreffa  der  Lösung  der 
enUprochenden  AuTgtibe  in  Centralprojection. 

Ein  weiteres  Lieht  füllt  auf  unsere  Frage,  wenn  man  die  dualiaüscbe 
Detraclitung  bezüglich  der  Spur  einer  Geraden  anstellt.  Als  reciprokes 
Analogon  nu  dem  obigen  Satze./  würde  sich  der  Satz  ergeben:  „Die  Spur 
einer  Baumgeraden  ist  im  Allgemeinen  ein  Punkt,  mit  Ausnahme  des  Falles, 
dass  sie  in  der  Projectionsebene  liegt,  wo  die  Spur  eine  Gerade  ist  (näm- 
lieh  die  Raumgerade  selbst).'  Dem  Satze  £  würde  der  folgende  Satz  ent- 
sprechen: „Die  Spur  einer  Kaumgeraden  ist  immer  ein  Punkt,  welcher  im 
Allgemeinen  bestimmt  ist,  jedoch  in  dem  Falle,  dass  die  Raumgerade  in 
der  Projectionsebene  liegt,  unbestimmt  wird."  Wenn  hier  der  Ausschlag 
EU  Gunsten  des  zweiten  Satzes  erfolgt,  so  mnsa  man  sich  consequenterweise 
auch  auf  dem  Gebiet  der  Projection  für  den  Satz  Ji  entscheiden. 

Dies  sind  die  Grilnde,  die  es  mir  richtiger  erecheinen  lassen,  als  Pro- 
jection einer  durch  das  Projectionseentruro  gehenden  (bezw.  der  Projeotions- 
richtDng  parallelen)  Geraden  statt  des  blossen  Spurpunktes  eine  durch  deu 
Spurpnnkt  gehende  willkürliche  Geraile  anzusehen.  Da  ferner  diese  An- 
schauung sich  aU  Qothwendige  Folge  aus  der  Definition  des  BegriS'ed  »Fro- 
jection  einer  Geraden"  als  Schnittlinie  der  projtcirenden  Ebene  ergiebt, 
an  scheint  mir  diese  Definition  vor  der  andern  (als  Gesammtbeit  der  Pro- 
jeotionen  der  Pnnkte  der  Geraden)  den  Vorzug  zu  verdienen.  Nur  bei  jener 
Definition  gewinnen  die  Constructionen  der  Projectionslebre  die  nothweudige 
theoretische  Allgemeinheit  ond  Consequenz,  die  sie  seither  bei  Zugrunde- 
legung der  andern  Definition  vermissen  Hessen. 

Berlin,  Juli   1891.  Ö.  Hadck. 


XXI.  Arithmetischer  Satz. 
Herr  Prof.  K.  Sturm   theilte  mir  einst  folgende  Bemerkung  mit, 
er  einer  franKCsisoben  Zeitschrift  entnommen  halte: 

„Die  Zahl  999999  ist  durch  7  theilbar  und  diejenigen  Zahlen,  w( 
du  ]•,  2-,  3-,  4-,  ö-,  ßfache  Siebent«!  davon  sind,  nSmlicb 
142857 
285714 
428Ö71 
0714^8 
714285 
857142, 
gestehen  aus  genau  denselben  Ziffern  in  cyklischer  Vertauschang.     Icl 

santen  Erscheinung  in  detu  HtmAKvA.« ,  ^u^h 
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■X 

999999  =106-1 

und  10  primitiTe  Wurzel  {^d.  7)  ist,  und  konnte  infolge  davon  einen  all- 
gemeinen Satz  herleiten,  welcher  diese  Thatsache  als  besonders  prSgnanten 
Fall  in  sich  schliesst.     Dieser  Satz  lautet  folgendermassen : 

Ist    p    eine    ungerade    Primzahl    und    q    primitive    Wurzel 

(mod.j)),  so  dass,  wenn 

1)  gP-i-l=p.e 

gesetzt  wird,  Q  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  welche  offenbar 
kleiner  als  (f^^  ist,  und  man  entwickelt  nun  —  gleichwie  in 
einem  Ziffernsystem,  dessen  Basis  q  ist  —  in  bekannter  Weise 
Q  nach  Potenzen  von  q\ 

wo  die  Coefücienten  Null  oder  positive  ganze  Zahlen  kleiner  als  q  sind  und 
wobei  man  darauf  achten  muss,  diejenigen  Potenzen,  welche  in  der  Dar- 
stellung fehlen,  bis  zur  (p  — 2)^°  hin  ausdrücklich  mit  dem  Coefficienten  0 
hinzuschreiben,  so  giebt  die  wiederholte  cyklische  Vertauschung 
der  Coefficienten  in  der  Formel  2)  die  sämmtlichen  Vielfachen 

1«,  2e,  ....  Äö,   ..M   (p-1)« 
in  gewisser  Beihenfolge,  u^d  zwar  muss  man,  um /(Q  zu  erhal- 
ten,   die    cyklische    Vertauschung    /»-mal    wiederholen,    wenn 
;i  =  tfi(2.X;  ist. 

Beweis.     Aus  1)  und  2)  folgt  die  Gleichung: 

gp-i  ==l>(rp. j  ^p-2  4- . . .  4-  c,  (^  +  Co)  + 1 
also 

^p-2  =  |,(cp.2?/-»  +  ...  +  r,^  +  rJ+?^iLt_. 

D  /»  •4- 1 
Hier  muss  — -^ eine  positive  ganze  Zahl  r,  sein ,  und  zwar,  da  c^  höch- 
stens g'  — 1  sein  kann,  T^<ip\  die  vorige  Gleichung  lautet  also: 

5P-2=p(c^_25^P-3.j h^sS'  +  ^J  +  rj. 

Aus  ihr  folgt 

fi  C   "^  T 

worin  — ^  eine  positive  ganze  Zahl  Tg  <  i?  sein  muss ,  da  r,  höchstens 

q^-X  und    fj    höchstens  ;>— 1    sein   kann;    so  nimmt  die  vorige  Gleichung 

die  Gestalt  an:  ^         /  i  .  .      n   . 

qV-^^p{Cj,^2q^-^  +  '"  +  c;)  +  r^', 

man  findet  gleicherweise  allgemein 

worin  n^x  eine  positive  ganze  Zahl  </>  ist.     Zuletzt  wird  ebenso 

geset«  anen,  und  die  Zahlen 
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müssen  die  sftmmUichen  Beste  {mod.p)  sein. 

Handelt  es  sich  nun  z.B.  um  das  Vielfache  JcQ^  und  ist  ind.k  =  h^ 
so  muss  wegen  der  dann  stattfindenden  Congruenz  q^  : .  Je  (mod.p)  die  Zahl  k 
identisch  sein  mit  r^.i.A,  so  dass 

gesetzt  werden  kann.  Hieraus  findet  man  durch  Multiplication  mit  Q  und 
wenn  dann  für  Q  sein  Werth  2)  und  ffir  pQ  sein  Werth  1)  eingesetzt 
wird,  ohne  Weiteres: 

—  Cp-2$*  +  '''"*  — ^p-83*  +  '*~* Cir-i-A.gP-^ 

also  nach  Aufhebung  der  gleichen  Glieder  entgegengesetzten  Vorzeichens: 

ÄJQ  =  Cp_A-2g'*""*  +  Cp- A- agP-' +  •  •  •  +  Co  3* 

d.  h.  ArQ  entsteht,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  2)  für  Q  die  Coefficienten 
um  h  Stellen  cyklisch  vertauscht. 

Ist  z.  B.  p  =  7,  so  kann  q  =  5  gewählt  werden  und  nach  der  Gleich- 
heit $«-1  =  7. 2232  wird  Q  =  2232.     Die  Darstellung  2)  würde  in  diesem 

'^*"''-  e==0. 55 +  3. 5* +  2. 53  +  4. 5« +  1.5^  +  2 

und  man  findet  beispielsweise 

60  =  4.55  +  1.5*  + 2. 5« +  0.5«  + 3. 5* +  2, 

also  durch  dreimalige  Wiederholung  der  cyklischen  Coefficientenvertauschung; 

und  in  der  That  ist 

6ee53  (mo(«.7), 

also  3  =  tnd.  6. 

Zoppot,  1891.  Bachmann. 


XXII.  Eine  Methode  zur  numerischen  Auflösung  einer  algebraischen 

Gleichung. 

Es  sei  die  Gleichung  f(x)  =  0  auf  die  Form  gebracht,  in  welcher  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  Ton  z  gleich  1  ist.  Ferner  wird  Torausgesetzt, 
dass  alle  Coefficienten  von  f{x)  reell  seien  und  dass  die  grOsste  reelle  Wurzel  £ 
positiv  sei.  Ist  dann  l^  eine  obere  Grenze  der  reellen  Wurzeln,  also  >  |,  die 
man  ja  auf  verschiedene  Weisen  leicht  erhalten  kann ;  zerlegt  man  femer  f{x) 
in  P{x)^  0{z)t  wo  P{x)  die  Glieder  mit  positiven  Coefficienten  enthält,  so  ist 

/^(lo)  -  AI)  =  /•(!,)  -=fr{x)  dx  <fP\x)dx  <  (;,-  i)  />U). 
also 
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Da  f{^)  und  P\^q)  bei  den  gemachten  Voraussetzungen  positiv  sind ,  so  ist 
$i  =  lo—  n'  t  \^^o^  andererseits  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden  |, >  $, 
also  wieder  eine  obere  Grenze  der  Gleichung.    Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass, 

bildet,  man  sich  von  Seiten  der  grösseren  x  beständig  der  Wurzel  ^  nähert, 
die  sich  als  Grenze  dieses  Algorithmus  darstellt. 

Im  Vorstehenden  ist  vorausgesetzt,  dass  die  grösste  reelle  Wurzel  unserer 
Gleichung  positiv  ist  Ist  r  eine  obere  Grenze  derselben,  so  braucht  man  nur 
x  =  r  —  y  zu  setzen,  um  eine  Gleichung  zu  erhalten,  wo  diese  Bedingung  für 
alle  reellen  Wurzeln  erfüllt  ist.  Wenn  man  darauf  verzichtet,  die  Zahl  der 
letzteren  a  priori  zu  bestimmen,  so  kann  man  also  bei  der  Berechnung  der- 
selben die  Anwendung  des  Stürmischen  Satzes  umgehen;  sobald  nämlich 
das  nach  Beseitigung  der  bereits  ermittelten  Linearfactoren  übrig  bleibende 
Poljnom  keine  reelle  Wurzel  mehr  enthält,  muss  unser  Algorithmus  für  einen 
endlichen  Werth  von  k  einen  negativen  Werth  ^k  ergeben,  und  dies  ist  das 
Zeichen,  dass  alle  reellen  Wurzeln  bereits  berechnet  sind.  Wie  man  als- 
dann die  complexen  Wurzeln  findet,  braucht  wohl  nicht  näher  auseinander- 
gesetzt zu  werden. 

Berlin.  Dr.  Th.  Lohnstein. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Commentar  zu  dem  „Traotatus  de  NnmeriB  Datis" 
des  Jordanus  Nemorarias.* 

Von 

Maximilian  Curtze 


Einleltang. 

Die  Schrift  dea  JordaoQs,  zu  weicher  wir  hier  einen  Commentar  liefern 


vollen,    iBt  eiBlmalig  gedruckt   in    dem  äuppli 
gangee   dieser  Zeitschrift ••  durch   Prof.  P.  Treut' 


dieser  Abdruck  i 


Iieaefebler  nnd  falsche  AnflÖBUDgen  des  Textes 

Verstand niS3  sehr  oft  erschwere 
Text  nebst  dessen  Debertragting  in 
mich  dabei,    so   weit   als   möglich 


Lbefte    des    XXTV.  Jahr- 
in  Karlsruhe.     Da 


Handschrift  gefertigt  ist,   aueh    mehrfache 


.ergelaufen  sind ,  welche 
den  gereinigten 
die  h«utige  Zeichensprache,  indem  ich 
an  die  Worte  des  Verfassers  anlehne. 
Welchen  Einfluss  Jordanus  auf  das  spätere  Mittelalter  und  den  Anfang 
der  neueren  Zeit  gehabt  hat,  ist  in  der  Schrift  Trentlein'a  genügend  klar- 
gelegt, so  dass  ich  mich  darauf  nicht  weiter  einzulassen  brauche.  Einige 
udere  allgemeine  Bemerknugen  musa  ich  aber  vorausschicken, 

Jordanus  leidet.,  wie  alle  mittelalterlichen  Schriftsteller  der  Algebra, 
Rn  dem  Maogel  einer  allgemeinen  mathematischen  Zeichensprache;  er  hat 
aber  einen  Schritt  über  alle  seine  VorgSnger  hinausgethan,  er  hat  den  Be- 
griff einer  allgemeinen  Zahl  nicht  nur  gefasst,  er  hat  auch  fUr  denselben 
Jen  Ausdruck  gefunden ,  welchen  wir  heute  noch  benutzen :  die  Buchstaben, 
Wahrend  noch  lange  nach  ihm  jede  Operation  mit  allgemeinen  Zahlen  nur 
ftn  dem  Substrate  der  geraden  Linien  geführt  wurde,  macht  er  sich  von 
diesem  Notfabehelf  frei  und  operirt  mit  seinen  allgemeinen  Zahlen  genau 


in  ersten  Buche  dieses  Tractal«g  ist  schon  als  Abhaad- 
ISUO  des  Kfiuigl,  GjiiiuaBiums  mit  Kealgji 


•  Der  Commentar 
Eum  Osterprogram. 
I  erschienen. 

"  Supplement  zxa  bist.-lit.  Abth.    des    XXIV.  Jahrganges.     Leipzig  1879, 
l,  1S5  — 160. 

***  Man  sehe  meine  liecensiou:  Die  Ausgabe  ?od  Jordanus':  „De  numeriB 
tit"  durch  Prof.  P.  Treutlein  in  Katlarabe  (Leopoldina,  Amtliche«  Organ  der 
iml.Leop.-Carol.Akad.,  Heft  XVI,  ig79.) 

H1U.-1I(  AblblK.  i.  ZttiUht.  I.  Mklh.  u.  Pfa/t.  XXXTt, 


Historisch  -  liteniriB che  Abtbeiluog. 


wio  wir  es  jetzt  zu  thun  pflegen.     Freilieb  kennt  er  von  Opera tionazeichen 
Dnr  eines,    das   auch   Leonardo    ron   Pisa  anwendet:   Die   unmittelbare 

Nebeneinanderaetzung  von  zwei  Zahlen  als  Zeichen  der  Addition  —  so  heisit 
bei  ihm  z.  B.  abc  nichta  Anderes  als  a  +  b  +  c  — ,  alle  übrigen  Operations- 
zeichen entbehrt  er  und  muss  sieb  daher  dadurch  helfen,  das9  er  i.  B.  tut 
die  Differenz  zweier  Zahlen  einen  neuen  Buchstaben  einrührt,  fUr  das  Pro- 
duct  ebenso  einen  neuen  und  ähnlich  weiter.  Alle  diese  neaen  Zeichen  sind 
dabei  ebenso  allgemein  aufgefasst,  als  die  urspiUnglichen  Zuhlenbezeichnungen 
durch  Buchstaben  selbst.  Setzen  wir  aber  unsere  Operati  ans  reichen  an  Stelle 
seiner  neu  eingeführten  Symbole,  ao  ist  der  Gang  »einer  LCanngen  meistens 
nur  in  unwesentlichen  Punkten  von  dem  noch  jetzt  zu  dem  nämlichen  Zwecke 
benutzten  Gange  verschieden.  Dass  er  dabei,  eben  seiner  mangelhaften  Be' 
Zeichnung  halber,  kleine  Umwege  machen  muss,  ist  nicht  zu  verwundern. 
Eigen thUmlich  ist  es,  dass  noch  Niemimdem  aufgefallen  ist,  daes  genau 
dieselbe  Klarheit  des  Zahlbegriffes  sich  auch  in  desselben  Verfassers  „Arith- 
metica  decem  libris  demonstrata " *  budet.  Man  hat,  weil  auf  den  Rändern 
der  Ausgaben  und  Handschriften  dieses  Werkes  scheinbar  ähnliche  Figuren 
vorhanden  sind,  wie  sie  in  den  Euklidischen  arithmetischen  BOchern  und 
sonst  existiren,  auch  einfach  geglaubt,  es  handle  sich  um  ahnliche  Beweis- 
mittel. Während  aber  bei  Euklides  und  den  Uehrigen  der  Beweis  eines 
arithmetischen  Satzes  an  einer  geometrischen  Figur  geführt  wird,  indem 
man  fttr  die  Zahlen  Linien  einführt,  ist  in  Jordanus' Arithmetik  die  Figur 
in  ähnlicher  Weise  gebraucht,  wie  in  dem  Liber  Abbaci  des  Leonardo 
von  Pisa:  Die  Linien  dienen  nur  datu,  eu  eeigcn,  t»  welcher  Weist  die 
gewählten  Zahlen  tw  verknüpfen  sind,  es  sind  nicht  Subulrate  der  ZaMen 
selbst.  Die  Beweise  nehmen  absolut  auf  die  Figuren  keine  Hücksicht;  diese 
kQnnten  ebensogut  wegbleiben ,  ohne  dass  das  Verständniss  der  Beweise 
auch  nur  im  Mindesten  erschwert  würde,  —  sie  sind  hinzugefügt,  weil  der- 
gleichen einmal  hergebracht  war,  brauchen  aber  noch  nicht  einmal  von 
Jordanus  selbst  herzurühren.  Wer  einen  Sati  nebst  Beweis  aus  der 
Arithmetik,  z.  B.  den  folgenden  (Lib,  I,  Satz  17),  liest; 

17.  Si  nnmerDB  in  dno  dinidatnr,  qaod  fit  ex  toto  in  se,  aeqnnm 
eatei,  quod  ät  ex  dnotn  nnins  partia  in  alind  qoater,  cnm  eo,  qnod 
fit  ex  differentia  in  se. 

Sitab  numerus  in  diio  a  et  fc  diuisua,  sitqne  ö  maius,  diuidaturque 
iternm  b  in  duo,  sciliceC  in  d  aequale  a  et  c,  differentiam  b  ad  a:  dico, 
quod  fit  ex  a  6  in  se ,  aequum  esse  ei ,  quod  fit  ex  ductu  quater  a  in  b  et  c 
in  ee.  Nam  per  decimam  quintam,  qood-fit  ex  ab  in  je,  aequum  est  ei, 
qnod  fit  ex  a  bis  in  b  et  a  in  se  et  b  in  se.    At  per  praecedentem ,  qaod 


•  Mehrfach  durch  Faber  Stapulensia  (Jean  Fahre  d'ßtaplea)  ta  Paris  beraw 
gegeben.  Sie  findet  sich  auch  häufiger  in  H  an  dich  ritten ,  ein  Beweis  ihrer  groMeo 
Vertumtong. 


s.d.  „TiwjtfttnsdeNui 


ä  Datiä"  d,  Jordauus  Nemorarius.      3 


Wisser  ' 


fit  ex  b  JD  se  cum  a  ia  ae,  aequali  d  nni  partium  b,  aeqnale  ei,  qaod  fit 

ex  b  bis  iD  a  et  c  in  sej   quare  alternatim  per  octavam  ei,   qaod  fit  es  a 

bis  in  &  et  c  in  se.     Igitur  ab  in  ae  tantus  est,   quantns  a  qnater  in  b 

cnm  differentia  a  in  se,  quoii  intenditur, 

mtiüs  ohne  Weiteres  die  absolute  tJebereinstimiiinDg  der  Beweiaart  mit  der- 

jeDigen  der  numfri  dati  anerkennen   und   einsehen ,    dass   die    hin  zu  getilgte 

Figur  eher  dem  Versländniss  hinderlich  ist,  als  dasselbe  fÜrderL    Es  ist  das 

niUnlich    nicht   etna   die  Figur,    nie    sie    im    Euklidea    sich    finden    mflsste, 

sondem  sie  sieht  im  Facsimile  nach  der   Ausgabe  to: 

Sie   giebt  also    nichts   weiter    als    ein    Beispie), 
bei  welchem  o  +  b  =  6,  a  =  2,  b  =  4  ist;  von  i 
■llgemeinen   Beweise  dea  Jordanus,  dass  (a  +  &)* 

4a!*  +  {a  —  6)*,    ist   aber    keine   8pu 
halten:    Sie    hi  also  volUtfiadig   überflüssig, 

eise  für  das  Veratändniss  des  »ügem 
sogar  schädticb.  Man  vergleiche  damit  die 
eigen  th  um  liehe  Bewei&figur  der  Inder  für  den  Pytha- 
goreischen Lehrsatz  bei  Can  tor,*  ao  wird  der 
Unterschied  zwischen  einem  Beweise  arithmetischer 
Wahrheiten  durch  geometrische  BetracbtuDgen  und  der  hier  beliebten  figür- 
lichen Darstellung  eines  Specialfalles  recht  augenfltllig  einleuchten. 

Von  der  dritten  arithmetischen  Schrift  desJordanua,  dem  „Algorithmus 
demonstratiis",  ist  die  Ejgenthümlicbkeit  der  Zahlenauffassung  und  Bezeich- 
nong  als  mit  der  der  numeri  dati  identisch  schon  seit  langer  Zeit  von 
C h  ag  1  e s  erkannt  worden ,  wenn  auch  letzterer  diesen  Algorithmus  einer 
Tiel  spateren  Zeit,  nSmlich  Begiomontan,  zuschreibt.  Es  ist  wohl  jetat 
mlUeitig  anerkannt,  dass  Jordanus  der  Verfasser  ist,  während  die  Hand- 
schrift, aus  welcher  Schoner  denselben  herausgab,  von  Begiomontan'B 
Hand  geschrieben  zu  sein  scheint  und  vielleicht  in  Wien  noch  erhalten  iat.** 
Das  vorliegende  Werk  desJordanue  lerfSUt,  wie  seine  Geometrie,  in 
vier  Bücher,  fUr  welche  sich  der  Commentar  bier  an^chliesst.  Nehmen  wir 
den  zweiten  Paragraph  aus,  to  handelt  es  sich  im  ersten  Buche  immer  um 
die  Theilnng  einer  Zahl  in  zwei  andere,  so  dasa  dieae  noch  einer  Bedingung 
Genüge  leisten.  Nur  im  zweiten  Abschnitt  ist,  wie  gesagt,  die  Anzahl  der 
Ibeile  der  gegebenen  Zahl  beliebig.  Dieser  Abschnitt  ist  sehr  nahe  ver- 
WKidt  mit  dem  sogenannten  .Epan/Aem  des  Tymaridas ,***  wie  man  bei  Ver- 

Cantor,   TorlesUDgen  über  GeBchichte   der  Mathematik.     Erster   Band. 
Xeipdg  18S0.    S.  bbl. 

**  Die  Ba»1«r  Haudscbrift  (F.  U.  33)  sowobl,  als  die  Dresdner  (Db.  86)  stammen 
m  dem  Anfange  des  \i.  Jahrhunderts,  kfioaeu  also  sicher  nicht  UegiomoDtan 
im  Verrawei  haben.    Die  Wiener  UandsdiriA  (Nr.  CSOS")  befindet  «ich  in  einer 
iDÜnng  vou  Allhandlungen  Peurbach'g. 
r,  a.a-  ü.  8  871. 


Elbtoriiich  ■  literariBche  Äbtheilung. 


gleichaog  ohne  Weiteres  sieht.     Nnr  bei  den  Indern  war  es  bis  jetzt  mOg- 

lich,  ausser  bei  Tjmaridas,  eine  ähnliche  Betrachtung  aachzuweiseD.  Um 
unaerer  jetaigen  Auffassung  solcher  Aufgaben  gerecht  zu  werden,  habe  ich 
nie  Tun  der  Theilung  einer  Zahl  in  verschiedene  andere,  sondern  von  der 
Summe  mehrerer  Zahlen  gesprochen,  welche  dann  noch  weiteren  Bedingungen 
genUgea.  Aufgabe  7  behandelt  eigentlich  eine  Gleichnng  nur  mit  einer  un- 
bekannten, welche  Jordanua  jedoch  durch  einen  leichten  Kunstgriff  auf 
eine  solche  mit  deren  zweien  zurückführt.  Es  handelt  sich  um  die  Gleich- 
ung ir^  +  ffla:=  6  oder  x(x  +  a)s=b.  Da  nämlich  (z  +  a)  — a:  =  a  ist.  so 
kennt  mau  Summe  und  Product  der  Zahlen  x  +  a,x.  Jordanua  sucht 
dann  das  Quadrat  der  Summe  von  x-\-  a  und  x,  also  {2x-i-aj*.  multiplicirt 
also  j;*  +  axE=6  mit  4  und  addirt  a',  um  so  {2x  + a)*  =  a*  +  4b  zn  er- 
balten. Das  ist  ganz  das  Verfahren  der  Araber,  welche  auch ,  wenn  a  keine 
gerade  Zahl  war,  auf  diesem  Wege  den  Bruch  vermieden.  Jordanua  be- 
nutzt denselben  aber  immer,  so  dass  also  aach  bei  geradem  a  mit  4  mnlti- 
plicirt  wird.  Anf  diese  Aufgabe  fahrt  er  ungemein  viele  seiner  weiteren 
Abschnitt«  zurück.  In  Aufgabe  XTI  benutzt  er  dieselben  Schlüsse  auch 
zur  Lösung  einer  Gleichung  von  der  Form  x?  —  ax^b,  welche  er  genau 
ebenso  behandelt,  wie  3^  +  ax^b.  lu  diesem  Äbaebnitt«  ist  es  auch,  wo 
Eum  ersten  Male  der  Fall  eintritt,  dass  eine  Gleichung  zweiten  Grades  non 
positive  Wurzeln  besitzt.  Hier  ISsst  Jordanus  beide  LSsungen  zu,  sagt 
aber,  man  könne  nicht  entscheiden,  welche  von  beiden  die  richtige  sei;  in 
dem  Beispiele  zeigt  er,  dasa  beide  Lösungen  der  gegebenen  Aufgabe  ent- 
sprechen. Zwei  Lfisnngen,  welche  irrational  werden  würden,  zieht  er  ein- 
fach nicht  in  Betracht,  obwohl  gerade  der  letzte  Paragraph  des  er^iten 
Buches  eine  solche  Irrationalität  bringt.  Er  kommt  hier  auf  |/&00,  welche 
ar  zu  22V^  bestimmt,  adpraximum,  wie  er  sagt,  jedenfalls  einWerth,  der 
mir  bis  jetzt  nicht  aufgestossen  ist. 

Beim  Durchlesen  dieses  Buches  wird  der  Leser  besonders  über  das  Ge- 
schick staunen,  mit  welchem  am  Anfange  des  13.  Jahrhunderts  Ümformongen 
von  Ausdrücken  quadratischer  Natur  in  andere,  entweder  durch  Addition 
oder  Subtraction ,  öfter  auch  durch  Multiplication  vorgenommen ,  und  so 
complicirte  Aufgaben  auf  früher  behandelte  leichtere  zurückgeführt  werden, 
Fast  alle  diese  Umformungen  finden  sich  im  ersten  Buche  der  Arithmetica 
Jordani  bewiesen .  und  an  zwei  Stellen  beruft  sich  der  Verfasser  auch  auf 
dieses  zweite  eigene  Werk.  Ich  habe  an  den  betreffenden  Stellen  den  Wort- 
laut des  angezogenen  Lehrsatzes  nach  der  ersten  Ausgabe  der  Arithmetik 
von  1496  angegel>en.  Der  oben  mit  seinem  Beweise  mitgetheUte  Satz  17 
ist  eines  dieser  beiden  Theoreme. 

Wie  die  bei   dem    ersten  Buche    benutzten  Sätze   im    ersten  Bnche   der 

Arithmetik   des  Jordanus   sich    finden ,    sind    die   im    zweiten    nnd    dritten 

Buche  gebrauchten  in  dem  zweiten  Buche  der  letzteren  enthalten.    Wie  dieses 

'loch  von  S&tzen  über  Verhältnisse  handelt,  so  verwerthen  das  iwmte 
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und  dritte  Bach  der  numeri  dati  die  dort  bewieBonen  Theoreme  für  die 
LtSsQDg  TOD  solchen  Aafgabeu ,  bei  denen  Vefh&ttniBBe  attein  oder  mit  anderen 
Beziebungen  gegeben  sind. 

Im  zweiten  Bucbe  sind  manche  Sätze  ganz  allgemein  ansgesprocbeu, 
jedoch  von  Jordauus  nur  ffir  drei  oder  vier  Unbekannte  bewiesen  worden. 
Ich  habe  jederzeit,  seinen  Sparen  folgend,  die  Lösung  f[lr  eine  beliebige 
Anzahl  von  Unbekannten  durchgefUhrt.  Von  besonderem  Interesse  sind  die 
beiden  letzten  Paragraphen  über  den  falschen  Satz  der  Araber.  Die  Be- 
merkung Treutlein's,  dass  hier  auch  arabische  Zahlzeichen  auftreten,  ist 
hintSlIig,  da  der  letzte 'l'heil  des  letzten  Paragraphen  nicht  von  Jordanus 
herrührt,  sondern  ein  Einschiebsel  ist.  Er  findet  aich  nur  in  der  Baseler 
Handschrift,  welche  jünger  ist,  als  die  Dresdner. 

Das  vierte  Buch  bringt  endlich  quadratische  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten.  Hier  habe  ich  auch  die  in  dem  Treutlein'echen  Abdrucke 
nicht  vorhandenen  Nummern  97— 113  aus  der  Handschrift  Cod.  Dread.  C,  80 
mit  aufgenommen,  so  dass  dadurch  eine  vollständige  Aufgabe  der  interessan- 
ten Schrift  vorliegt.  Leider  hat  diese  Handschrift  den  werthvoUsten  Theil 
des  Werkes,  die  Beweise  in  allgemeinen  Zahlzeichen  ,  weggelassen  und  liefert 
nur  za  jedem  Satze  die  in  unserer  Ausgabe  mit  Verbi  graiia  eingeleiteten 
Beispiele.  Jedenfalls  bat  man  aber  doch  einen  Ueberblick  aber  den  Gesammt- 
nmfang  des  Werkes,  das  selbst  einige  Gleichungen  des  dritten  Grades  ein- 
seht ieast. 

Was  nun  die  folgenden  Seiten  betrifft,  so  habe  ich  mir  erlaubt,  nach 
beutiger  Schreibweise  quae,  aequalis  u.  dergi.  statt  qwe,  eqwüis  etc.  drucken 
IQ  lassen;  ich  habe  auch  addiiio  u.  A.  und  nicht,  wie  die  Handschriften, 
addicio  u.  b.  w.  mir  zu  setzen  erlaubt;  ich  glaubte  so  dem  VerstSndniss  des 
EO  wie  80  nicht  gerade  leicht  lesbaren  Textes  zu  Hilfe  zu  kommen.  Die 
Interpunktion  habe  ich  nach  neueren  GrandsHtzen  gebandhaht  und  lieber 
einmal  ein  Komma  zuviel  gesetzt,  als  durch  Auslassung  eines  solchen  Zwei- 
deutigkeit zu  erregen.  Die  Uebersetzung  in  das  Mathematische  ist  derart 
bewirkt,  dass  die  SStze  in  solcher  Fassung  gegeben  sind,  wie  man  dieselben 
heute  aussprechen  wflrde.  Die  Bedingungen  sind  dann  in  Gleichungen  ge- 
fatist ,  und  diese  nach  den  von  Jordaous  vorgeschriebenen  Operationen 
aufgelöst  worden,  was  nicht  übeiall  gerade  leicht  war,  besonders  da,  wo 
die  fehlende  Interpunktion  zu  Zweifeln  Anlass  gab.  Ich  glaube  überall  den 
Sinn  des  Autors  richtig  anfgefasst  zu  faaben.  An  einigen  Stellen  ergab 
das  Nachrechnen  auch  augenfällige  Emendationen  des  überlieferten  Textes. 
Diese  anzudeuten  habe  ich  unterlassen.  Die  jedem  Paragraphen  beigegebenen 
Beispiele  sind  nicht  in  txtenso  durchgerechnet,  sondern  nur  angegeben  worden, 
welche  Werthe  für  die  allgemeinen  Zahlen  einzaeetzeu  sind ,  um  der  Beihe 
nach  die  dem   Beispiele  entsprechenden  Zahlen  zu  erhalten. 

Thorn,  ai.  Januar  t SSO.  ^fl 


Historisch  -  literarische  Ahtheilong. 


er  ^H 


lordanl  NemorarÜ  de  Nnmeris  Datis  Liber 

Numerus  datus  est,  caius  quantitag  nota  est. 
Numerus  ad  alium  datus  est,  cum  ipsius  ad  aliuni  est  proportio  data. 
Data  est  autem  proportio,  cuid  ipsius  deDomioatio  est  cognita. 
Proportio   iet  hier  dae,   was  später   ratio,  VecbältDisa   heiist; 
Proportion  wird  im  Mittelaller  durch  Proporlionahtas  gegeben, 
~  '     =  Eiponeat  desTerbältniBses. 


Denominatio 


atus  in  duo  diuida 


qnor 


i  differenuft 


I.   Bi  nun 
data,  erit  uti 

Quia  enim  minor  portio  et  differentia  faciunt  maiorem,  tnnc  minor 
portio  cum  slbi  aequali  et  cum  differentia  facit  totum.  Sublata  ergo  diffe- 
rentia de  toto  remaaebit  duplum  minoris  datum;  quo  diaiso  erit  minor 
portio  data ,  sicut  ef  maior. 

Terbi  gratia  X  dinidatur  in  dao,  quorum  differentia  duo;  quae  si 
auferantur  deX,  relinquentur  octo,  coiiis  medietas  est  quatnor,  et  ipse  est 
minor  portio ,  altera  sex. 

L  Aus  der  Summe  uod  Differenz  Eweier  Znliteu  lassen  sich  die 
Zahlen  selbst  bestimmen. 

Qegebene  Gleichungen: 

x  +  y  =  s,    X  -  y  -d 

Aus  dem  Begriff  der  Differenz  io\gty  +  d  =  x,  also  ist  'iy-i-d  =  a:  +  y  =  s, 
daher  iy  =  t-d,  !/-i(s-d),  x  =  s~y.  Man  beachte  die  Eigenthümlichkeit, 
das»  J,  fast  auxnahmHlos  die  kleinere  Zahl  zuerst  sucht. 

Beispiel:   s  =  10,  d  =  2;    ay  =  8,  y  =  4,  X~6. 


con- 


II.    Si  numerus  datna  dinidatur  per  quotlibet,  q 
tinuae  differentiae  datae  fuerint,  q  nodlibet  eorum 

Datus  numerus  sit  a,  qui  diuidstur  in  b,  c,  d,  e,  sitqi 
Et  quia  eorum  continuae  sunt  differentiae  datae,  singulorum  ad  e  datae 
erunt  differentiae.  Sit  igitnr  f  differentia  b  ad  e,  et  g.  h  differenljae  c 
ad  e  et  d  ad  e;  et  quia  e  cum  singulis  illorum  facit  singula  istorum,  mani- 
festum est,  quod  tripium  e  cum  fgh  facit  illos  tres.  Quadruplum  ergo  c 
cum  fgh  facit  a.  Hiis  ergo  dumptis  de  a  remanebit  quadruplum  e  datnm, 
quare  e  datum  erit,  et  per  additioncm  differentiarum  erunt  reÜqua  data. 

Hoc  opus  est.  Verbi  gratia  dinidatur  XL  per  quatuor  quorom  per 
ordinem  differentiae  IUI,  III,  duo.  Differentia  ergo  primi  ad  ultimum  IX, 
et  eecundi  ad  illum  V,  et  tertü  ad  cum  duo,  quae  airaul  faciunt  XVI. 
QnibuB  demptis  de  XL  remanebuut  XXIIII,  qtiorum  quarta  e^ttVl,  et  boc 
erit  minimuB  quatuor.  Additis  autem  IX,  V  et  duobus  prouenient  caeteri 
tres  VIII,  XI,  XV. 
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Gegebene  Oleichangeu: 

Xi  +  a?2  +  rcs  H 1-  a;«  =  a , 

•       •       •       •      •      •! 

^n  — 1  —  An  =  du  —  1. 

Man  erh&It  leicht: 

a?n  — 1  —  «n  =  dn-  1  =  ^n  — 1| 

Xm— 2  —  «11  =  ^11  —  1  +  dii.2=dii— 2, 

«n  -3  — iCn  =  ^«  — 2  +  d/i  — 3  =  ^n  — 3, 


a^s  —  rCn  =  ^8  +  d|  =  dfy 
a?!  —  a?fi  =  ^,  +  d|  =  d| . 

Also  darch  Addition  dieser  Gleichungen : 

iC|  +  «2  + 1-  An  - 1  -  (n  —  1)  aJn  =  *1  +  *t  + 1-  ^n  — 1. 

Folglich  ist  auch ,  wenn  Xn  —  Xn  =  0  addirt  wird : 

,,,  a  — na:»«»^, +  dt  +  '-  +  ^n  — I 

nna  aaner 

a  — (d, +  ^, +  ^8+ h^»  — i) 

Xn  "=■ • 

n 

Also  sind  durch  Addition  von  ^i ,  9^,  ...,  ^n-i  auch  die  übrigen  Zahlen  ge- 
geben. 

Beispiel:  n  =  4,  a  =  40,  d]=4,  d2  =  8,  di=:2.  Es  ist  dann  der  Reihe  nach 
a,  =9,   dl  =  6,   ds  =  2,    also   a;4  =  — j —  =  6;    a^  =  6  +  2  =  8,   Ät  =  6  +  6  =  11, 

in.  Dato  numero  per  duo  diuiso  si,  quod  ex  dactu  unius 
in  alteram  producitur,  datum  fuerit,  et  utrumque  eorum  datum 
esse  necesse  est. 

Sit  numerus  datus  ahc  diuisus  in  ah  et  c,  atque  ex  ah  in  c  fiat  d 
datus,  itemque  ex  a 5c  in  se  fiat  e.  Sumatur  itaque  quadruplum  d,  qui 
fit  f^  quo  dempto  de  e  remaneat  g^  et  ipse  erit  quadratum  dififerentiae  ah 
ad  c  Extrahatur  ergo  radix  ex  g^  et  sit  h^  eritque  h  dififerentia  a5  ad  c, 
cumque  sie  h  datum,  erit  et  c  et  a5  datum. 

Huius  operatio  facile  constabit  hoc  modo.  Verbi  gratia  sit  X  diuisus 
in  numeros  duos,  atque  ex  duetu  unius  eorum  in  alium  fiat  XXI;  cuius 
quadruplum,  et  ipsum  est  LXXXIIII,  tollatur  de  quadrato  X,  hoc  est  C, 
et  remanent  XVI,  cuius  radix  extrahatur,  quae  erit  quatuor,  et  ipse  est 
differentia.  Ipsa  tollatur  de  X  et  reliquum,  quod  est  VI,  dimidietur,  erit- 
que medietas  III ,  et  ipse  est  minor  portio  et  maior  VII. 

IIL   Aus  Summe  und  Product  zweier  Zahlen   lassen   sich   beide 

Zahlen  bestimmen. 

Gegebene  Gleichungen: 

X'^y  =  8,    xy  =  a. 

J.  findet  der  Reihe  nach  (rc  +  y)*  =  s*  =  g;   4xy  =:Ad  =  f;   c  —  /=-- gr  =  (a?  -  y) 
x  —  yz=yg  =  h:  also  nach  1  2y  =  s-h  u.  s.  w. 

Beispiel:  8  =  10 f  d  =  21.  Man  erh&lt^  =  100  -  84  =  16,  also/i=:4;  i/  =  8,  res 


8  Historiacb-Iiterariücbe  Abtheilnng. 

IV.  Si  numerus  datns  fuerit  in  dno  dinistiB,  quornm  quä- 
drata  pariter  accepta  Bint  data,  erit  utramque  datum  modo 
praemisso. 

Si  eoiio  g,  scilicet  quadrata  couiuncta,  fuerit  notus,  erit  et  e  notua, 
qui  est  duplum  unias  in  alterum,  Bubtrahendo  quadrata  partium  coninncta 
de  quadrato  iotius  uumeri;  aubtractoque  c  de  ^  remanebit  A,  quadratum 
differentiae,  cuius  radii  eitracta  \  äic  nota;  erunt  omnia  data. 

Opus  idem.  DiuieuB  quippe  sit  X  in  duo,  quorum  quadrata  sint  LVIIl; 
quo  de  C  reioaDebunt  XLII,  qaibuB  demptis  de  LVIII  remanebont  XV], 
radix  cuius  est  im,  et  ipsa  est  differentia  portionuni,  quae  tient  VII  et  III, 
ut  prius. 

IV.  Desgleicben  aua  der  Summa  der  Zahlen  uud  der  Summe  ibrer 
guadrate, 

Gegebene  OlBJcbuDgen; 

a:  +  y  =  8 ,    a;'  +  y»  =  j(. 

J.  führt  die  Aufgabe  auf  die  TOrige  zuiflck.     Eb  ist  oämlicb 

und  daher  (x  +  !/)»^(x'  +  y')  =^-S  =  aary  =  < 

and  also  nach  I  Alles  bekannt, 

Beispiel:  8=10,  g~b9;  also  e  =  iS,  h~l6,  1  =  4;  die  Zahlen  daher  wieder 
t  ood  S. 

V.  Si  snroeras  in  dno  diaidatnr,  quorum  differentia  data, 
atque  qui  ex  du c tu  unius  in  reliquum  prouenerit  nomeruB  datue, 
numeram  quoque  diuiaam  datum  esse  conneniet, 

Maneat  superior  dispositio.  et  I,  differentia  portionam,  sit  datna,  et 
similiter  d,  qui  est  productus  ex  eis,  cujus  duplum  est  e.  Sed  et  e  dnpli- 
cato  addatur  h,  qui  est  quadratum  differentiae ,  et  compositus  Bit  f,  qni 
erit  ex  decima  aeptima  Arigmettcae  Jordani  quadratus  aic  et  datns,  quare 
et  (ii>c  datu3  est. 

Verbi  gratia  differentia  portionum  sit  VI,  et  ex  ipsis  proueniat  XVI, 
cuiuH  duplum  XXXII,  illius  quoque  duplum  LSIIII.  Haie  addatur  XXXVI, 
Bcilicet  quadratum  VI,  et  fient  C,  cuius  radii  eitracta  erit  X,  numerus 
diuisuB  in  VIII  et  duo. 

T.  Aus  der  Differeni  zweier  Zahlen  und  ihrem  Producte  kann  mau 
die  Summe  derselben  und  die  Zahlen  einseln  finden. 

Gegebene  Oleichnugen: 

«  — y  =  I,    iBy  =  d. 

Der  Reihe  nach  werden  gefanden  2a:y  =  2(i  =  e,  {x~i/)*=.P  =  h  und  daraus 
(,x  +  y)'  =  h  +  2e  =  f,x-i-i/  =  yf.  Da  »o  die  Samme  bekannt  ist,  kennt  man  nach  1 
auch  die  Zahlen  einte! n. 

Beigpiel.-  J  =  «,  rf  =  16;  alB0  4rf=8e  =  M;   h=aB,  f=l(30-,  x  +  j/  =  iO,x=i, 


I 


I 


der  Arithmetik  des  Jordanus  (Buch  I)  angeEOgene  Stelle  laatet: 
.  duo  diiiiJatur,  quod  fit  ej:  toto  in  ne,  aequum   est   ei,   iptod  fit  ex 
t  in  aliud  quater,  cum  to,  guod  /it  ex  differentia  in  m. 
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.-N^V 


YI.  Si  yero  differentia  data  fnerit  et  qaadrata  eoram  con- 
ionctim  data,  namerus  etiam  totns  datus  erit 

Qaadrata  eorum  coniuncta  erant  g^  qai  sit  datas;  de  quo  tollatur  A, 
qnadratos  differentiae,  similiter  datus,  et  remanebit  e  datus,  qui  est  duplos 
unius  in  alterum,  additoque  e  ad  ^  fiet  /,  qnadratus  totius;  extracta  ergo 
radioe  f  erit  totus  ahc  datds. 

Yerbi  gratia  LXVIII  sint  duo  quadrata,  a  quibns  tollantnr  XXXVI, 
qui  eet  qnadratus  differentiae,  et  remanebunt  XXXII,  qui  est  dnplum  nniug 
in  alterum.  Coniunetis  itaque  LXVIII  et  XXXII  prouenient  C.  Huins  radix 
est  X,  et  ipse  erat  diuisus  in  VIII  et  duo. 

VL   Desgleichen  aus  der  Differenz  der  Zahlen   und   der   Summe 

ihrer  Quadrate. 

Gegebene  Gleichungen: 

a;-y  =  Z,    rc«  +  y«  =  ^. 

J.  bildet  folgeweise:  (x--y)«=P  =  Ä;  2xy  =  ^  — A  =  e;  («  +  y)*  =  e  +  ^=/'; 
jc  H-  y  =  ^,  also  auch  nach  I  x  und  y  gegeben. 

Beitpid:  p  =  68,  2  =  6;  A  =  a6,  e=82,  /'=100,  also  x  +  y  =  10;  d;=-8,  y  =  2. 

YJLl.  8i  diuidatur  numerus  in  dno,  quorum  alterum  tantnm 
datum,  ex  non  dato  autem  in  se  et  in  datum  prouenerit  numerus 
datus,  erit  et  numerus,  qui  diuisus  fuerat,  datus. 

Sit  numerus  diuisus  in  a  et  in  d,  sitque  h  datus  atque  ex  a  in  se  et 
in  6,  hoc  est  in  totum  a6,  proueniat  d,  qui  sit  datus.  Addatur  autem  c 
ad  ab,  et  ipse  sit  aequalis  a,  ut  sit  totus  ahe  diuisus  in  ah  et  c.  Quia 
igitnr  ex,  ah  in  c  fit  d  datus,  atque  differentia  ah  ad  c^  scilicet  hy  est 
datus,  erit  ad  et  c  datus,  similiter  et  a  et  ah. 

Huius  operatio  est.  Verbi  gratia  sit  VI  unum  dinidentium,  et  ex 
reliqno  in  se  et  in  VI  fiantXL,  quorum  duplum,  id  estLXXX,  duplicetur, 
et  enint  CLX,  quibus  addatur  quadratum  VI,  hoc  est  XXXVI,  et  fient 
CXCVI,  cuius  radix  est  XIIII,  de  quo  sublatis  VI  et  reliqno  mediato 
fient  IUI ,  qui  est  reliquum ,  eritque  totus  diuisus  X ,  coniunetis  IIII  et  VI. 

VII.  Addirt  man  eu  einer  unbekannten  Zahl  eine  bekannte  und 
multiplicirt  dann  die  Summe  mit  der  unbekannten  Zahl,  so  ist  die 
letztere  bestimmbar,  wenn  derWerth  des  Productes  bekannt  ist. 

Gegebene  Gleichung: 

(x  +  b)x  =  d. 

J.  bildet  noch  die  Gleichung: 

(«  +  6)  — a:  =  6, 

er  kennt  also  jetzt  die  Differenz  der  beiden  Factoren  und  ihr  Product,  und  hat 
daher  nur  V  anzuwenden,  um  x  +  h  und  x  zu  bestimmen. 

Beispiel:  5  =  6,  ({  =  40.  J.  erhält  also  x(x  +  6)  =  40;  4a:*  +  24a;  =  160, 
4«« +  24« +  86  =  (2a; +  6)*  =  196;   2a;  +  6  =  14,  2a;  =  8,  a;  =  4,  a;+6  =  10. 

Die  Dresdner  Handschrift  Db.  86  hat  hier  zu  dem  Lehrsatze  folgende  Ba 
bemerkung:  ünde  pcUet,  quod,  si  id,  quod  ß  ex  numero  in  t^e  et  in  nume 
dahiim,  fMerit  taium  datum,  erit  et  ille  numerus  datus. 


Historisch-literariäcbe  Abtbeilung. 


idatar,  et  ex  dnctu  totii 
in  se  proaene 


TItL  Si  DumeruB  datua  in  duo  dii; 
in    dirfereutiam  et   minoris    diuideuti 

mernü  datna,  erit  et  utramque  illorum  data 

lila  enim  coniuacta  sunt  laniqiiam  quadratum  maioris  numeri  ex  decima 
oütava  Arismelicae;  extracta  igitur  radice  illiua  habebis  maiua  dluideatiam 
et  ita  i'eliquum. 

Verbi  gratia  diuidatnr  X  in  duo,  et  ex  dnctu  ipeiaa  in  difiärentiam  et 
minoris  portionis  ia  se  fiant  LXIIII;  radix  caios  est  VIII,  qai  erit  maior 
pnttio,  et  duo  minor. 

VIII.  Wenn  aueaer  der  Samme  das  Product  deiaelben  in  die 
Differenz  der  Zahlen  plus  dem  Quadrate  der  kleinern  Zahl  gegeben 
iat,  80  kennt  man  beide  Zahlen. 

Gegebene  Oleichangen: 

ar  +  y  =  s,     (x  +  y).(x-y)  +  y'  =  b. 
Die  iireite  Gleichang  ist  identigcb  mit  der  folgenden:  x*  =  6,  alao  ist  x  = 
daher  aach  y  bekannt. 

Beispiel:   8  =  10,  6  =  61.     Man  findet  also  ohne  Weitere«  x  =  S,  y- 
aufl  der  Arithmetik  desJordanus  ungezogene  Satz  lantet  dort:  Quod  fU  üj:  minort.— 
diuidenlium  in  ee  cum  eo,  quod  fit  (x  loto  in  eorum  differentiam,  tantum  tti,M 
qtumtum  qMOd  fit  ex  maiore  eonmdetn  per  se  multiptieato. 


mftiori^ 
nqne   etiam   Amr 


IX.     Si    vero    ex    dnctn    totiue    in    differenti 
diuidentium    in    se    fiat   numerns    datne 

tum  erit* 

Esto  ab  diniaua  in  a  et  in  b,  qnorum  diOerentia  c,  atque  ex  ab  in  C 
fiat  d,  et  ex  a,  qui  est  maior,  in  se  fiat  e,  eritque  totna  de  datna;  sed 
et  «6  in  ae  faciat  f,  quare  totua  de  et  f  datua  est.  Sed  quia  abc  duplus 
est  a,  erit  df,  quod  fit  ei  ab  in  duplum  a.  Erit  ergo  df,  quod  fit  ei 
duplo  ab  in  a,  sie  igitur  de/'erit,  quod  prouenit  ex  a  in  ae  et  in  dnplum  ab, 
cumque  def  datum  ait  et  duplum  ab,  erit  et  a  datus**  et  ideo  b. 

Verbi  gratia  X  in  difi'erentiam  portionum  et  maior  portio  in  se  faciant 
LVI,  quibus  iungantur  C,  et  erunt  CLVI,  quorum  duplum,  hoc  est  CCCXII, 
duplicetur  et  fieot  DCXXllII ;  quibus  addatur  quadratnm  XX ,  qui  est 
duplum  X,  et  fient  M  et  XXIIII;  huiua  radix  XXXI!,  de  quo  tollatar  XX. 
et  remanebuut  XII ,  cuius  dimidinm  est  VI ,  et  ipse  est  maior  portionum  X, 
et  reliqna  est  IIII.  _ 


i 

i 

1 


*  Hier  hat  die  Handschrift  Db.  Bö  folgende  Randbemerkung:  Ejt  nona  aecundi 
Ettdidis  in  nwiieris  patet,  quod  Iti  numerus  in  se  et  <n  alium  duaitur,  ut  a  in  H 
et  in  h,  quadratvm  totius  producli  cum  quadrato  h  est  numerus  quadralta,  euius 
radix  ttt  b  et  duplum  a  Item  patet  ex  nima  et  ilcdma  septima  primi  Arigmetieae 
lordani,  et  per  hoc  verificatur  huius  operis  executio  et  veritaa,  tt  muHarvm  i^ 
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IX.  Beide  Zahlen  sind  aach  bekannt,  wenn  aaeser  der  Summe  das 

Prodnct  aas  Summe  und  Differenz  plus  dem  Quadrate  der  grösseren 

Zahl  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

a;  +  y  =  » ,    (x  +  y){x  -  y)  -h x*  =  g. 

J.  geht  so  Yor:  Es  ist  (a?  +  y)"  =  «*  = /*;  f'^g  =  a!^  +  2{x+y)x=a:^  +  28x=:x(x+28), 
aleo  ist  nach  VII  x  bekannt,  folglich  auch  y. 

Seiend:  «  =  10,  ^  =  66;  /*+^=  156,  also  die  su  lösende  Gleichung 

ic(a;  +  20)  =  166. 

Nach  Vn  erh&lt  man  dann  4a;*  +  80^  =  624;  4a;*  +  80a; +  400=  1024;  2a; +  20 
=82;  2x=l2,  also  x  =  6,  y  =  4. 

X.  Quod  si  quadrata  diuidentiam  ambo  cum  eo,  quod  ex 
tote  in  differentiam,  fecerint  numeram  datum,  quamlibet 
eoram  datum  esse  necesse  est. 

Omnia  enim  haec  sunt  tamquam  dnplum  quadrati  maioris  diuidentis. 
Dimidietor  itaque  et  dimidii  extrahatur  radix,   et  habebitnr  maior  portio. 

Yerbi  gratia  diuiso  X  quadrata  portionum  et  quod  fit  ex  X  in  eorum 
differentiam  omnia  sint  XCVIIl,  cuius  medietas  est  XLIX,  cuius  radix  est 
VII,  et  ipse  est  malus  diuidens,  minor  yero  est  III. 

X.  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  die  Summe  der  Qua- 
drate plus  dem  Prodncte  aus  Summe  und  Differenz  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

«  +  y  =  «i    a;*  +  y'  +  (a;  +  y)(a;-y)  =  d. 

Die  zweite  Gleichung  ist  identisch  mit  2x*=d;  es  ist  also  x*  =  \d^  a;  =  ^'4d, 
'y  =  8'X. 

Beifpid:  9  =  10,  (2  =  98;  also  4df  =  49,  und  folglich  a;  =  7,  y  =  3. 

XI.  Si  item  quod  fit  ex  toto  in  differentiam  cum  eo,  quod 
ex  ano  diuidentium  in  reliquum  producitur,  faerit  datum, 
erant  singula  eoram  data. 

Com  Sit  autem  totum  ex  differentia  et  duplo  minoris  diuidentium  com- 
podtnm,  tantum  erit  totum  in  se,  quantum  semel  in  differentiam  et  minor 
portio  hiia  in  duplum;  sed  minor  portio  in  totum  tantum  est,  quantum  in 
maiorem  et  in  se:  si  ergo,  quod  fit  ex  toto  in  differentiam  cum  eo,  quod 
ex  minore  diuidentium  in  reliquum ,  tollantur  de  qnadrato  totius ,  remanebit, 
qnod  fit  ex  minore  in  se  et  in  totum  datum.  Sic  ergo  ex  praemissis  et 
ipsnm  datum  erit  et  reliquum. 

Operis  execntio.  Verbi  gratia,  quod  fit  ex  X  in  differentiam,  cum  eo, 
quod  ex  uno  diuidentium  in  alternm,  faciat  LXXXIX;  quo  sublato  de  C 
remanent  XI,  cuius  duplum  dupletur,  et  fient  XLIIII,  quae  cum  C  sunt  0 
et  XLIIII ,  quorum  radix  est  XII.  Huius  ad  X  differentia  est  duo ,  quorum 
medietas  est  unum,  et  ipse  minus  diuidens  et  malus  IX. 

XL  Desgleichen,  wenn  neben  der  Summe  dasProduct  aus  Summe 
und  Differenz  plus  dem  Producte  beider  Zahlen  gegebeu  ist. 
Gegebene  Gleichungen: 

x  +  y^s,    {x  +  y,{x-y)  +  xy  =  d. 


Bistoriaoh-literariBcbe  Abtheilung. 

El  iit  s*-<i  =  {iE+|/)'-(«+y)(i>!-y)-iEy  =  y*  +  y(«+y)  =  !/*  +  »y,  folgli«* 
bat  mau  t&t  y  die  Gleichung  eq  lOBen: 

y{y  +  «)  =  »'-i. 
Ea  iet  aUo  nach  VC  y  bekannt,  daher  aacb  x. 

Beispiel:  *=10,    d  =  m;   s»-d-ll.    Also  ist  y{y  +  lO)=n.     Daraus  folgtj 
nach  VII  y  =  1,  «  =  9. 

XII.    Bi  numero  dato  per  duo  diniso  qnadrata  ipsora 
quadrato   differentiae   fnerint   datae,    utrumque   eorom    dataa 
erit. 

Detractis  siquidem  ommbus  biia  de  quadrato  totius  rem&nebit  minus 
duplo  unius  in  altenim,  quantum  est  quadratum  differentiae,  quare  minus 
duobua  quadratis  diuideotium  daplum  eiusdem  quadrati ;  minus  ergo  toto 
detracto  eius  triplam.  Cum  ergo  ipanm  residuum  du  detracto  Bublatiim 
fuerit,  reliqui  äumatur  tertia.  caias  radix  erit  differentia  et  data;  omma 
ergo  data- 

Verbi    gratia   diuiso  X  in  duo  isint  quadrata  eomm  cum  quadrato  dif- J 
fereotiae  LVI,  qui  toUatur  de  C,    et  remanebunt  XLIIII,   et  faic  auferatar 
de  LVI,  et  relinquuntur  XII,  quorum  tertia  est  IUI.     Huius  radii  est  duo, 
et  ipse  est  differentia  portionum.     Maior  itaque  erit  VI  et  minor  IUI. 

XU.    Ebenso,  wenn  ansBer  der  Summe  die  Summe  der  Quadrate 
der  Zahlen  plua  dem  Quadrate  ihrer  Differens  gegeben  ii 
Gegebene  Gleichungen: 

x  +  y^t,    if  +  i^  +  (x~y)'=d. 
d  ={x+yY  -  ^  -  y^  ~  ix  -y)*  =  2xy  -  (x-y)' 
'  =  (.x-y)*  +  {x-y)'  +  {x^-2xy+y')  =  3(,x-y)'. 


Man  bat 
und  daher 
Folglich  ist 


(3:~S0»  =  i(ä<f-g').    x-y  =  ynid-t'). 
also  X  und  {/  bekannt. 

Beinpiei:  s=10,  d  =  6fl;  »•-d  =  44,  2(i-s'=12,  daher  (a;-y)'  =  *,  x- 
also  a:i=6,  y  =  i. 

Xlll.    Si  Vera  qui  fit  ex  dnctn  alterius  in  alternm  cnm  qnfti 
drato   differeDtiae  fuerit  datum,  datum  erit  et  utrumque  ip 


Totum  duplicetur,  et  fient  tamquam  duo  quadrata  et  quadratum  difFe- 
rentiae,  quae  quoniam  data  sunt,  data  sunt  eliani,  qnae  proponimus. 

Verbi  gratia  ductum  unius  in  alterum  cum  quadrato  differentiae  sint 
XXVIIl,  quae  duplata  faoiunt  LVI,  quae  sunt  quadrata,  ut  sapra,  et  cae- 
tera eodem  modo. 

SU[.  DcBgleicben,  wenn  die  Summe  und  das  Prodnct  der  Zahlen 
plus  dem  Quadrate  der  Differenz  gegeben  ist  .- 

Gegebene  Gleichungen;  J 

x  +  y  =  s,     xy  +  {x-y)*  =  d  ■ 

Man   findet   id  =  2xy  +  2x^-ixy-t-i^:=x'- 
man  die  vorige  Aufgabe. 

Üaa  Beispiel  ist  ebenfalls  dasselbe,     Kb  ist 


y'  +  jx— 1/)*,    und   damit  hat 
r=lO,  d  =  'iS,   und  wiederum 
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XrV.  Si  numerus  datus  in  duo  diuidatur,  et  quadrato  mi- 
noris  de  quadrato  maioris  detracto  reliquum  datum  fuerit« 
ernnt  et  ipsa  data. 

nio  enim  noto  detracto  de  quadrato  totius  relinquitur  quadratum  mi- 
noris  bis  et  qnod  fit  ex  ipso  in  reliquum  bis.  Si  ipsum  igitur  dimidietur, 
proueniet  medietas :  quadratum  minoris  semel  et  quod  fit  ex  ipso  in  maius, 
et  boc  tantum  est,  quantum  si  ducatur  totum  in  minorem  portionem.  Di- 
nidatur  ergo  per  totum,  et  exibit  minus  diuidentium.  ^ 

Modus  operationis.  Verbi  gratia  diuisus  sit  X  in  duo,  et  quadrato 
minoris  detracto  de  quadrato  maioris  relinquatur  LXXX,  quod  minuit  XX 
de  C,  cuius  medietas  est  X;  quo  diuiso  per  X  exit  unum,  et  ipsum  est 
minus  diuidentium  et  maius  IX. 

XIV.  Ebenso,  wenn  ausser  der  Summe  die  Differenz  der  Quadrate 
gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

J.  geht  so  vor:  Es  ist  «•-  (2  =  2y*  +  2a;y,  also  — - —  =  y(x  +  y)  =  8y.     Daher  ist 

y  =  -^j-  und  x-s-y. 

Beispiel:  «  =  10,  d  =  80,  also  a^  —  d  —  20,  daher  y  =  1,  x  =  9. 


f* 


XV.  Numero  dato  per  duo  diuiso  quadratis  eorumdem  dif- 
ferentia  addita  si  numerum  datum  fecerint,  singula  eorum 
data  erunt. 

Hoc  de  quadrata  totius  si  detraotum  fnerit,  manifestum  est  relinqui 
minus  detracto,  quantum  est  dififerentia  bis  cum  quadrato  ipsius;  quibus 
demptis  de  numero  relinquitur  quadratum  differentiae  cum  duplo  ipsius,  hoc 
est,  quod  fit  ex  ipso  in  se  et  in  binarium,  qui  est  datus,  quare  et  difife- 
rentia data  erit. 

Verbi  gratia  diuisus  sit  iterum  X  per  duo,  quorum  quadrata  addita 
differentia  fiant  LXII.  Ista  tollantur  de  C,  remanebunt  XXXVIII.  Haec 
si  anferantur  de  LXII,  relinquuntur  XXIIII,  qui  fit  ex  ductu  difiTerentiae 
in  se  et  in  binarium.  Huius  ergo  dupletur  duplum  et  fient  XCVI ,  quibus 
addantur  IUI ,  quod  est  quadratum  binarii ,  et  fiunt  C.  Huius  radix  est  X, 
de  quo  subtractis  duobus  reliqui  dimidium,  hoc  est  IUI,  erit  dififerentia; 
sunt  ergo  diuidentia  VII  et  III. 

XV.  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  die  Summe  der  Qua- 
drate plus  der  Differenz  beider  Zahlen  gegeben  ist 

Gegebene  Gleich oogen: 

a;  +  y  =  s,    x'  +  y'  +  a;  — y  =  d. 
Man  findet  leicht: 

s*  — d  =  a:«4.2a;y +  y'  — «•  — y*  -(a;  — y)  =  2xy  —  (ä— y), 
und  folglich 

2df  -  ««  =  (Ä-y)«  +  2(a; - y)  =  (a; -y)(a;-y+2). 

Für  ix-y)  a}M  Unbekannte  ist  also  wieder  Satz  Vll  aniu^eiTi^^xv« 


HJBtoriBch- literarische  Abtbeilang. 


Die  Gleichung  Ol^H 


Beitpiel:  «  =  10,  (1  =  68;  also  «■-dsSS,  Sd- 
x-y  heisst  also:  (a:-y)*  + J(x-y)  =  l4. 

Aas  ihr  folgt  nach  J.:  4(«-yl'  +  8(«-y)  +  4=  100,   2(3:-y) +  2  =  10,  2(jc-y)  =  8, 

y^4,  «  =  7,  (/=3. 

XVI.  Qood  Bi  addita  eodetn  differentia  ei,  quod  fit  ex  nno 
in  reliquum,  fuerit  datam,  datum  erit  singuhim  eorum. 

Sit  ab  numerus  diuisus,  et  quod  fit  ex  a  in  b  addita  differentia  alte, 
et  ipsura  diiplicatuiD  Bit  d,  quadratum  autem  toliua  sit  e,  de  quo  detracto 
d  remauent  f.  Qui  ei  fuerit  minor  d,  videatur  quaoto,  quia  si  minor  qua* 
tuor,  diSerentia  erit  duo,  si  tribus,  differenüa  erit  tria  vel  niiuni,  eed  hoc 
determinari  non  polest;  non  vero,  praeter  si  aeqnales  fuerint  ä  et  f,  difie- 
rentia  erit  quatuor.  Si  vero  ^excedit  d,  videator  quanto,  sitque  3,  eritque  j}, 
quod  fit  ex  ductu  illius,  quo  differentia  excedit  duplum  binarii,  in  se  et  in 
illud  duplum  ,*  quare  et  ipsum  datum  erit,**  et  tota  differentia  a  ad  b  data. 

Huius  operatio  es  huinsmodi.  Verbi  gratia  diuidatur  IX  in  dug,  et  ex 
ductn  unius  in  alterum  addlla  differentia  fiant  XXI,  cuiu3  dupium,  quod 
est  XLII,  toUatur  deLXXXI,  et  remanebunt  XXSIX,  quae  minuunt  IK  de 
XLII.  Poteat  ergo  esse  differentia  unum  et  III,  et  utrumque  contingit. 
Üniim  erit,  ei  diuisus  fuerit  IX  in  V  et  III!,  et  V  in  IUI  addito  udo 
faciunt  XXI;  tria  erunt  diuiso  IX  in  VI  et  III,  et  simititer  HI  in  VI  ad- 
ditis  tribus  faciunt  XXI.  In  hoc  ergo  error  incidit.  —  Item  diuiso  aliter 
IX  proueniantXIX,  cuiua  duplum  XXXVIII.  Hoc  at  auferatur  deLXXXI, 
reliquentur  SLIII,  qui  illum  eicedit  V,  Hnins  duplum  dupletur,  et  fiunt 
XX;  bnic  quadratum  additur  IUI,  qui  est  duplum  duorum.  et  erunt  XXXVI, 
cuius  radix  VI,  de  quo  detracto  IUI  reliqui  dimidium  erit  unum,  et  hoc 
cum  IUI  facit  V,  et  ipse  est  differentia  portionum,  quae  bunt  VII  et  duo. 

XVI.  Ebenso,  wenn  die  Summe  zweier  Zahlen  und  ihr  Prodact 
vermehrt  um  ihre  Differenz  gegeben  sind. 

Gegebeue  Gleichungen:  , 

J.  Heizt:  (a;  +  y)'  =  s'=;e,  2c  =  d,  e-d-fi  dann  ist  also  ^| 

und  daher  /■=.'  +  i,'-2(.-y)  ^ 

- — - d  -  /"=  4(1-!/)  -  (^  -  y)'- 

*  Hier  ist  in  Db.  SS  folgende  Randbemerkung  gemacht:  Si  enim  fuerint  duo 
nvmeri  inaequales,  quadratum  maiotis  maius  tst  multiplice  eiuidein  a  mittori  de- 
nomxnatione,  quantum  tft,  quod  fit  er  eorundem  differentia  in  ge  ipsum  et  in  mi- 
norem  ducta.  Sit  ab  maior  numerue,  aquo  aubtrohatur  minor,  sdiicet  u,  et  reltN- 
gtMitur  b  pru  differentia,  el  qvadratum  totius  üb  Bit  de;  a  qito  svbtrahatur  mul- 
tiplex ab  daiominalum  ab  a.,  quod  üt  ä,  et  rtlinquatur  e.  Inde  ex  duttu  ab  <n 
st  fit  de,  et  ex  ductu  ab  in  a  fit  d,  ccjto,  i/uae  est  proportio  ab  ad  a,  ea  eet  de 
ad  d  per  septimam  secundi  Ariitndicae.  Jirga  permutatim,  qwte  est  ab  ad  de,  ea 
est  a  ad  d,  ergo  et  eadem  ett  b  ad  e  per  qainlam  teeundi  Arismetieae.  Sed  ab  ett 
pari  de  denominata  ab  ipsa  ab,  ergo  b  m1  pars  e  denominata  ab  eadem.  Ergo  ex 
duetu  b  '-"'■*(  a,  ergo  e  fil  ex  ductu  b  in  se  et  in  a  per  decimam  quartam 
,  et  hoc  est  proposilum. 

■.ex  corollario  a^timac. 
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Hier  ist  Ea  anterscheiden,  ob  d—f=0  ist. 

1.  d  —  fz=  0;  dann  w&re  entweder  aa  —  y  ~  0  oder  a?  -  y  =  4.  Den  ersten  Werth 
beachtet  J.  nicht. 

S.  d—f^O;  dann  kann  offenbar  diese  Differenz,  damit  x  —  y  reell  und  ganz- 
sahlig  bleibt,  nar  die  Werthe  8,  4  annehmen,  denn  fQr  d  —  f^:^!  ist  a;-y  =  2 
±^8;  für  d-f=i2:  a:-y  =  2+_K2  nnd  für  nicht  ganze  Werthe  von  d-fwitd 
x  —  y  ebenfalls  irrational ,  für  d  -  f^  4  aber  imagin&r.  Diese  F&lle  lässt  J.  ausser 
Betrachtung,  doch  wohl,  weil  sie  irrationale  Werthe  ergeben. 

Für  d  —  /"=  8  ist  a;  —  y  =  2  +.  1,  also  entweder  3  oder  1. 

Für  d-f=^  ist  x-y=:2,  da  dann  die  Gleichung  für  x-y  sich  auf 
«dndrt.  (*-y)»  +  4(a!-y)  +  4=0 

8.  (2  — /<0.    Jetzt  heisst  die  Gleichung  für  x  —  yi 

{x^y)*-Hx-y)  =  f^d, 
woraus  sich  in  gewohnter  Weise  nach  VII  x  —  y  ergiebt. 

Bei  d  —  f—Z  fügt  J.  hinzu;  sed  hoc  determinari  nonpoiest,  das  soll  jedenfalls 
heissen:  es  ist  nicht  zu  entscheiden,  welchen  der  beiden  Werthe  von  x  —  y,S  oder 
1,  man  wählen  muss;  sie  sind  beide  zulässig. 

Beispiel  für  d  f>0:  »  =  9,  c  =  21;  es  ist  d  — /•=8,  also  aj-y  =  l  oder 
aj  — y  =  8. 

Für  den  ersten  Fall  ist  x  =  6,  y  =:  4,  und  es  ist  5.4  +  1  =  81.  Für  den  zweiten 
Fall  ist  x^6j  y=-  8,  und  es  ist  6.3  +  3=21. 

Beispiel  fQr  d  —  f<0:  8  =  9,  c=19;  dann  ist  f—d=z  6,  die  zu  lösende  Gleich- 

'"«*'"  («-y)'-4(a;-y)  =  6. 

Aus  ihr  folgt  nach  Vn  o;  — y  =  5,  also  o;^  7,  y=  2,  und  es  ist  7.2  +  5=  19. 

XVII.  Dato  numero  in  duo  diuiso  si,  quod  fit  ex  uno  in  re- 
liqnam,  per  differentiam  diuidatur,  et  quod  exierit,  fuerit 
datum,  erit  et  utrumque  diuidentium  datum. 

Quia  enim,  quod  fit  ex  uno  in  reliquum,  quater  continetur  in  qua- 
drato  totius  minus  quadrato  differentiae,  erit,  ut  differentia  dneta  in  se  et 
in  quadruplum  dati  numeri  —  non  totius,  sed  secundarii  —  qui  exeat, 
faciat  quadratum  numeri  diuisi,  data  ergo  erit  differentia.* 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo,  et  quod  fit  ex  uno  in  reliquum, 
dioiso  per  differentiam  exeat  XII.  Huius  quadruplum  est  XLVIII;  dupli 
igitur  C  sumatur  duplum,  huie  addatur  quadratum  XLVIII,  quod  est  II. 
CCC  et  IUI,  et  fiant  H.DCC  et  IUI,  cuius  radix  est  LH,  de  quo  sub- 
tracto  XLVIII  reliqui   medietas  est  duo,  et  ipse  est  differentia  portionum. 

XVn.  Die  einzelnen  Zahlen  sind  auch  bekannt,  wenn  ausser  der 
Summe  derselben  der  Quotient  aus  dem  Producte  der  Zahlen  durch 
ihre  Differenz  gegeben  ist 

Gegebene  Gleichungen:  xu 

X-ry  =  St      —:=:€, 

Es  ist  (ä— yj*  +  4a;y  =  (ic  +  y)*  und  folglich 

{x-y)(x  '  y  +  4c)  =  (a;  +  y)«  =  «*; 
also  ist  a;-  y  nach  VH  gegeben,  folglich  auch  x  nnd  y. 

*  Hier  in  Db.  86  die  Randbemerkung:  per  corollorium  %e]9tvnvae. 


Iß  Historisch -literariBcbe  Abtheilong. 


Beiftpiel:  «=10,  cr=l2;  die  Gleichnng  für  a;  — y  ist  also: 

(a;-y)*  +  48(a;-y)  =  100. 
Nach  Vn  hat  man  daher:  • 

4(a;-y)«+l92(aj-y)H- 2304  =  2704;    2(a;-y) +  48  =  52,    a;-y=r2, 
also  ;r=6,  y  =  4. 

XVIII.  Si  vero  qnadrata  eommdeni  coninneta  perdifferen- 
tiam  dinidantur,  et  quod  ezierit  fuerit  datam,  et  eornm  quod- 
libet  datam  erit. 

Sit  datns  numerus  ah  diuisas  in  a  et  in  d,  quorum  qnadrata  sint  c, 
et  differentia  eomm  d,  cuins  qnadratnm  e,  et  qnadratnm  totins  f,  Diniso 
ergo  c  per  d  exeat  g^  cuins  duplnm  fit  A{,  qni  erit  datns.  Et  quia  qua- 
drata  e  ei  f  snnt  duplnm  c,  erit,  uidiahl  faciat  ef,  Sic  antem  l  aeqnale  d, 
et  quia  {  in  se  facit  e,  tnnc  l  m  h  faciat  f^  qni  est  notns;  et  quia  hl  esi 
notus,  erit  et  {  per  tertiam  huins  et  h  datus,  sicqne  d  et  omnia. 

Verbi  gratia  dinisns  sit  X  in  duo,  qnomm  qnadrata  dinisa  per  diffe- 
rentiam  reddant  XXVI.  Cuins  duplnm  est  LII:  huins  qnadratnm  II.DCC 
et  IUI.  Ab  hoc  tollatnr  C  quater,  et  remanebnnt  II.CCCIIII,  cuins  radix 
est  XLVIII;  hie  detrahatnr  a  LII,  et  reliqui  medietas,  quae  est  duo,  est 
differentia  portionnm. 

XVIII.  Ebenso,  wenn  statt  des  vorigen  Quotienten  die  Summe  der 
Quadrate  diyidirt  durch  die  Differenz  gegeben  ist 
Gegebene  Gleichungen: 


Es 


sei  a:»  +  y«  — c,  rc  — y  =  (f,  (rc— y)'=ze,  (a;+y)*  =  ^,  al80^  =  ^*    Es  ist  aber 

e  +  /'=2c  und  auch  2(2^  =  2c.    Setzt  man  nun  -^  =A  und  -^=^1  so  ist  %g  =.h-^-l, 

also  auch  ({(A+Z)  =  2o.    Nun  ist  aber  -3  = ^^=id.  d.  h.  {  =  (2;~also  ist  auch 

^  d       x—y 

{(A-f-J)=2c  und  daher  Lh^f^  denn  lA=ie,    Man  kennt  aber  2  +  ^  =  2^,  also  ist 

nach  ni  l  und  h  einzeln  gegeben,  und  daher  auch  x  und  y. 

Beispiel:  s  =  10,  ^=2  26;  man  findet  2.^  =  100,  2  +  ^  =  62,  daher  {  =  2,  rr  =  6, 

y  =  4. 

XIX.  Si  numerus  datns  in  duo  dinidatnr,  unoqne  eomm  per 
reliqunm  diniso  exierit  numerus  datns»  et  ipsa  data  esse  osten- 
detur. 

Dinidatnr  a  per  5,  et  exeat  c  datum ,  cni  addito  nno  fiat  d ;  et  quia  h 
in  c  facit  a,  et  c  in  d  faciat  ah.     Dinidatnr  ergo  ah  per  d,   et  exibit  h. 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo,  et  nno  diuiso  per  reliqunm  fiat  IUI, 
cui  addito  nno  fient  V,  per  quem  dinisns  X  faciat  duo ,  qui  est  una  portio. 

XIX  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  der  Quotient  beider 
Zahlen  ge-'^' —  '"K 

Geg"  ren:  ^ 


Commeutar  z.  d,  „Tract&tns  de  Numeris  Daüa*  d.  Jordanna  NemorarioB. 


Man  addire  za  tildcbiuig  2  beidereeitig  1,  so  erhUt  man 

*-^''=<;  +  i--d,  folglich  y=g. 
Heispitl;  s  =  10,  0=4;  es  ist  d=6,  also  y  =  10:6=  3,  a:  =  8. 

XX.  Quod  si  utromque  per  reliqnnm  diuidatar,  et  quae 
exierint  conionctim  datum   quid   fecerint,   ernnt  et  ipsa  t 

Uter  data. 

Diuidatnr  a  per  b  et  exeat  c,  et  b  per  a  et  prodeat  d,  siognlae  etiam 
unitates  addaDtuc  c  et  d  et  fiant  e  et  f,  atqae  ex  aia  h  fiat  g.  Qiiia  igltnr 
ex  a  in  ^  fit  a&,  atque  b  in  e  facit  ab,  erit  e  ad  f  sicut  a  ad  b,  qoare 
ef  9Ä  f  sicat  ah  ad  h,  et  permutatim  ab  ad  ef  sicut  b  &d  f.  Et  qaia  a 
in  &  et  in  /*  facit  g  et  ad,  erit  p  ad  ab  sicnt  t  ad  f,  qaare  ^  ad  a&  sicut 
ab  ad  e/;  Quadratum  igitur  ab  diuidatar  per  €/",  qaod  est  datnm,  et  exibit 
g  datniD.     Erit  ergo  et  a  et  &  datum. 

Opus  ergo  breue.  Verbt  gratia  dtuidatur  ergo  X  in  duo,  quornin 
utnimque  per  reliquum  dinidatur,  et  quod  exeat  totnm  Bit  duo  et  sezta; 
quibus  addatur  duo,  et  fient  IUI  et  sexta,  per  quod  dinidatur  C,  et  ezibunt 
XXllII,  et  ipsum  fit  ex  una  portione  in  reliquam.  Quater  ergo,  ut  aolet, 
detrahatur  de  C,  et  renianebuDt  IUI,  cains  radix  est  duo,  et  ipse  est  diffe- 
rentia  diuidentiuni,  quae  sunt  VI  et  IUI. 

XX.  Desgleichen,  wenn  die  Somme  iweier  Zahlen  und  die  Sumine 
auB  ihrem  Quotienten  und  dessen  reciprokem  Werthe  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

Oleichong  !  kann  man  schreiben 

-+,+!+,=.+, +,+,=,+/.*,  ?i±»+^»=,+,-. 

d.  h.  ^  „ 

also  ist  u,y  bekannt,  und  folglich  niLch  III  x  und  y. 

Beüpiel:  a-io,  c+d-H;  alio  ist  :i:y  =  ~  =  ii,  folglich  x  =  6,  y  =  *. 

XXI.  Dato  nnmero  in  dno  diuiso  st  secundum  utrumqae 
eoram  quilibet  numeruH  datits  dinidatur,  et  quae  exierint 
fecerint  numermn  datum,  eorum  qnodlibot  datnm  erit. 

Cum  c  numerus  datus  per  a  et  b  diuidatnr,  et  exeat  coniuactim  de 
datnm,  iterumqne  c  per  ab  diaiaas  reddat  f;  et  quia,  quod  fit  ex  f  in 
qoadratum  ab,  quod  sit  g,  est  quantum ,  quod  fit  ex  de  in  productum  ex 
a  in  b,  qnod  sit  A  —  prouenit  enim  utrobique  multiplex  numerus,  acilicet 
denominattis  ab  ab,  si  quis  subtiliter  inapiciat  —  itemque  quod  fit  ex  f 
in  g  est  qusntam.  quod  est  ex  ab  in  c:  ideo  ducatur  ab  in  c,  et  prodnc- 
tnm  diuidatur  per  de,  et  exibit  h  datum,  quare  et  a  et  b  datum  erit. 

Verbi   gratia   diuiao  X  in    duo    per  ntrumque   dinidatur  XL. 
XXV.     Ducatur   autem    X    in    XL,    et   productum   diuidatur   per   XXV, 
exibit  XVI,  et  ipse  fiet  ex  uno  dinidentinm  in  reliqunm,  nt  ez  II 

BJmL-lli.  AbtbIg.  J.  Zeliwcbr.  f.  Miib.  n  Pl.ji.XXlM,  V.  '^ 


»rit. 

et  exeat    ^^^H 


18  '  Historisch- literarische  Abtheilang. 

XXI.  DesgleicheD,  wenn  ausser  der  Samme  die  Snmme  der  Quo- 
tienten gegeben  ist,  welche  durch  Division  einer  gegebenen  Zahl 
durch  jede  der  beiden  Unbekannten  entstehen. 

Gegebene  Gleichungen:  / 

c       c 
x-^y  =  8, i-  —  =  d  +  e. 

J.  settt  = /",  (x  +  y)*  =  g,  xy  =  Ä,  dann  ist  einmal  fg  =  {d'^e)h  und 

^"^y         CS 

Beides  =  C8,  also  ist  ft  =  ^ — ;  da  also  xy  bekannt  ist,  hat  man  nach  lil  weiter 
zu  entwickeln. 

Beispiel:  8=  10,  c  =  40,  <2-f-c=S5;  man  findet  s.c  =  400,  also  xy  =  l^i  =  16, 
und  folglich  o;  =  8 ,  y  =  2. 

XX IT,  8i  Tero  ex  ductu  unius  exeuntium  in  reiiqaum  pro- 
uenerit  aliquod  datum,  utrumque  eorum  datum  esse  conueniet. 

Fiat  enim  /  ex  d  in  e ,  atque  ex  a  in  5  fiat  h,  Qoia  igitur  a  in  6 
et  d  fiunt  A  et  c,  erit  c  ad  A  sicot  d  ad  5;  itemque  quia  ex  e  in  6  et  <2 
fiunt  c  et  ft  erit  f  vA  c  sicot  d  ad  5  et  sicut  c  ad  A.  Si  ergo,  quod  fit 
ex  c  in  se,  diuidator  per  f^  exibit  h. 

Yerbi  gratia  diuiso  XL  per  portiones  X ,  et  ono  in  aliud  ducto  fiant  C, 
per  quod  si  diuidatur,  quod  fit  ex  XL  in  se,  exibit  XVI,  ut  prius. 

XXn.  Desgleichen,  wenn  jene  Quotienten  nicht  addirt,  sondern 
miteinander  multiplicirt  eine  gegebene  Grösse  bilden. 
Gegebene  Gleichungen: 

x-ry  =  s,    —.  —  =  /. 

Ist  xy  =  h  und  —  :=^  d.  also  dx  —-  c.   eo  muss  c:h  =  d:y  sein;  ist  —  =  «, 

also  ey=c  und  de  =  f^  seist  f:c  =  d:y^  also  auch  =c:^;  folglich  ist  h-xy=      i 

daher  wieder  nach  DI  zu  rechnen. 

Hier  ist  so  recht  klar  zu  sehen,   welche  Umwege  J.  machen  muss,   um   zu 

einem  Resultate  zu  kommen,  das  wir  ohne  Weiteres  hinschreiben  können ,  nur  weil 

ihm  unsere  Operationszeichen  fehlen. 

40* 
Beispiel:   5  =  10,    c=  40,   /"=  100;  wie  in  Nr.  XXI  ist  xy  =  ^^^=  16,   also 

X  =  8 ,  y  =  2. 

XXIIl.  Quod  si  unum  ej)rom  per  reliquum  diuidatur,  et 
quod  prouenerit,  datum  fuerit,  singulum  eorum  datum  erit. 

Esto,  ut  prius,  quod  c  diuidatur  per  a  et  5,  et  proueniant  d  et  e, 
atque  d  diuidatur  per  e,  et  exeat  f  datum;  et  quia,  quod  fit  ex  a  in  d, 
est  quantum  quod  ex  &  in  e,  scilicet  c,  erit  a  ad  &  sicut  f  ad  d.  Diuiso 
ergo  d  per  e  tantum  erit,  quantum  si  h  diuidatur  per  a,  quod  cum  datum 
8it,  palam,  quod  omnia  data  esse  constat. 

Verbi  gratia  diuiso  X  in  duo  per  utrumque  diuidatur  XL,   et  eorum, 

quae  exierint,  uno  diuiso  per  alterum  exeat  quarta,  erunt  ergo  portiones  X 

duo  et  Vm. 

XXIII.  Desgleichen,  wenn  sieht  das  Prodaet  der  Quotienten, 
sondern  der  Qaotieat  dere«lb#B  g^ge^^a  iei. 


Commentar  z.  J.  „Traclattis  deNumeris  DatiH''d.  JordanusNeniorariua. 
Gegebene  GteicbuDgen: 

Unter  Beibehaltung  der  frflheren  Bezeichnuag  ist   dx  =  c  aoA  ey  =  c 

fblgliah  x-.y  =  t:d,  also  ut  f—^  und  daher  nacb  SIX  x  ood  y  bekannt. 

Beispiel.   »=  10,  c-*0, 


notalibet   pars   dii 


=  J;  alo  a 

SXIV.  Numero  dato  per  duo  ■ 
diuidatur  et  ülius,  quod  eiieri 
datur,  at  totum  datnm  sit,  utrumque  eorum  dstum  erit. 

Diuidatur  a  per  h,  et  qnod  eiieriL  ait  c,  cuins  medietae,  quae  sit  d, 
addatur  a,  ut  fiat  ad  datum.  Perpende  igitur,  utrum  alt  maius  ah  an  ad, 
sitque,  ul  ah;  et  maiori  superaddatur  tota  pari  Dnius,  qnota  pars  c  addj- 
tur  a,  ut  (j&f,  eitque  e  dimidium  aniuti.  Quia  igitur  d  \n  h  bid  facit  a, 
et  in  e  bia  facit  te  ipsum,  erit,  ut  in  ab  bis  ductum  Taciat  totom  ad. 
Posito  ergo,  quod  g  stt  differentia  ahe  super  ad,  itaquc  d  bis  in  se  et 
in  g  facit  ad,  i^emel  ergo  ductum  iu  üe  et  in  g  faciet  dimidium  ad,  quod 
cum  sit  datum,  etiam  g  dalum  erit  et  d  et  a  datum.  Quod  si  ad  maius 
fuerit,  et  tunc  h  in  se  et  in  g  faciet  dimidium  ah,  et  ita  simiüter  diffe- 
rentia erit  nota.  Si  vero  ad  et  ah  sunt  aequatia,  erit,  ut  h  in  se  et  in 
dimidium  unius,  quod  eet  e,  faciat  dimidium  ad,  et  sie  eadem  ratio  erit. 
Sciendum,  etiam  hoc  opus  triplex  contingere. 

Verbi  gratia  diaiso  X  in  duo  pon&tur  alterum  per  alterum  diuidi,  et 
medietas  eins,  quod  prodierit,  addatur  diuiso,  ut  sit  totum  IUI  et  tertia, 
cuius  ad  X  et  dimidium  unius  differentia  est  VI  et  eeits.  Itaque  IUI  et 
tertia  dimidietur,  et  dimidium,  ut  solet,  quadruplicetur,  cui  addatur,  qaod 
fit  es  VI  et  bexta  in  se,  et  erunt  XLYI  et  duue  tertiae  et  trigesima  sexta; 
cuius  radii  est  VI  et  duae  tertiae  et  eexta.  Ab  hoc  tollantur  VI  et  sexta, 
et  relinquuetur  duae  tertiae,  cuius  dimidium  lertia  est,  qua  sublata  de  IIII 
et  l«rtia  remanebunt  IIII,  et  ipse  ett  altera  portionum. 

XXIV.  Kennt  mau  aaiBei  der  Summe  zweier  Zahlen  noch  die 
Summe  aus  der  eiueu  und  einem  aliquoten  Theile  des  Quotienten 
beider  Zahlen,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen; 


3.  «eiKt  »1  =  2 


geben. 

[.  Kall,    »  >  h. 

j  +  ds 


r  werden,  teinen  Fnaispuren  folgend,  die  allgemeine  Lörang 


,   dann   ist   i 


».-*  = 
t-t-d.     Es  lei  femer  <-i — -  — A  =  s.  »o  iit  g  = 
daher  {g  +  i)nd  =  j:-i-d—  h.    Folglich  ist  auch 

Da  g  bttkannt  iat,  kennt  man  i  nach  VU 


und  — nd  =  d. 


j  +  y  =  d  +  — ,  imd  folglich  yig  +  y) 

Ffit  y  gilt  daher  die  Oldohmig  yiy+g) 
III.  Fall.  t  =  h.  Dattn  bat  man,  wenn  m 

also  auch  y -\ =  — 


H — -■    Maltiplicirt  man 
ieder  nach  VH  la  rechi 


~  g,  BO  erhallt  man  ff ::; 

-  I  wir  haben  also  wieder  Satz  VU. 

beideraeite  x  wenlSfiBt,  y  =  — ■—  , 
^        '  '     n    y 

mit  y,  BO  erb&lt  man  y\y-^  — ) 


Beispiel  ist  our  lum  I.  Fall  vorhanden:  s  =  10,  n  =  2,  h-  ii     Man  findet 
g  '=  0^.    Die  Gleichung  für  d  ist  aleo 

Sie  giebt  d  =  l,  aleo  x  =  i,  y  =  6. 


iro  dtuideD tiu m  per 

noqtie    per   Blternm 

nque  pars  prodncto  addita 


XXV.  Dato  namero  in  dno  d 
datum    numerum    muUiplicato, 
diuiao  si  eius,  qtiod  exierit,  quotacan 
totniD  fecerit  datnm,  singula  data  eese  necesae  eet. 

Ut  si  a  per  c,  datum  numerum.  multipücetor  et  proueniat  d,  qni 
diuidatnr  per  b,  et  exeat  e,  cuius  pars  qnotalibet  eit  f,  quae  addatur  d,  at 
fiat  äf  nnmeruB  datua,  qui  totus  diuidatur  per  c,  et  prodeat  gh,  fitqae  g 
aeqnalis  a,  eritqne  h,  qui  multiplicatua  per  c  fEiciat /";  et  qnia  c  ad  I>  eicut 
e  ad  a,  et  quia  c  ia  h  facit  f,  erit,  ut  b  in  h  faciat  totam  partem  a,  qui 
Bit  i,  quota  pars  f  est  e,  et  quia  totum  gh  datum,  erit  et  ah,  et  ob  hoc 
a  et  b  datum. 

Verbi  gratis  diuidatur  X  in  duo,  qnornm  alterom  per  Y  multiplicetnr 
et  producto  per  reliquum  diniao  medietas  eins,  quod  exierit,  eidem  producto 
addatur,  nt  ait  totum  L;  quod  diuidatur  per  V,  et  exibunt  X,  reatatque 
nunc  opus  praemiasae,  ubi  iucidit  aequalitas.  Medietas  igitur  X  quadmpli- 
cetar,  et  fient  XX,  cui  addatnr  quadratum  dimidü,  hoc  est  qaarta,  et 
ernnt  XX  et  quarta,  cuius  radix  eat  IUI  et  medietas  nnius,  de  quo  sublato 
dimidio  et  reliquo  dimidiato  exibant  duo,  et  ipse  est  unum  diuideDtinin. 

XXT.  Lierielbe  Satz  wie  XXIV.  nur  daes  die  linke  Seite  von 
QlnichnDg  ä  mit  eioer  beliebigen  Zahl  mnltiplicirt  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

J.  dividiit  Gleichung  2  durch  c  und  erhült  dadurch 

j:  +  "  =g  +  h, 
ny 
ist  also  damit  auf  XXIV  xurackgekommen 

Brisjitrf,-  »=10,  e  =  6.  n  =  S,  d-\-f=t>0;  hier  ist  'Ltl  =  ,o.  Von  XXIV 
ist  also  der  S.  Fall  Torliegend;  die  Gleichung  für  y  wird  hier 
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XXYI.  Si  nameras  datns  in  duo  diuidatar,  qaae  per  singulos 
datos  nameros  diaidantur,  et  qaae  proaenerint  conianctadatum 
nameram  constituunt,  qaemlibet  eoram  datam  esse  conaeniet. 

Diaidatar  a  per  c  et  5  per  d  datos  nameros,  et  ezeant  e  et  f,  sitqae 
ef  datam,  maior  autem  nnmeroram  c  et  d  sit  c,  caias  ad  d  di£ferentia  sit  ^; 
dacatar  itaqae  d  in  ef  et  fiet  nm,  ut  m  sit  aequalis  h,  sed  quo  nm  minas 
est  a5  sit  {.  Diaidatarque  l  per  g  et  ezibit  e  datam,  qaia,  qaota  pars  e 
est  a,  tota  pars  g  est  2,  sed  hoo  est  secandam  e  —  qaod  aatem  sit  sie, 
nt  dixi,  patet  intuenti  — ,  qaare  et  a  et  5  data.* 

Yerbi  gratia,  at  solet,  X  in  dao  secetar,  qaoram  alterum  diuidatar 
per  III  et  alterum  per  duo,  et  ezeant  quatuor,  in  quae  ducantur  duo,  et 
fient  octo,  et  reliqua  duo  de  X  diaidantur  per  unam,  quod  est  di£ferentia 
triam  ad  duo,  et  ezeant  duo,  in  quae  ducantur  tria,  et  fient  VI,  quae  est 
una  portio. 

XXYI.   Ist  die  Summe  zweier  Zahlen  und  die  Summe  zweier  ali- 
quoter Theile  derselben  gegeben,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt. 
Gegebene  Gleichungen: 

x  +  v  =  s,    ^  +  ^^t  +  f. 

dx 

Es  ist r-y  =  n4'm,  wo  natürlich  n  =  e(2,  m  =  fd  =  y  gesetzt  ist;  dies 

c 

von  1.  subtrahirt,  giebt 

.  rc  =  fi  —  (n  H-  m)  =  I, 

c 

und  es  ist  daher  x  =  — '—^ »  also  auch  y  bekannt. 

c  —  o 

Beispiel:  6  =  10,  c  =  8,  d  =  2,  e-f/'=4;  man  erhält  2  3=:  2,  und  also 
«  =  —  =  6,  y  =  4. 

XXVII.  Si  vero  alterum  in  alterum  ducatur,  fueritque  pro- 
ductum  datnm,  omnia  data  esse  demonstrabitur. 

Ducatur  e  in  /*,  et  fiat  g  datum,  ducaturqne  c  in  ^  et  fiat  h^  quod 
tantum  erit,  quantum  si  f  ducatur  in  productum  ex  c  in  6,  hoc  est  in  a. 
Ducatur  item  d  in  h  et  producatur  {,  quod'etiam  tantum  erit;  quantum 
si  a  ducatur  in  productum  ez  d  in  f^  hoc  est  in  5;  quod  cum  datum,  erit 
et  a  et  6  datum. 

Verbi  gratia  diuiso  ergo  X  in  duo  unumque  per  IUI,  alterum  per 
duo  partiatur,  et  quae  ezierint  unum  ductum  in  alterum  faciat  duo,  quae 
duo  multiplicentur  per  IUI  et  productum  pe5  duo,  et  exibunt  XVI,  et  ipse 
erit,  qui  fit  ez  ductu  unius  diuidentium  in  reliquum,  quae  ez  hoc  con- 
stabit  esse  VIII  et  duo. 


*  Hier  die  Randbemerkung  in  Db.  86:  Nota  etcorrollarium  piUcrutn,  8CÜ\ 
quod,  cum  sit  proportio  primi  ad  secundum  sicut  tertia  ad  quartum,  erit,  ^ 
primi  ad  tertium,  ea  differentiae  int  er  primum  et  sectindum  ad  differentiam^  i 
est  tnter  tertium  et  guartum. 


Historisch-litorariscbe  Abtheilung, 


XZVn.  Ebenso,  weoii  nicht  die  Siim 
Qaotienten  gegeben  ist. 
Qegebene  Qlriohiingeti: 


J.  moM  folftenden  Umweg  machen.     Es  ist,  wenn  man  Qleicbang  2 
multiplicirt,  -^  =  e.g  —  h\    muUiplicirt  man  wieder  mit  d,  so  hat  man  endlich 
xy  =  d.h  —  l,  daher  kennt  man  y  nach  Ol. 

Beüpiet:   g=  10,    C  =  i,    d  =  2,   3  =  2;    es   let  ^y  =  18,    also  x  =  8,    y  =  i. 

XXVIII.  Diuidatur  alterum  per  alteram.  tunc  si  exierit 
quodcnmque  datum.  omiiia  data  esse  consequetur. 

Diuidalur  e  per  f  et  e:eat  /i  datum,  diuidatur  item  h  per  d  et  pro- 
deat  k,  et  Je  muUiplicetur  perc,  et  fieti;  qiiia  igitnr  ^  in  h  facit  e,  etiam 
b  in  %  faciet  e,  et  sie  b  in  2  producat  a.  8i  ergo  a  diuidatur  per  h, 
exibit  f,  quod  cum  ait  (latum,  erit  a  et  6  datum. 

Verbi  gratia  X  diuidatur  in  duo,  et  qaarta  unJus  diuidatur  per  dimi- 
dium  alterius,  et  eseat  tertia,  cuius  dimidium  quadruplicetar,  exibuntque 
duae  tertiae.  Diuidatur  ergo,  ut  solet,  X  per  uuum  et  duas  tertias, 
prouenient  VI,  et  ipse  est  una  portio  X. 

XXVUI.   De?gletcbei),  wenn  nicht  das  Product,   BOndern  der  Qoi 
tient  der  aliquoten  Theile  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

'  +  >••■   y'-j»»- 

Es  ist  —  —  ~j  '  ^'"°  ''^  "^  '""^  V  nach  XIS  bekannt. 

Beispiel:    s=  10,  c  =  4,  i  =  2,  A  =  i;  dann  ist  ^  =  ),  also  x  =  i,  y  =  6. 
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XXIX.  Si  numerus  dataa  in  dao  diuidatur  atque,  qnod  fit 
ex  toto  in  alterum,  aequale  Bit  qnadrato  alterius,  erit  utrnm- 
que  datum  ad  proximum. 

Sit,  ut  ex  all  in  b  eit  quautum  ex  a  in  se;  et  qnia,  quod  ex  ob  in  h, 
est  quantum,  qnod  ex  ab  in  a  et  in  b,  erit  etiam,  quantum  qnod  ex  a  io 
se  et  in  ab,  cumque  ait  ab  datum,  et  a  et  6  datum. 

Verbi  gratia  X  diuidatur  in  duo  ita,  quod  X  in  alterum  fit,  qnantam 
reliquum  in  Ge.  Atque  X  in  se  Tacit  C,  cujus  dupli  duplum  anmatur, 
erunt  CCCC;  hoic  addatur,  ut  solet,  quadratum  X,  et  erunt  D,  cn 
extrabatur  radix  ad  proximum,  et  erit  XXII  et  tertia,  de  quo  tollator 
et  reliqui  medietas  erit  VI  et  aexta,  et  ipanm  erit  maior  porcionnm^  qam 
ducenda  eat  in  se. 

XXIX.  Eben8( 
Zahlen  bekannt  ii 
dem  Quadrate  dei 

Gegebene  Oleichang« 
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Es  ist  (rc  +  y)*  =  rc  (ä  4-  y )  +  y  (aj  +  y) .  alßo  «•  =  «  a:  +  x*.    Daher  erhält  man 

und  da  Vb  sich  nur  Däherung^ weise  bestimmen  lässt,  so  ist  auch  der  Werth  von  x 
nnr  n&herangsweise  za  finden  möglich. 

Beispiel:  »  =  10;  dann  ist  x  = •     Diese  VbOO  bestimmt  J.  in  ziem- 

lieh  roher  Annäherang  zu  22^,*  wodurch  er  nftherongsweise  o;  =  6^  findet,  also 
y  =  df.  Nun  ist  10.3^  =  88^  und  (H)'  =  S^»  d.  h.  um  ^  zu  klein  Dass  übri- 
gens die  Aufgabe  nichts  Anderes  ist,  als  die  Theilung  einer  Linie  nach  dem  gol- 
denen Schnitte,  ist  unmittelbar  einleuchtend. 


*  ybÖÖ  =  22^  dürfte  Ä>lgendermassen  bestimmt  sein.     Nach  der  schon  den 

Griechen  bekannten  Formel  Va*  +  6  ^>J  a  + r  hat  Jordanus  erhalten:  VbÖÖ 

2a -M 

=  >^484>f  16  ^  22a,  Nun  ist  statt  ^f  gesetzt  H  =  i»  *^o  ^^  ^  ^SJ.  —  Einer 
Zuschrift  des  Herrn  Director  Dr.  Heil  ermann  in  Essen  entnehme  ich  die  Be- 
merkung, dass  ^600  =  22^  gerade  die  beiden  ersten  Glieder  umfasst,  welche  man 
erhält,  wenn  man  dieselbe  in  Sexagesimalbrftchen  entwickelt. 


(FortMtinng  folgt.) 


TTebei  die  geraden  Kegel  und  Cylinder,  welche  darch  ^gebene  Fankt« 
des  Ranmes  gehen  oder  gegebene  gerade  Linien  des  Raamei  be- 
rühren.   Beilage  zum  Programm  der  tburgauiacben  CantoDüacbiile  pro 
1887/88,  von  Dr.  A.  Kibpkr,  Conrector,     Frauenfeld,  Huber. 
Gegenstand   der  Schrift   ist   dia    Steiner'scbe  Aufgabe:    „Welches  ist 
der  Ort  des  Mittelpunktes  der  geraden  Kegelfläche,  a)  welche  durch  irgend 
vier   oder   fünf  gegebene   Punkte    im  Räume  geht,    oder   b)  welche    irgend 
Tier  oder  fünf  gegebene  Gerade  im   Räume  berührt?" 

Für  a)  gegebene  „vier  Punkte"  wird  als  Ort  eine  Fläche  der  14.  Ord- 
nung, fflr  qfünf  Punkte"  eine  Curve  144.  Ordnung  gefanden,  und  durch 
aechs  Punkte  laseen  sich  noch  1888  gerade  Keget  legen.  Diese  Resultate 
ergeben  sich  infolge  rein  geometrischer  Betrachtungen,  welche  durch  Elegaui 
und  Einfachheit  ausgezeichnet  sind.  Besonderes  Interesse  verdienen  disi 
möglichen  geraden  Ereiacylinder.  Zu  ihrer  Bestimmung  fuhrt  der  Ort  ihr« 
nneodlicb  fernen  Spitzen,  nfimUcb  die  Schniltcurve  obiger  F'*  mit  der  nn-j 
endlich  fernen  Ebene.  Diese  Curve  zerfallt  in  die  zweifach  zählenden  SeitCB'l 
des  Vierseits ,  welches  die  Ebenen  des  durch  die  gegebenen  vier  Punkte  V»' 
stimmten  Tetraeders  aasschneiden ,  in  die  einfach  zählenden  Diagonalen 
jenes  Vierseits  und  in  eine  eigentliche  Cwrve  dritter  Ordnung,  welche  die 
sechs  Ecken  des  Vierseits  enthalt.  Nur  die  Paukte  dieser  Curve  Jiofem 
nicht  lerfallende  Kreis  cylinder,  so  dasa  man  sagen  kann:  Die  Aien  der  ge- 
raden Ereiscylinder ,  welche  darch  vier  gegebene  Punkte  geben,  sind  zu  den 
Erzeugenden  eines  Kegels  der  dritten  Ordnung  parallel.  Ferner  giebt  ea 
sechs  Cjlinder,  welche  durch  fünf  gegebene  Punkte  geben,  und  deren  Ax 
sind  sechs  Erzeagenden  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  parallel. 

Für  b)  „vier,  fUnf,  sechs  Gerade  wird  bez.  eine  Fläche  zwölfter  Ol 
nung,  eine  Curve  9G.  Ordnung  und  eine  Gruppe  von  576  Punkten  als 
der  Kegelspitzen  gefunden.  Die  Scbnittcurve  der  Fläche  mit  der  unendli 
fernen  Ebene  zerfällt  nicht  und  daher  findet  auch  keine  Reduction  der  Zi 
für  die  Rotationscylinder  statt 

Des  Weiteren    wird    noch    die    nnter    a)   gefandene  Cnrve    dritter 
nang  untersacht.     Die  Resultate  lassen  sich  jedoch    nicht    in  Kflrte 
geben. 


I 


Recenaionen, 

fiyntlietiiche  Einteilung  der  ebenen  Linien  m,  Ordnung  von  Dr.  Mohitz 
Bach,  Professor  am  Realgymnasium  zn  t-tiittgart.  Mit  24  Figuren 
im  Teit  und  6  lith.  Tafeln.  Stuttgart,  Metzler.  1888. 
Newton  hat  ohne  Beweis  den  Satz  ansgesprochen ,  dass  sSmmtliche 
Linien  III.  Ordnung  als  Centralprojectioneu  von  fünf  derselben,  den  so- 
genannten divergirenden  Faralieln,  angesehen  werden  können.  Der  Verfasser 
fDbrt  anf  Grand  rein  geometrischer  Betrachtungen  diesen  Beweis,  setzt  dabei 
aber  die  Sfitze  über  das  Auftreten  der  Wendepunkte  und  der  eingulären 
Pankte  als  bekannt  voraus.  Durch  Projiciren  der  Wendetangente  eines  stets 
vorhandenen  reellen  Wendepunktes  in  die  nnendlieh  ferne  Gerade  kann  jede 
der  Linien  III.  Ordnung  in  eine  divergirende  Parabel  Übergeleitet  werden, 
nnd  es  fragt  sich  darnach  nur,  auf  wieviele  Formen  dieser  speciellen  Curven 
man  durch  das  angegebene  Verfahren  geführt  wird.  Dieser  Frage  wird, 
nach  Möbius'  Vorgang,  durch  Untersuchung  der  sphärischen  Linien  III.  Ord- 
nung, d.  s.  die  Projectionen  der  ebenen  Curven  dieser  Art  auf  die  Eugel- 
flSobe  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus,  näber  getreten.  Es  ergeben  sich 
ftlnf  wesentUcb  voneinander  verschiedene  Formen ,  jeder  entspricht  eine  Form 
der  divergirenden  Parabel  oder,  wenn  man  will,  ein  Typus  der  ebenen  Curve 
III.  Ordnung.  Auf  den  beigegebenen  Tafeln  sind  alle  verschiedenen  Ge- 
stalten der  Linien  III.  Ordnung,  welche  man  nach  ihrem  Verbalien  zur  un- 
endlich fernen  Geraden  nnd  den  möglichen  Singularitäten  unterscheidet,  In 
96  Figuren  dargestellt. 

Hannover.  C.  Bodbhbbho. 
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Die  Theorie   der  ebenes  Cnrven    dritter  Ordnung,     Auf  synthetisch -geo- 
metrischem Wege  abgeleitet  von  Dr.  Ueinrich  Schröter,  Professor 
der    Mathematik    an    der   Universität    zu    Breslau.      Leipzig,    B.  G. 
Teubner.     1888. 
Der  Gedanke   zur  Herausgabe  des   vorliegenden  Werkes,    wel^heB  ganz 
im  Sinne   von  Steiner-Scbröter's  „Kegelscbnitte"   abgefasst  ist,   wurde 
bei    dem  Verfasser    durch    den  Umstand    wachgerufen,   dass    in  allen  Lehr- 
bacbern   die  Curven  drittw  Ordnung  wesentlich  auf  analytischer  Grundlage 
behandelt  werden.     Nur  Cremona's  Werk  über  bShere  Curven  bildet  hier- 
von  eine    Ausnabme,    aber    die  Cnrve    dritter  Ordnung   erscheint   mehr  als 
Beispiel  der  Anwendung  einer  allgemeinen  Theorie,  während  im  vorliegenden 
nur  Curven  dritter  Ordnung  bebandelt   nnd  keine  Ausblicke  auf  eine  Ver- 
Hllgemeinernng  abgeleiteter  Sfitze  geboten  werden.    Hierdurch  mag  die  gegen- 
seitige Stellung  dieser  beiden  wichtigen  Werke  charakterisirt  sein. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  folgenden  Ueberlegung.  Aebniicb,  wie 
>wei  perspective  S trab) enbü sab el  £u  einer  speciellen  Curve  zweiter  Ordnung, 
dem  Qerad en paare ,  führen  und  wie  man  dnrch  Aufhebung  der  Perspecli 
viiat   IM  einer  allgemeinen  Curve  gelangt,   mag  es  ifi&^\c\i  i^x-u,  6L\«öa.  j 


Historisch-literarische  Abtbeilung. 


XXVn.  Ebenio.  vei 


cht  di( 


ndern  das  Product  der 


Quotienten  gegebei 

Oegebeae  Gleicbangeii ; 

J.  musB  foIftendeD  Umweg  macbeD.  Ee  ist,  wenn  man  (jleicbuo 
multiplicirt,  -^  =  e.g  =  h;  multiplicirt  man  wieder  mit  d,  so  hat  tu 
xt/  =  d.h  —  i,  daher  kennt  mau  y  nach  Ili. 

Beitel:   S=10,    C  =  4,    d  =  t,   s  =  2;    e»iita:y=l6,    also  a:  = 


XXVIII.  Diaidatnr  aUernm  per  alternm,  tunc  si  exierit 
qiiodcumquQ  datum,  omnia  data  esse  consequetur. 

Diuidatur  e  per  f  et  exeat  h  datuni,  diuidatur  item  ^i  per  d  et  pro- 
deat  k,  et  i  nmltiplicetiir  perc,  et  fieti;  qnia  igitur  ^  in  h  facit  c,  etiam 
&  in  it  faciet  e,  et  sie  h  in  Z  producat  a.  Si  ergo  a  diuidatur  per  h, 
exibit  l,  quod  cum  sit  datum,  erit  a  et  6  datum. 

Teibi  gratia  X  diuidatur  in  duo,  et  quarta  unius  diuidatur  per  dimi- 
diam  alterius,  et  exeat  tertia,  cuius  dimidium  quadruplicetar,  exibuntque 
duae  tertiae.  Diuidatur  ergo,  ut  aolet,  X  per  nnum  et  dnas  tertias,  et 
prouenient  TI,  et  ipse  est  uoa  portio  X, 

XXVai.  DcBgleichen,  wenn  nicht  das  Product,  sondern  der  Quo- 
tient der  aliquoten  Tbeile  gegeben  ist. 

Qegebeue  Gleichungen: 


El  iit  - 


0  iit  X  und  y  nach  XIX  bekannt, 
c-i,d  =  2.h  =  \\  dann  ist  ^  =  !. 


XXIX.    Si  numerus    datus 

n   du 

ex  toto  in  alternm,    aequale  s 

l  qua 

que  dntnm  ad  proximum. 

Sit,  nt  ex  aö  in  6  sit  quantiim 

ex  a  i 

est  qnantum,  quod  ei  ab  in  a  et  i 

n  ö,  e 

86  et  in  ab,  cumque  sit  ab  datum 

et  a 

Verbi  gratia  X  diuidatur  in  du 

0  ita. 

adrato  alte 


atque,    quod  fit 
iuB,   erit  utram- 


et  qnia,  quod  ex  ab  in  m, 
6,  erit  etiam ,  quantum  quod  ex  a  ia 
et  h  datum. 

quod  X  in  alternm  fit,  quanttlti\ 
reliquum  in  se.     Alque  X  in  se  facit  C,   cuius  dupli   duplum    suraatur, 
erunt  CCCC;    huic   addatur,    ut  «otet,    quadratum    X,    et  erunt   D,, 
extrahatur  radix  ad  proximum,    et  erit  XXII  et  tertia,    de  qno  tojj| 
et  reliqui  medielas  erit  VI  et  seita,    et  ipsum  erit  maior  porcj 


3eDda  ( 


.    nahei 


XXiX.    Ebensi 
ilen  bekannt  i»t,  ds 
n  Quadrate  der  zwei 

Gegebene  Qleicbnngen. 


gewählt  und  darauf  das  „ihnen  gegenüberliegende "  Centrmn  des  Strahlen- 
büschela  bestimmt,  —  daa  andere  Mal  wird  nmgekehrt  verfabren.  Die  leiste 
Methode  gab  Chasles  ohne  Beweis,  der  vorliegende  des  Verfassers  ist  neu. 

Kine  uiDfussende  Untersuchung  derTangenteaquadrnpel  fUhrt  zur  Hesse - 
sehen  Configuration  (4,  3)|5.  Die  vier  Berühningspunkte  eines  Quadrupels 
lassen  sich  auf  drei  verschiedene  Weisen  zu  Paaren  ordnen  und  die  Piiokte 
eines  jeden  Paares  sind  conjugirt  in  dem  anfönglicb  gebrauchten  Sinne, 
Diese  Bemerkung  führt  auf  die  drei  verschiedenen  Systeme  conjngirter 
Punktpaare,  welche  es  auf  der  Curve  giebt,  und  zur  Eintheilung  dieser 
Curven  in  solche  elliptischen,  hyperbolischen  oder  dualen  Charakters  —  nach 
der  Art  der  Involutionen,  durch  welche  die  Curve  aas  conjugirten  Punkten 
projicirt  wird. 

Nun  werden  gestaltliche  Untersuchungen,  allerdings  nur  fOr  Curven 
dritter  Ordnung,  erledigt.  Die  Beigabe  der  dualen  Untersuchungen,  welche 
wohl  schwieriger  und  mit  Rücksicht  auf  die  von  Klein  aus  den  Classen- 
curven  abgeleiteten  Riemann'schen  Flächen  sehr  wichtig  sind,  wBre  bei 
einer  späteren  Auflage  deshalb  wünschenswerth.  Der  Charakter  der  Invo- 
lution, welcher  jeder  der  verschiedenen  Formen  zukommt,  wird  angegeben, 

Die  Polareigenschaften  werden,  ihrer  Bedeutung  entsprechend,  sehr 
eingebend  bebandelt;  als  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  wird  die 
Hesae'sche  Curve  gefunden  und  damit  die  Theorie  der  Wendepunkte  an- 
gebahnt. Erst  später  wird  diese  Theorie,  nameotlicb  was  die  Angabe  der 
Wendepunktsdreiecke  anlangt,  zum  Abschlüsse  gebracht.  Eine  Anfstellung 
der  metrischen  Specialtlille  der  bisherigen  Sätze  und  Constructionen  bildet 
eine  erfreuliebe  Beigabe. 

Die  Cayley'sche  Curve  dritter  Classe  war  sebon  früher  als  Ort  der, 
Verbindungslinien  conjugirter  Pole  der  Hesse'schen  gefunden  worden,] 
Jetzt  wird  der  Zusammenbang  beider  Curven  mit  der  Qrundcurve  nl 
untersucht. 

Den  Scblusa  des  Werkes  bilden  die  von  Küpper  und  Schonte  go* 
gebenen  Beweise  des  Steiner'achen  Schliesaung8sat;<es.  Auf  die  Behand« 
lung.  welche  der  Gegenstand  inzwischen  durch  Fiedler  im  3.  Bande  seiner 
„Darstellenden  Geometrie",  §  56,  und  zwar  zugleich  für  die  Raumcorveoi 
vierter  Ordnung  erster  Art,  als  deren  Projectionen  die  allgemeinen  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  und  die  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten sich  ergeben,  erfahren  haben,  sei  schon  an  dieser  Stelle  hingewiesen. 

Hannover.  C.  Rodenbbro. 


t 


hben  nnd  Lehrsätze   ans  der   analytisoheii   Qeometrie  des  Banmok^ 
insbesondere    der  Flächen  zweiten  Grades.     Für  Studirende  an  •" 
versitKten  und  technischen  Hochschulen  bearbeitet  von  Dr, 
Professor,     Leipzig,  Teuliner. 


Historiseb- literarische  Abtheilung. 


SXVn.  Ebemo,  wen. 

Quotienteo  gegebea  ist. 

Gegebene  GleichtugeD: 


Indern  da»  Product  de) 


^.  y_- 


J.  mnas  folüenden  Umweg  macben.  Es  iit,  wenn  man  Uleidiuag  2  mit  e 
multiplicirt,  -^=:e.g  =  h;  maltipUcirt  mau  nieder  mit  d,  bo  hat  man  endlicti 
xy  =  d.h  ~  l,  daher  kennt  man  y  nach  £[[. 

BeUpid:   s=10,    c-\.    d  =  a,   g  =  i;    ea   ist  a:y=16.    a!ao   j^  =  8,   y  =  ä. 


XXyill.  Diuidatnr  alterum  per  alteram.  tunc  si  exierit 
qnodcnmi^ue  datum,  omnia  data  esse  consequetiir. 

Diuidatur  c  per  f  et  exeat  h  datum,  diuidatur  itera  h  per  d  et  pro- 
deat  h.  et  k  miiUiplicetur  perc,  et  ßetZ;  qaia  igitur /"  in  h  facit  e,  etiam 
6  in  J;  faciet  e,  et  sie  b  in  l  producat  a.  Si  ergo  a  diuidatur  per  6, 
exibit  l,  quod  cum  sit  datum,  erit  a  et  6  datum. 

Vetbi  gratia  X  diuidatur  in  duo,  et  quarta  unius  diuidatur  per  dimi- 
dium  alterius,  et  exeat  tertia,  cuiiis  dimidium  quadrupUcetur,  exibuntque 
duae  tertiae.  Diuidatur  ergo,  ut  sotet,  X  per  unam  et  dnas  tertiae,  et 
proiienient  TI,  et  ipse  est  uua  poi'tio  X. 

XXVni.  Desgleichen,  wenn  nicht  das  Product,  Bondern  der  Quo- 
tient der  aliquoten  Theile  gegeben  iat. 

Gegebene  Gleichungen: 

'  +  ••-•■    T'f-»- 


Eb  ist  —  =  ^^  1  alio  iat  x  und  v  nach  XIX  bekannt, 
yd 

Beispiel:    »=  10,  c  -  4,  (J==2.  Ä  =  i;  dann  ist  ^  =  S 


also  X  =  i,  y  = 


XXIX.  St  numerus  datus  in  duo  diuidatur  atque,  quod  fit 
ex  toto  in  alterum,  aequale  Bit  quadrato  alterius,  erit  utrum- 
qae  datum  ad  proximum. 

Sit.  ut  ex  ab  in  h  sit  quantum  ex  a  in  se;  et  quJa,  quod  ex  ah  in  se, 
est  quantum,  quod  ex  ab  in  a  et  in  h,  erit  etiam,  quantnm  qnod  ex  a  in 
se  et  in  ah,  cumque  sit  ah  datum,  et  a  et  b  datum. 

Verbi  grntia  X  diuidatur  in  duo  ita,  quod  X  in  alteram  fit,  quantum 
reliquum  in  se,     Ätque  X  in  se  facit  C.   cuius  dupti    duplum    sumatur, 
erunt  CCCC;    huic   addatur,    ut  solet,    quadratum    X,    et   erunt    '. 
extrahatur  radix  ad  proximum,   et  erit  XXII  et  tertia,   de  quo  I 
et  reliqui  medietas  erit  VI  et  sexta,    et  ipsom  erit  maior  porcloni 
ducenda  est  in  se. 


Dt  D,    cuias     ^ 
)  tollatur  ^^^1 


XXIS.    Eb 

n  Quadrate  der  zweit 
Gegebene  Gleicbangeo: 


it,  da: 


wenn  wir  nicht  es  für  Pflicht  hielten,  wenigstens  einige  der  neu  biDin^oin- 
teneD   Dinge    kurz   anzDäeoten.     Eine   ganze  Anzahl   von   ZiisStzen    bezieht 

sich  auf  Äusnahmefölle.  „Wenn  man,  um  die  Anwendung  eines  Satzes  an 
einem  Beispiele  zu  zeigen,  während  der  VorieGuug  irgend  eine  Gieichnng 
aas  dem  Kopfe  hinschreibt,  so  trifft  man  gewöhnlich  auf  einen  Ausnahme- 
fall, bei  dem  die  Sache  nicht  geht."  So  sagte  uns  einmal  einer  unserer 
ersten  deutschen  Mathematiker,  und  er  setzte  mit  nicht  geringem  Rechte 
hinzu,  diese  Ausnahmen  seien  gerade  am  interessantesten.  Herr  Natani 
bat  nun  solche  Beispiele  mehrfach  eingeschaltet.  So  behandelt  er  den  Fall, 
in  welchem  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  eine  Ebene 
Linienpaare  geschnitten  wird,  den  Dcbergang  der  Tangentenebene  in  einen 
Tangen tenke gel ,  den  Ausnahmefall,  in  welchem  zwar  der  Meusnier' 
aber  nicht  mehr  der  Euler'sche  Satz  Geltung  hat,  den  üebergang 
Krümmungslinien  des  Ellipsoids  in  dessen  Nubeipunkte  u.  s.  w.  Andi 
Zusätze  gelten  mechanischen  und  optischen  Untersuchungen,  wodurch  z.  Brj 
die  Wellenfläche  dem  Leser  bekannt  wird.  Weit  ausführlicher  als  in  deB" 
II.  Auflage  ist  die  Lehre  von  der  Evolution  behandelt,  die  an 
schiedensten  Stellen  wiederkehrt.  Endlich  fuhren  wir  aus  dem  Anhan) 
der  gleichfalls  neben  deu  Zusätzen  im  fortlaufenden  Texte  beibehalten  ge-' 
blieben  ist,  eine  ganz  neue  Abhandlung  an  über  die  Aufgabe,  den  Punkt 
zu  finden,  dessen  Summe  der  Entfernungen  von  n  gegebenen  Baumpunkten 
ein  Minimum  sei.  Wir  haben  damit  keineswegs  alle  neu  hinzugetretenen 
Dinge  erschOpft;  der  Leser  wird  bei  genauer  Vergleicbung  vielmehr  fiuden, 
dass  auch  in  solchen  Paragraphen,  welche  ihren  Inhalt  beibehalten  haben> 
durch  kleine  Aenderungen  Neues  eingefügt  ist,  kurzum  dass,  wi 
Anfange  es  andeuteten,  Verleger  und  Herausgeber  sich  nicht  zu  scbeaeB 
gehabt  hätten ,  wenn  sie  statt  „vermehrte"  Auflage  auf  das  Titelblatt  gesetskj 
hätten  „vermehrte  und  verbesserte  Auflage".  Cantor 


^^^^^HBohi 


n  periodo  snreo   della  geometria  greoa.     Saggio  storico  di  Gino  Loru, 
Prof.  di  Geometria  superiore  nell'  Dniversita  di  Genova.    Torioo  1890; 
Carlo  Clauseu.     79  pag.     Estratto   dalle  Memoria  della  Reale  Acc»- 
demia  delle  Scienze  di  Torino  Serie  II,  Tom.  XL. 
Referent  hat  1867  unter  dem  Titel  „Euclld  und  sein  Jahrhundert"  eine 
Studie  veröffentlicht,  in  welcher  die  Leistungen  der  vier  grossen  griechischen 
Geometei:  Eilclid,  Archimed,  Eratostbenes,  Apollonius  geschildert 
waren.     Ungefähr  den  gleichen  Inhalt  besitzt  die  heut«  vorliegende  Abhand- 
lung, und  um  so  interessanter  ist,  wenigstens  für  den  Referenten,  der 
gleich    gewesen,    wieviele   und    welche    Arbeiten    in   den   Anmerkungen 
geführt   werden    konnten,    welche  zwischen  1867  und  1890  an  die  Oefl'e&l 
lichkeit    traten,    und    ferner   welche    Veränderungen    in  den    gescbicbtliohi 
lohanongen  diese  Arbeiten  hei;vor brachten.     Wir  glauben  es  aussprei 


1 


F: 


sein,*  doch^ mit  der  mathematiscfaeu  Sprache  vertraut  sind.  Da  trnnt  er, 
meinen  wir,  <loch  eiaem  aUzugroäGen  Kreise  Kenntnisse  za,  welcbe  diese 
Verbreitung  nicht  besitzen.  Mnthematiber  aber  werden  mit  wahrem  Genüsse 
die  verbHltnissmSssig  leiobt  geschriebene  Darstellung  der  verschiedenen  Me- 
thoden Riesen ,  welcbe  man  im  Laufe  der  Jahrhunderte  anwandte,  die  Auf- 
gabe von  der  Quadratur  des  Zirkels  zu  lösen,  beziehungsweise  die  Unmög- 
lichkeit der  Lösung  nachzuweisen.  Vielleicht  wäre  bei  Erörterung  der 
V i e t a'schen  Formel  es  angezeigt  gewesen ,  eine  Untersuchung  über  die 
Convergenz  des  eigentbltmlicb  gebauten  Ausdruckes  einzuschalten,  eine  Untfir- 
suchung,  die  unseres  Wissens  noch  niemals  veröffentlicht  worden  ist,  so 
nothwendig  3te  erscheint,  unter  den  Versuchen ,  die  Transcendenz  der 
Zahl  71  zu  beweisen,  steht  der  von  Lambert  obenan.  Herr  Rudio  hat 
mit  Becht  ausführlicher  Ober  ihn  berichtet,  als  es  sonst  Uebung  ist.  Wir 
vermissen  dagegen  die  Erwähnung  tod  Eisensteiu's  Abhandlung  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  1852,  S.  441 — 443.  Eine  Neuauf- 
nahme des  Versuches,  die  dort  ausgesprochenen  Sätze  Über  Transcendenz 
von  Functionen,  die  in  Reihen  von  einer  gewissen  Form  sich  entwickeln, 
EU  beweisen,  scheint  um  so  wilnschenswerther ,  nachdem  die  Hermite- 
Lindemann'schen  Ergebniase  einem   besondern  Falle  Wahrheit  gesichert 


haben. 


Cantor. 


F.  MoHB,  Vermessungsrevisor  a.  D.,  Das  enthlUlte  Qebeimniis  der  Pythia 

oder  die  Kunst,  ohne  KeDotniss  der  lateinischen  Sprache  auf  mathe- 
matischem   Wege    lateinische    Hexameter    zu    machen,    die    zugleich 
weissagend    auf  eine   voigelegte  Frage  Antwort   geben.      Mit  einem 
Vorwort  von  Dr.  A.  ähthok.     Hannover,  Scbmorl  &  v.  Seefeld  Nachf. 
1890.     15  S. 
Die  Verse,    welche  diesem  Orakel  zur  Verfügung  stehen,  habe  ich  zu 
sammenzu  st  eilen  vermocht.     Es  sind  neun  Hexameter,  von  denen  jeder  aus 
aecba  Worten ,  bez.  Wortgruppen  bestobt.     Die  Hexameter  bezeichne  ich  mit 
arabischen  und  die  Wortgruppen  mit  römischen  Ziffern. 


I 


n 


VI 


1. 

Pico 

eteoim 

fauBto 

rurapet  tibi 

foedera 

fatum. 

2. 

Ista 

peti> 

cnpido 

talia 

casus. 

8. 

Ecce 

licite 

□Oll  indet 

proapeca 

numen. 

4. 

Tanta 

nimiB 

dubie 

solvet  tibi 

commoda 

SjduB. 

6. 

Forte 

lubeng 

voti» 

promittit 

gaudia 

bic  ann 

6. 

Jure 

Batia 

certo 

praedicit 

jubila 

thema. 

7. 

Hille 

magia 

i    vovet  tibi 

aoecula 

Carmen. 

8. 

Nonne 

optaa 

vitae 

non  reddet 

tempuH. 

9. 

Credo 

quidem 

merito 

,domibit 

debita 

coelum. 

I 


Diefle  Verse   sind   so  gebaut, -'dass  jede  Wortgruppe  eines  HexaauH 
mit    der    entsprechenden    Wortgroppe  jedes   andern    Heiameters   vertaat 


Historisch- literarische  Abtheilung. 

zu  dOrfen,  iaas  die  Veröffentlich  an  gen  weit  zahlreicher  waren,  als  die  dnrch 

dieselben  nothwendig  gewordenen  AenderangeQ,  und  da  auch  UDBere  eigene 
Studie  wesentlich  Neues  nur  in  geringer  Menge  enthielt,  so  zeigt  sich,  dass 
das  Wissen  von  dem  Standpunkte  der  Mathematik  zur  grossen  griechischen 
Zeit  vor  etwa  3Ü  Jahren  schon  ebenso  gesichert  war,  wie  heute.  Soll 
damit  gesagt  nein ,  es  sei  gar  kein  Fortschritt  vorbanden,  und  Herrn  Loria'a 
Schrift  eine  UberfiUssige?  Gewisa  nicht.  Der  Fortschritt  seit  1867,  ja  seit 
1880,  wenn  wir  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  unseres  I.  Bandes  der  Vor- 
lesungen Über  Geschichte  der  Mathematik  betoueu  dürfen ,  ist  unverkennbar, 
aber  (ür  die  von  Herrn  Loria  behandelte  Zeit  nur  mittelbar  von  Bedeu- 
tung. Neues  ist  entdeckt  worden  aus  der  Zeit  vor,  aus  der  Zeit  noch  dem 
grossen  Jahrhundert  und  bat  die  Auffassung  mancher  seiner  Erscheinungen 
Hadern  mtlssen.  Herr  Loria  hat  von  allen  diesen  Arbeiten  Kenntniss  ge- 
nommen uud  sie  in  seiner  Abhandlung  zur  Kenntniss  gebracht.  —  Die  am 
weitesten  von  der  früheren  Meinung  sich  entfernende  Auffassung  ist  die  von 
Herrn  Zeuthen  in  seinem  Werke  von  1886;  n^^'^  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum"  vertretene.  TtefL-rent  schätzt  dieses  Werk  als  das  eines 
glanzenden  Geometers,  welcher  gezeigt  hat,  dass  mit  dem  Handwerkazeuge 
der  Griechen  Kunstwerke  der  heutigen  Industrie  sich  herstellen  lassen.  Der 
Beweis,  dass  die  Griechen  selbst  diese  Kunstwerke  hervorbrachten,  hat  uns 
nicht  überzeugen  können.  Wir  waren  um  so  gespannter  darauf,  wie  Herr 
Loria  eich  zu  den  betreffenden  Fr^en  stellt,  aber  eine  Entscheidung  in 
dem  einen  oder  dem  andern  Sinne  fanden  wir  nicht,  eher  ein  Non  liquel, 
und  wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  solches  sei  in  der  That  fUr's  Erste 
Herrn  Loria's  Standpunkt.  Wir  sind  aber  auch  weiter  berechtigt,  anzu- 
nehmen, Herr  Loria  werde  seine  Forschungen  Über  griechische  Geometrie 
fortsetzen,  und  wir  freuen  uns  zum  Voraus  auf  seine  weiteren  Arbeiten  auf 


diesem  Gebiete. 


Cantor. 


Oaa  Problem   von   der  Quadrattir   des  Zirkels   von  Prof.  Dr,  F.  Budio. 
Zürich  1890.     51  S. 

Wir  haben  in  Bd.  XXXtV  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  152, 
eine  Abhandlung  des  Herrn  Schubert  besprochen,  mit  welcher  die  des 
Herrn  Itudio  manche  Äehnlichkcit  besitzt.  Herr  Rudio  stellt  dieses  so 
wenig  in  Abrede,  dass  er  seinen  Vorgänger  wiederholt  anführt.  Es  wäre 
aber  sehr  ungerecht,  wollte  man  nur  die  Verwandtschaft  zwischen  beiden 
kleinen  Schriften  hervorheben.  Wir  sagten  im  XXXIV.  Bande, 
nicht  Mathematiker  zu  sein,  um  die  Schu  bert'sche  Studie  zu 
Wir  werden  uns  wohl  hüten,  das  Gleiche  von  der  Rudio'schen 
lung  zu  behaupten,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,   zu  dem  Herrn  Verf 

Art   von  Widerspruch    zu    geralhen,    da  dieser  in  der  Anr 
8.  1   aar  nolcbe  Leser  beansprucht,  we\cte,  ohne  gerade  I 


Historisch  -  literarische  Abtheiluug. 

KU  dürfen,  dus  die  YerCffentlichongeD  weit  zahlreicher  waren,  als  die  darch 

dieselben  nothwendig  gewordenen  Aenduruagen ,  und  da  auch  unsere  eigene 
Studie  wesentlich  Neues  nur  in  geringer  Menge  enthielt,  so  zeigt  sich,  dass 
das  Wiüsen  von  dem  Standpunkte  der  Mathematik  zur  grossen  griechischen 
Zeit  vor  etwa  30  Jahren  schon  ebenso  gesichert  war,  wie  heute-  Soll 
damit  gesagt  sein,  es  sei  gar  kein  Fortschritt  vorhanden,  und  Herrn  Loria's 
Schrift  eine  überflüssige i"  Gewiss  nicht.  Der  Fortschritt  seit  1867,  ja  seit 
1880,  wenn  wir  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  unseres  1.  Bandes  der  Vor- 
lesungen über  Geschichte  der  Mathematik  betonen  dürfen,  ist  unverkennbar, 
aber  fUr  die  von  Herrn  Loria  bebandelte  Zeit  nur  mittelbar  von  Bedeu- 
tung, Neues  ist  entdeckt  worden  aus  der  Zeit  vor,  aus  der  Zeit  nach  dem 
grossen  Jahrhundert  und  hat  die  Auffassung  mancher  seiner  Erscheinungen 
Hndcrn  mUssen.  Herr  Loria  hat  von  allen  diesen  Arbeiten  Kenntnias  ge- 
nommen und  sie  in  seiner  Abhandlung  zur  Kenntniss  gebracht.  —  Die  am 
weitesten  von  der  früheren  Meinung  sich  entfernende  Auffassung  ist  die  von 
Herrn  Zeuthen  in  seinem  Werke  von  1886:  „Die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum"  vertretene.  Referent  schätzt  dieses  Werk  als  das  eines 
glänzenden  Geometers,  welcher  gezeigt  hat,  dass  mit  dem  Haedwerkszeuge 
der  Griechen  Kunstwerke  der  beutigen  Industrie  sich  herstellen  lassen.  Der 
Beweis,  dass  die  Griechen  selbst  diese  Kunstwerke  hervorbrachten,  hat  uns 
nicht  überzeugen  können.  Wir  waren  um  so  gespannter  darauf,  wie  Herr 
Loria  sich  zu  den  betreffenden  Fragen  stellt,  aber  eine  Entscheidung  in 
dem  einen  oder  dem  andern  Sinne  fanden  wir  nicht,  eher  ein  Non  liquet, 
und  wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  solches  sei  in  der  That  für's  Erste 
Herrn  Loria's  Standpunkt.  Wir  sind  aber  auch  weiter  berechtigt,  anzo- 
nebmen,  Herr  Loria  werde  seine  Forschungen  über  griechische  Geometrie 
fortsetzen,  und  wir  freuen  uns  zum  Voraus  auf  seine  weiteren  Arbeiten  auf 


L  Gebiete. 


Caktoe. 


Dai  Problem  von   der  Qnadratnr   des  Zirkel*    von  Prof.  Dr.  F.  Budii 

Zürich  1890.  51  S. 
Wir  haben  in  Bd.  XXXIV  dieser  Zeitaobrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  152, 
eine  Abhandlung  des  Herrn  Schubert  besprochen,  mit  welcher  die  des 
Herrn  Rudio  manche  Acbnlichkoit  besitzt.  Herr  Rudio  stellt  dieses  so 
wenig  in  Abrede,  dass  er  seinen  Vorg&ni^er  wiederholt  anführt.  Es  wäre 
aber  sehr  ungerecht,  wollte  man  nur  die  Verwandtschaft  zwischen  beiden 
kleinen  Schriften  hervorheben.  Wir  sagten  im  XSXIV.  Bande,  man  brauche 
nicht  Mathematiker  zu  sein,  um  die  Schubert 'sehe  Studie  zu  verstehen. 
Wir  werden  uns  wohl  hüten,  das  Gleiche  von  der  Rudio'scheu  Abhand- 
''  '*u  behaupten,  selbst  auf  die  Gefahr  bin,  zu  dem  Herrn  Verfasser  in 
:t  von  Widerspruch  zn  geralhen,  da  dieser  in  der  Anmerkung  auf 
rr  fioJ^i^Lwe^Wiuiefruclit,   we\cb^,   o^me  gerade  Mathematiker  zq_ 


Ji 
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B«ii,f  docb^mit  der  matbematiBclieii  Sprache  vertraat  sind.  Da  traut  er, 
memen  vfir,  doch  eiaem  atlzngrosBea  Kreise  Kenntnisse  za,  welche  dieae 
TerbreituDg  nicht  besitzen.  Mathematiker  aber  werden  mit  wahrem  Genüsse 
die  Terhältnissmässig  leicht  geschriebene  Darstellnng  der  verschiedenen  Me- 
thoden^ lesen ,  welche  man  im  Laufe  der  Jahrhunderte  anwandte,  die  Auf- 
gabe von  der  Quadratur  des  Zirkels  zu  lösen,  beziehungsweise  die  ünmög- 
liebkeit  der  Lösung  nachzuweisen.  Vielleicht  wäre  bei  Erörterung  der 
V i e t a'scben  Formel  es  angezeigt  gewesen ,  eine  Untersuchung  über  die 
Convergenz  des  eigenthümlich  gebauten  Ausdruckes  einzuschalten,  eine  Unter- 
ancbung,  die  unseres  Wissens  noch  niemals  veröffentlicht  worden  ist,  ao 
notbwendig  sie  erscheint.  Unter  den  Versuchen,  die  Transcendenz  der 
Zahl  n  zu  beweisen,  steht  der  von  Lambert  obenan.  Herr  Rudio  hat 
mit  Recht  ausfuhrlicher  über  ihn  berichtet,  als  es  sonst  üebung  ist.  Wir 
vermissen  dagegen  die  Erwähnung  von  Eisenstein 's  Abhandlung  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  1852,  S.  441— 443.  Eine  Neuauf- 
nahme des  Versuches,  die  dort  aosges  pro  ebenen  Sätze  Über  Transcendenz 
von  Functionen,  die  in  Reihen  von  einer  gewissen  Form  sich  entwickeln, 
zu  beweisen,  scheint  um  so  wUnschenswerther ,  nachdem  die  Her  mit  e- 
Lindemann'scfaen  Ergebnisse  einem  besondern  Falle  Wahrheit  gesichert 
''*^«''-  Cantor. 

F.  MoHB,  Vermessungsrevisor  a.  D.,  Dai  entblUlta  aebaimnits  der  Pythia 

oder  die  Kunst,  ohne  Kenntnisa  der  lateinischen  Sprache  auf  mathe- 
matischem   Wege    lateinische    Hexameter    xu    machen,    die    zugleich 
weissagend    auf  eine   vorgelegte  Frage  Antwort  geben.      Mit  einem 
Vorwort  von  Dr.  A.  Autbor.     Hannover,  Schmorl  &  v.  Seefeld  Nacbf. 
1890.     15  S. 
Die  Verse ,    welche  diesem  Orakel  zur  Verfügung  stehen , 
sammenzustellen  vermocht.     Es  sind  neun  Hesameter,  von  denen  j 
sechs  Worten ,  bez.  Wortgruppen  besteht.     Die  Hmameter  bezeichne 
arabischen  und  die  Wortgruppen  mit  römischen  Ziffern, 


1 

I 


I 
Dico 


U 


m 


etenim     fanato 


3.  lata 

8.  Ecce 

i.  Tanta 

b.  Forte 

1.  Hille 

8,  Nonne 

9.  Credo 


IV 
mpet  tibi     foedera 
implebit        taiia 


EOlret  tibi 
promittit 
praedicit 


Diese  Verse   sind    so  gebaut, '^dass  jede  Wortgi 

der  entsprechenden   Wortgruppe  jedes  andein.  üeiwßft^a^*  -««i 


zu  dürren,  daas  die  Yeröffeatlicbungen  weit  zahlreicber  waren,  ala  die  darch 
dieselben  nothwondig  gewordenen  Aenderangen,  nnd  da  auch  unsere  eigene 
Studie  weg^ntlicb  Neues  nur  in  geringer  Menge  entbielt,  so  zeigt  sieb,  dass 
das  Wissen  von  dem  Standpunkte  der  Matbematik  zur  grossen  griechischen 
Zeit  vor  etwa  30  Jahren  schon  ebenso  gesichert  war,  wie  heute.  Soll 
damit  gesagt  sein ,  es  sei  gar  kein  Fortschritt  vorbanden,  und  Herrn  Loria'a 
Schrift  eine  UberßQssige?  Gewiss  nicht.  Der  Fortschritt  seit  1867,  ja  seit 
1880,  weun  wir  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  iioaeres  1.  Bandes  der  Vor- 
lesungen Ober  Geschichte  der  Mathematik  betonen  dürfen,  ist  unverkennbar, 
aber  ftlr  die  von  Herrn  Loria  behandelte  Zeit  nur  mittelbar  von  Bedeu- 
tung. Neues  i^t  entdeckt  worden  aus  der  Zeit  vor,  aus  der  Zeit  nach  dem 
grossen  Jahrhundert  und  hitt  die  Auffassung  mancher  seiner  Erscheinungen 
Sndern  müssen.  Herr  Loria  hat  von  allen  diesen  Arbeiten  Kenntuiss  ge- 
nommen und  sie  in  seiner  Abhandlung  zur  Kenntniss  gebracht.  —  Die  am 
weitesten  von  der  früheren  Meinung  sich  entfernende  Auffassung  ist  die  von 
Herrn  Zeutben  in  seinem  Werke  von  1S86:  „Die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum"  vertretene,  ßeferent  schätzt  dieses  Werk  als  das  eines 
glUnzendeo  Geometers,  welcher  gezeigt  bat.  dass  mit  dem  Hacidwerkszeuge 
der  Griechen  Kunstwerke  der  heutigen  Industrie  sich  herstellen  lassen.  Der 
Beweis,  dass  die  Griechen  selbst  diese  Kunstwerke  hervorbrachten,  hat  uns 
nicht  überzeugen  können.  Wir  waren  um  so  gespannter  darauf,  wie  Herr 
Loria  eich  zu  den  betreffenden  Fr^en  stellt,  aber  eine  Entscheidung  in 
dem  einen  oder  dem  andern  Sinne  fanden  wir  nicht,  eher  ein  Non  liquet, 
und  wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  solches  sei  in  der  Tbat  fOr's  Erste 
Herrn  Loria's  Standpunkt.  Wir  sind  aber  auch  weiter  berechtigt,  anzu- 
nehmen, Herr  Loria  werde  seine  Forschungen  über  griechische  Geometrie 
fortsetzen,  und  wir  frenen  nnB  znm  Voraus  auf  seine  weitereu  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete.  ^Ain-OR. 


Sa«  Problem   von   der   ftnadratar  des  Zirkela    von  Prof.  Dr.  F.  Budio. 

Zürich  1890.  51  S. 
Wir  haben  in  Bd.  XXXIV  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  152, 
eine  Abhandlung  des  Herrn  Schubert  besprochen,  mit  welcher  die  des 
Herrn  Budio  manche  Aehnlichkcit  besitzt.  Herr  Rndio  stellt  dieses  so 
wenig  in  Abrede,  dass  er  seinen  Vorgänger  wiederholt  anführt.  Es  wäre 
aber  sehr  ungerecht,  wollte  man  nur  die  Verwandtschaft  zwischen  beiden 
kleinen  Schriften  hervorheben.  Wir  sagten  im  XXXIV.  Bande,  man  brauche 
nicht  Mathematiker  zu  sein,  am  die  Schubert'scbe  Studie  xu  verstehen. 
Wir  werden  uns  wohl  hüten,  das  Gleiche  von  der  Rudio'scheu  Abhand- 
lung zu  behaupten,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  zu  dem  Herrn  Verfasser  in 
P''  1  Widerspruch    zu   gerat  hen,    da  dieser  in  der  Anmerkung  auf 

I  Leser  beansprucht,  we\cVi«,  n\nie  gerade  Mathematiker  z 


BecensioDei]. 

sü&.f  doebjmit  der  mathematiBchen  Sprache  vertraut  sind.  Da  traut  er, 
meiuen  wir,  doch  einem  atlzugroäsea  Kreise  Kenntniase  za,  welche  diese 
Verbreitung  nicht  besitzen.  Mathematiker  aber  werden  mit  wahrem  Genüsse 
die  verhältnissmässig  leicht  geschriebene  Darstellung  der  verschiedenen  Me- 
thodenllesen ,  welche  man  im  Laufe  der  Jahrhunderte  anwandte,  die  Auf- 
gabe 7on  der  Quadratur  des  Zirkels  zu  lösen,  beziehungsweise  die  Unmög- 
lichkeit der  Lösung  nachzuweisen.  Vielleicht  w&re  bei  Erörterung  der 
V i e t a'sehea  Formel  es  angezeigt  gewesen ,  eine  Untersuchung  über  die 
Convergenz  des  eigenthümüch  gebauten  Ausdruckes  einzuschalten,  eine  Unter- 
suchung, die  unseres  Wissens  noch  niemals  veröffentlicht  worden  ist,  so 
Dothwendig  sie  erscbeint.  Unter  den  Versuchen,  die  Transcendenz  der 
Zahl  71  zu  beweisen,  steht  der  von  Lambert  obenan.  Herr  Rudio  bat 
mit  Recht  ausfuhrlicher  Ober  ihn  berichtet,  als  es  sonst  Uebung  Ut,  Wir 
vermissen  dagegen  die  Erwähnung  von  Eiaenstein'a  Abhandlung  in  den 
Monataberichten  der  Berliner  Akademie  1852,  S.  441 — 443.  Eine  Neuauf- 
nahme des  Versuches,  die  dort  aaegesprochenen  Sätze  über  Transcendenz 
von  Functionen,  die  in  Reihen  von  einer  gewissen  Form  sich  entwickeln, 
zu  beweisen,  scheint  um  so  wUnschenswertber,  nachdem  die  Hermite- 
Lindemann 'sehen  Ergebnisse  einem  besondern  Falle  Wahrheit  gesichert 
'"''>'"'■  Cantor. 


F.  Mobs,  Vermessnngsrevisor  a.  D.,  Dai  enthtUlte  OeheinmÜB  der  Fythia 

oder  die  Kunst,  ohne  Kenntniss  der  lateinischen  Sprache  auf  mathe- 
matischen)   Wege    lateinische    Hexameter    /u    machen,    die    zngleich 
weissagend   auf  eine   vorgelegte  Frage  Antwort  geben.      Mit  einem 
Vorwort  von  Dr.  A.  Amthor.     Hannover,  Schmorl  &  v.  Seefeld  Nachf. 
1890.     lö  S. 
Die  Verse ,    welche  diesem  Orakel  zur  Verfügung  stehen ,  habe  ich  zu 
sammen zustellen  vermocht.     Es  sind  neun  Hexameter,  von  denen  jeder  aus 
sechs  Worten,  bez.  Wortgruppen  besteht.     Die  Hexameter  bezeichne  ich  mit 
arabischen  nnd  die  Wortgruppen  mit  römischen  Ziffern. 


I 
I 


IV 


1. 

Dico 

etenim 

fausto 

rumpet  tibi 

foedera 

2. 

lata 

petis 

cupido 

taha 

8. 

Ecce 

sciaa 

Ucite 

QOn  indet 

prospera 

4. 

TanU 

oimia 

dubie 

eolvet  tibi 

commoda 

Ö. 

Forte 

lubens 

votia 

promittit 

gaudia 

fl. 

Jnre 

aatis 

corto 

praedioit 

Jubila 

7. 

Mille 

magia 

dominan 

vovet  tibi 

soecnU 

8. 

Nonne 

opta» 

viUe 

non  reddet 

proemia 

9, 

Credo 

quidem 

merito 

,donabit 

debita 

Verse  sind   so  gebaut,'. dass  je 
sprechenden   Wort^ruppe  jede 


VI 


e  Wortgruppe  eines  UexameteraJ 
i  andern  fiexamBteT*  '««t^wa.'tf^ 


SU  dOrfen,  dass  die  YerOffentlichungeD  weit  zahlreicher  warea ,  als  die  durch 
dieselben  nothwecdig  gewordenen  Aenderungen ,  und  da  auch  unsere  eigene 

Studie  wesentlich  Neues  nur  in  geringer  Menge  enthielt,  so  zeigt  sieb,  dasa 
das  Wi-isen  von  dem  Standpunkte  der  Mathematik  zur  grossen  griechischen 
Zeit  vor  etwa  30  Jahren  schon  ebenso  gesichert  war,  wie  heute.  Soll 
damit  gesagt  sein,  es  sei  gar  keiu  Fortschritt  vorhanden,  und  Herrn  Loria's 
Schrift  eine  UberQUsaige?  Gewiss  uicht.  Der  Fortschritt  seit  1867,  ja  seit 
1880,  wenn  wir  die  Jahreszahl  des  Erscheineos  unseres  1.  Bandes  der  Vor- 
lesungen Über  Geschichte  der  Mathematik  betonen  dürfen ,  ist  unverkennbar, 
aber  fUr  die  von  Herrn  Loria  behandelte  Zeit  nur  mittelbar  von  Bedeu- 
tung, Neues  ist  entdeckt  worden  aus  der  Zeit  vor,  aus  der  Zeit  nach  dem 
grossen  Jahrhundert  und  bat  die  Auffassung  mancher  seiner  Erscheinungen 
Kndern  müssen.  Herr  Loria  hat  von  allen  diesen  Arbeiten  Kenntniss  ge- 
nommen und  sie  in  seiner  Abhandlung  zur  Kenntniss  gebracht.  —  Die  am 
weitesten  von  der  früheren  Meinung  sich  entfernende  Auffassung  ist  die  von 
Herrn  Zeuthen  in  seinem  Werke  von  188ö;  „Die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum"  vertretene.  Referent  ücIiBtzt  dieses  Werk  als  dos  eines 
glänzenden  Geometers,  welcher  gezeigt  bat,  dass  mit  dem  Hand  werk  szeuge 
der  Griechen  Kunstwerke  der  heutigen  Industrie  sich  herstellen  lassen.  Der 
Beweis,  dass  die  Griechen  selbst  diese  Kunstwerke  hervorbrachten,  bat  uns 
nicht  überzeugen  können.  Wir  waren  um  so  gespannter  darauf,  wie  Herr 
Loria  sich  zu  den  betreffenden  Fragen  stellt,  aber  eine  Entscheidung  in 
dem  einen  oder  dem  andern  Sinne  fanden  wir  nicht,  eher  ein  Non  liquet, 
und  wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  solches  sei  iu  der  That  för's  Erste 
Herrn  Loria's  Standpunkt.  Wir  sind  aber  auch  weiter  berechtigt,  anzu- 
nehmen, Herr  Loria  werde  seine  Forschungen  über  griechische  Geometrie 
fortsetzen ,  und  wir  freuen  uns  zum  Voraus  auf  seine  weiteren  Arbeiten  auf 


diesem  Gebiete. 


Cahtok. 


Das  Problem   too   der   dnadratsr  des  Zirkela   von  Prof.  Dr.  F.  Budio. 
Zürich  1890.     51  S. 
Wir    haben    in   Bd.  XXXIV   dieser  Zeitschrift,    hist.-lit.  Abth.  S.  152, 

eine  Abhandlung  des  Herrn  Schubert  besprochen,  mit  welcher  die  des 
Herrn  Rudio  manche  AehnUchkoit  besitzt.  Herr  Rudio  stellt  dieses  so 
wenig  in  Abrede,  dass  er  seinen  Vorgäm^er  wiederholt  anführt.  Es  wäre 
aber  sehr  ungerecht,  wollte  man  nur  die  Verwandtschaft  zwischen  beiden 
kleinen  Schriften  hervorheben.  Wir  sagten  im  XXXIV.  Bande,  man  brauche 
nicht  Mathematiker  zu  sein,  nm  die  Schubert 'sehe  Studie  zu  verstehen. 
Wir  werden  uns  wohl  hüten,  das  Gleiche  von  der  Rudio'scbeu  Abhand- 
lung zu  behaupten,  selbst  auf  die  Gefahr  hin,  zu  dem  Herrn  Verfasser  in 
eine  Widerspruch    zu   geralhen,    da  dieser  in  der  Anmerkung  auf 

B  Leser  beansprucht,  nelcbp,  otme  geteLde  Mathematiker  za 


Beceaaionen, 


aön.f  dochjmit  der  mathematiaehen  Spracbe  vertraut  sind.  Da  traut  t 
meinen  wir,  doch  einem  allzugrosaea  Kreise  Kenntnisse  za,  wekbe 
Verbreitung  nicht  besitzen.  Mathemiitilier  aber  werden  mit  wabrem  Genitsse 
die  verhältnissmSäsig  leicht  geschriebene  Dar^itellung  der  verscbie 
tboden^lesen ,  welche  man  im  Laufe  der  Jahrhunderte  anwandte,  die  Auf- 
gabe von  der  Quadratur  des  Zirkels  zu  ISsen.  beziebangsweise  die  Ünmög- 
ücbkeit  der  Lüsung  nachzuweisen.  Vielleicht  wäre  bei  Erörterung  der 
Vieta'achen  Formel  es  angezeigt  gewesen,  eine  Untersuchung  über  die 
Convergenz  des  eigenthUmlich  gebauten  Ausdruckes  einzuschalten,  eine  Unter- 
suchung, die  unseres  Wissens  noch  niemals  veröETentlicht  worden  ist,  so 
DOthwendig  sie  erscheint.  Unter  den  Versuchen,  die  Transcendenz  der 
Zahl  it  zu  beweisen,  steht  der  von  Lambert  obenan.  Herr  Kudio  hat 
mit  Hecht  ausführlicher  über  ihn  berichtet,  als  es  sonst  Uebuag  ist.  Wir 
vermissen  dagegen  die  ErwKbnitng  von  Eisenstein'»  Abhandlung  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  1852,  8.  441 — 443.  Eine  Neuauf- 
nahme des  Versuches,  die  dort  ausgesprochenen  Sätze  tlber  Transcendenz 
von  Functionen,  die  in  Reihen  von  einer  gewissen  Form  sich  entwickeln, 
zn  beweisen ,  scheint  um  so  wünschenswertber ,  nachdem  die  He r m  i t e- 
ndemann'achen    Ergebnisse   einem    besondern    Falle  Wahrheit  gesichert 


haben. 


Cantor. 


F.  MoBR,  Vermeseungarevisar  a.  D.,  Dai  enthUlte  GeheimnisB  der  Fythia 
oder  die  Kunst,  ohne  Eenntnisa  der  lateinischen  Sprache  auf  mathe- 
matischem Wege  lateinische  Hexameter  zu  machen,  die  zugleich 
weissagend  auf  eine  vorgelegte  Frage  Antwort  geben.  Mit  einem 
Vorwort  von  Dr.  A.  Ahthob.  Hannover,  Schmorl  &  v.  Seefeld  Naohf. 
1890.  lö  S. 
Die  Verse,   welche  diesem  Orakel  zur  Verfügung  stehen,  habe  ich  zn 

sammenzusf eilen  vermocht.     Es  sind  neun  Hexameter,  von  denen  jeder  aua 

aechs  Worten ,  bez.  Wortgruppen  besteht,     Die  Hbiameter  bezeichne  ich  mit 

arabisoben  und  die  Wortgruppen  mit  römischen  Ziffern. 


1.  Dico 

2.  IsU 
B.  Ecce 
4.  Tanta 
6,  Forte 

6.  Jure 

7.  HiUe 
B.  Nonne 


etenim     fansto 
petis       cupido 


magiB 
quideni 


Credo 

Verse   aiud 
.der    entsprechend! 


IV 
rumpet  tibi 
cotnplebit 
licite  nou  indet 

dubie  «olvet  tibi 

votia  promittit 

oerto  praedicit 

dominans     vovet  tibi 
vitae  non  reddet 

merito        .donabit 


VI 


foedera 
proapera 
gaudia 
soecula 


o  gebaut, 'jdasa  jed 
Wortgruppe  jedes 


debita  coelum, 

I  Wortgruppe  eines  He 
andern  Kaiaaie,\ftTa  -sKrtb»» 


zu  darfen,  dose  die  Veröffentlichungeii  weit  zahlreicher  wareo ,  als  die  durch 
dieselben  nothwendig  gewordeoeu  Äenderaugen ,  und  da  auch  unsere  eigene 

Studi«  wesentlich  Neues  nur  in  geringer  Menge  enthielt,  so  zeigt  sich,  doss 
das  Wisaen  von  dem  Standpunkte  der  Mathematik  zur  grossen  griechischen 
Zeit  vor  etwa  3Ü  Jahren  schon  ebenso  gesichert  war,  wie  heute.  Soll 
damit  gesagt  tiein  ,  es  sei  gnr  kein  Fortschritt  vorhanden,  und  HerrnLoria's 
Schrift  eine  überflüssige?  Gewiss  nicht.  Der  Fortschritt  seit  1867,  ja  seit 
1880,  wenn  wir  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  iiuseres  I.  Bandes  der  Vor- 
lesungen über  Geschichte  der  Mathematik  betonen  dUrfen,  ist  unverkennbar, 
aber  fUr  die  von  Herrn  Loria  behandelte  Zeit  nur  mittelbar  von  Bedeu- 
tung. Neues  ist  entdeckt  worden  aus  der  Zeit  vor,  aus  der  Zeit  nach  dem 
grossen  Jahrhundert  und  hat  die  AuffaBsung  mancher  seiner  Erscheinungen 
ändern  müssen.  Herr  Loria  hat  von  allen  diesen  Arbeiten  Kenntniss  ge- 
nommen und  nie  in  seiner  Abhandlung  zur  Kenntniss  gebracht.  —  Die  am 
weitesten  von  der  früheren  Meinung  sich  entfernende  Auffassung  ist  die  von 
Herrn  Zeutben  in  seinem  Werke  von  1886:  „Die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten im  Altertum"  vertretene.  Heferent  schätzt  dieses  Werk  als  das  eines 
glänzenden  Geometers,  welcher  gezeigt  hat.  dass  mit  dem  Haodwerkszeuge 
der  Griechen  Kunstwerke  der  beutigen  Industrie  sich  herstellen  lassen.  Der 
Beweis,  dass  die  Griechen  selbst  diese  Kunstwerke  hervorbrachten,  hat  uns 
nicht  überzeugen  können.  Wir  waren  um  so  gespannter  darauf,  wie  Herr 
Loria  eich  zu  den  betreffenden  Fragen  stellt,  aber  eine  Entscheidung  in 
dem  einen  oder  dem  andern  Sinne  fanden  wir  nicht,  eher  ein  Non  liquei, 
und  wir  sind  berechtigt,  anzunehmen,  solches  sei  in  der  That  fUr's  Erste 
Herrn  Loria's  Standpunkt.  Wir  sind  aber  auch  weiter  berechtigt,  anzu- 
nehmen, Herr  Loria  werde  seine  Forschungen  über  griechische  Geometrie 
fortsetzen,  und  wir  freaen  uns  zum  Voraus  auf  seine  weiteren  Arbeiten  auf 
diesem  Gebiete.  Cantok. 


Das  Problem   von   der   ttnadratnr  des  Zirkel*   von  Prof.  Dr.  F.  Rumo. 
Zürich  1890.    51  S. 
Wir   haben   in  Bd.  XXSIV  dieser  Zeitschrift,   hist.-lit.  Äbth.  S.  152, 

eine  Abhandlung  des  Herrn  Schubert  besprochen,  mit  welcher  die  des 
Herrn  Rudio  manche  Aehnlicbkcit  besitzt.  Herr  Rudio  stellt  dieses  so 
wenig  in  Abrede,  dass  er  seinen  Vorgänger  wiederholt  anfuhrt.  Es  wäre 
aber  sehr  ungerecht,  wollte  man  nur  die  Verwandtschaft  zwischen  beiden 
kleinen  Schriften  hervorheben.  Wir  sagten  im  XXXIV,  Birade,  man  brauche 
nicht  Mathematiker  zu  sein,  nm  die  Schubert'sche  Studie  zu  verstehen. 
Wir  werden  uns  wobi  hüten,  das  Gleiche  von  der  Hudio'schen  Abhand- 
lung la  behaupten,  selbst  auf  die  Gefahr  bin,  zu  dem  Herrn  Verfasser  in 
eine  Art  von  Widerspruch  zu  gerat  hen,  da  dieser  in  der  Anmerkung  auf 
&  1   nur  aolcbe  Loser  beansprucht,  welch«,   obne  gende  Mathematiker  zn 


Bein ,{ doeh^  mit  der  matbematisoben  Sprscbe  Tertraat  sind.  Da  traut  er, 
meinen  wir,  doch  einem  allmgrosBen  Kreise  Kenntnisee  za,  welche 
Verbreitung  nicht  besitzen.  Mathematiker  aber  werden  mit  wahrem  Genüsse 
die  verhHitnissmässig  leicht  geschriebene  Darstellung  der  verschiedenen  Me- 
thoden^ lesen ,  welche  man  im  Laufe  der  Jahrhunderte  anwandte,  die  Auf- 
gabe von  der  Quadratur  des  Zirkels  zu  lösen,  beziehungsweise  die  Unmög- 
lichkeit der  Lösung  nachzuweisen.  Vielleicht  wfiro  bei  Erörterung  der 
Vieta'scben  Formel  es  angezeigt  gewesen,  eine  Untersuchung  über  die 
Convergenz  des  eigenthUmlich  gebauten  Ausdruckes  einzuschalten,  eine  Unter- 
suchung, die  unseres  Wissens  noch  niemals  veröfTe ritlicht  worden  ist,  so 
nothwendig  sie  erscheint.  Unter  den  Versuchen,  die  Transcendenz  der 
Zahl  n  zu  beweisen,  steht  der  von  Lambert  obenan.  Herr  Rudio  bat 
mit  Recht  ausführlicher  Ober  ihn  berichtet,  als  es  sonst  Uebung  ist.  Wir 
vermissen  dagegen  die  Erwähnung  von  Eieeustein's  Abhandlung  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  1S52,  S.  441— 443.  Eine  Neuauf- 
nahme des  Versuches,  die  dort  aasgeaprochenen  Slitze  über  Transcendenz 
von  Functionen,  die  in  Reiben  von  einer  gewissen  Form  sich  entwickeln, 
zu  beweisen,  scheint  um  so  wUnschenswerther ,  nachdem  die  Hermite- 
Lindemann'schen  Ergebnisse  einem  besondera  Falle  Wahrheit  gesichert 
'»'»■'■  Caktor. 
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F.  Mobs,  Vermesaungerevisor  a.  D.,  Daa  «nthttllte  Gelieimiiisi  der  Pythia 

oder  die  Kunst,  ohne  Kenntnisa  der  lateinischen  Sprache  auf  mathe- 
matischem   Wege    lateinische    Hexameter    zu    machen,    die    zugleich 
weissagend    auf  eine   vorgelegte  Frage  Antwort  geben.      Mit  einem 
Vorwort  von  Dr.  A,  Amthok.     Hannover,  Sehmorl  &  v.  Seefeld  Naobf. 
1890.     15  S. 
Die  Verae ,    welche  diesem  Orakel  zur  Verfllgung  stehen ,  habe  ich  zn 
sammen  zu  stellen  vermocht.     Es  sind  neun  Hexamet«r,  von  denen  jeder  aus 
sechs  Warten ,  bez.  Wortgruppea  besteht.     Die  Hexameter  bezeichne  ich  mit 
arabischen  and  die  Wortgruppen  mit  römischen  Ziffern. 

I  n        ni  rv  v  vi 


1. 

Dico 

etenim 

fauBto 

runipet  tibi 

foedera 

fatum. 

a. 

Ista 

peti* 

cupido 

complebit 

talia 

coBua. 

8. 

Ecce 

Bcias 

licite 

nou  iodel 

prospera 

Dumeo 

*. 

Tanta 

nimis 

dubie 

solvet  tibi 

commoda 

BjdUB. 

ö. 

Forte 

kbena 

votis 

premittit 

gaudia 

hie  am 

6. 

Jure 

Balis 

certo 

praedicit 

jabila 

thema. 

7. 

Mille 

magis 

dominana 

vovet  tibi 

soecula 

Carmen 

8, 

Nonne 

optas 

vitae 

noo  reddet 

proemia 

tempu 

9. 

Credo 

quidem 

merite 

^deuabit 

debita 

coeluni 

Diese  Verse   sind   so  gebaut, ';daas  jede  Wortgruppe  eines  HenameteraJ 
mit    der   entaprechenden   Wortgruppe  jedes  andern  U6iM06\»T%  ^«tXans^ 


werden  kann,  ohne  dctss  der  Satz  aufhört,  einen  orakelbaften  Sinn  z 
Die  Anzahl  aller  möglichen  Hexameter  ist  nach  Dr.  Amthor's  Berechnung 
531441.  Zu  einem  solchen  Kunststücke  ist  die  lateinische  Sprache  wegen 
der  prosodischen  Gestalt  ihrer  Worte  und  noch  mehr  wegen  der  Freiheit 
ihrer  Wortstellung  wie  keiue  andere  geeignet.  Die.  sechste  Stelle  jedes 
Verses  nimmt  das  Subject,  bezw,  Hauptaubject  des  Satzes  ein.  Als  Subject 
verwendet  wurde  Das,  was  etwas  zu  gewähren  vermag  (Gottheit,  Gestirn, 
Zeit.  Jahr,  Sprach  u.  A.).  In  der  fünften  Stelle  erscheint  das  Object,  d.  h. 
Das,  was  dem  Rathfragenden  gewährt  wird  (Vortheile,  Freuden.  Beloh- 
nungen u.  A.).  In  der  vierten  Stelle  findet  sich  das  Zeitwort  mit  oder  ohne 
tibi  (Dir,  d.  h.  dem  Batbfrageaden).  Das  Zeitwort  drUckt  immer  ein  Ge- 
währen aus  oder  das  Gegentheil  (rumpet,  non).  Es  ist  bezeichnend,  dasa 
unser  Orakel  unter  je  neun  Antworten  je  sechs  günstige  und  uur  je  drei 
ungünstige  ertheilt.  Die  Worte  In  den  drei  ersten  Stellen  dienen  zur  NUan- 
cirung  der  Antwort  oder  sind  blosses  Füliwerk.  Ein  paar  Mal  sind  Adjec- 
tiva  da,  die  zum  Subject  in  der  sechsten  Stelle  gehören  {labens,  ipiminans)^ 
auch  finden  sich  Adjecta,  die  sich  auf  den  Rathfragenden  (tibi)  beziehen 
[fausto,  cupiäo;  cf.  volis,  vUae).  Mit  dem  Object  stehen  gleichfalls  einige 
Worte  unmittelbar  oder  mittelbar  iu  Verbindung  {isia,  tanta,  mUk).  Die 
NüanciruBg  des  ÄuBSpruchea  ist  besonders  durch  Adverbia  vorgenommen 
(licite,  äubie,  cerlo,  merilo).  Alle  übrigen  Worte  sind  mehr  oder  weniger 
Füllworte;  nur  einzelne  von  ihnen  geben  bei  gewissen  Vertanachungen  eine 
weitere  NUance  des  Gedankens  (besonders  nimis,  satis,  magis). 

Auf  jede  nicht  zu  eingehende  Frage  von  mindestens  sechs  Worten 
(eine  Bedingung,  die  in  unserem  Büchlein  nicht  erwähnt  wird)  giebt  das 
Orakel  eine  allgemein  gehaltene  Antwort,  zuweilen  in  Gestalt  einer  za  be- 
jahenden Frage  (wonne).  Man  hat  nichts  weiter  nStbig,  als  die  Buchstaben 
der  letzten  sechs  Worte  der  Frage  zu  zählen.  Die  Üuchstabensumme  jedes 
Wortes  oder,  wenn  sie  über  neun  hinausgeht,  ihre  Differenz  von  neun  be- 
zeichnet die  Nummer  des  Hexameters  und  das  letzte  Wort  der  Frage  die 
erste  Wortgruppe  (I)  des  betreffenden  Hexameters,  das  vorletzte  die  zweite 
(II)  und  so  fort.  Ein  Beispiel  sei  die  Frage :  ,Wird  der  Himmel  zugeben, 
dasE  meine  Feinde  über  mich  aiegenV  Die  Buchstabensummen  der  letzten 
sechs  Worte  sind:  3,  5,  6,  4,  4.  6.  Nehmen  wir  aus  dem  sechsten  Hexa- 
meter (6)  das  erste  Wort  (I),  aus  dem  vierten  (4)  das  zweite  (II),  femer 
4 III,  6  IV,  5V,  3  VI,  so  erhalten  wir  die  Antwort:  Jure  nimis  dubie 
praedicit  gaudia  numen.  Etwas  günstiger  lautet  in  unserem  Falle  die  Ant- 
wort, wenn  wir  die  betreffenden  Worte  oder  Wort^fruppen  in  umgekehrter 
Ordnung  aufsuchen  (31,  511,  6  III,  4 IV,  4  V,  6  VI):  Eece,  lubens  certo 
solvet  tibi  commoda  fatum. 

Damit  ist  das  Räderwerk  dieser  Orakelmascbioe  klargelegt.  Der  Ver- 
'  Schrift  hat  über  das  Ganze  einen  mystischen  Schleier  zu 
,  indem  er,  statt  die  Hexainetei  einfafib  mltzutheilen ,  für  die 


Buchstaben  bestimmte  Zahlen  einaetzle,  um  den  Itathench enden  erat  nach 
einigen  Umwegen  die  betreffenden  Buchstaben  und  dann  die  Antwort  finden 
zu  lassen.  Er  htltte  TUr  die  Buchstaben  des  lateinischen  Alphabets  der 
Reihe  nach  die  Zahlen  1  bis  23  («  und  r  als  gleichbedeutend  genommen) 
verwenden  kOonen;  er  hat  es  aber  nicht  gethan,  offenbar  um  einerseits 
durch  Vorführung  grösserer  Zahlen  das  Geheimnisa  besser  zu  wahren  und 
um  andererseits  allzu  verwickelte  Vorschriften  zu  vermeiden.  Er  zerlegte 
vielmehr  jedes  Wort,  bezw,  jede  Wortgruppe  in  hGchstens  sechs  Buchstaben 
oder  Buch  Stabe  Dpaare,  und  zwar  derart,  dass  jedes  Bucbetabenpaar  mit  einem 
Vocat  scbloss.  Eieiauf  legte  er  eine  Tabelle  (Nr.  IVj  mit  sieben  senkrechten 
Spalten  an.  In  der  ersten  Spalte  wurdeu  den  Buchstaben  a  bis  x  die  Zahlen 
I  bis  23  gleichgesetzt.  Dieselben  Buchstaben  wurden  in  die  folgenden 
Spalten  eingetragen ,  nur  jeder  einzelne  vermehrt  in  der  zweiten  Spalte  um  a, 
in  der  dritten  um  e,  darauf  um  i,  o,  u,  y.  Den  Buchstabenpaaren  aa  bis 
Ba  wardendann  die  Zahlen  24  bis  46  beigeschrieben  und  so  fort,  so  dasa 
die  letzte  Spalte  die  Buchstaben  paare  ay  bis  zy  und  die'  Zahlen  139  bis 
161  enthielt.  Jetzt  konnten  die  Buchstaben  und  Bachstabenpaare,  in  welche 
die  Worte,  bezw,  Wortgruppea  zerlegt  waren,  durch  die  entsprechenden 
Zahlen  der  Tabelle  ersetzt,  cämmtlicbe  Hexameter  also  in  Zahlen  aufgelöst 
werden.  Aus  einem  rein  praktischen  Grunde  war  es  hierbei  wUnscbena. 
werth,  für  jedes  Wort,  bezw.  jede  Wortgruppe  secha  Zahlen  zu  gewinnen; 
diea  geschah  durch  beliebig  eingestreute  Nullen.  So  wurde  beispielsweise 
der  erste  Hexameter  wiedergegeben  durch  die  Zahlen:  4,  9,  0,  3,  0,  14 
(Wort,  bezw.  Wortgruppe  I);  5,  65,  13,  0,  9.  12  (II);  6.  1,  20,  18,  19 
14  (III);  132,  12,  61,  19,  88,  71  (IV);  0,  6,  60,  0,  50,  40  (V);  6,  1, 
19,  0,  20,  12  (VI).  Die  Wiedergabe  der  Worte  durch  Zahlen  findet  sich 
in  Tabelle  III  unseres  Büchleins.  Die  Zahlen  werden  aber  in  dieser  Tabelle 
nicht  in  der  Reihe  aufgeführt,  in  wtOcber  die  Buchstaben  oder  Buchstaben. 
paare  in  jeder  Wortgruppe  aufeinander  folgen,  sondern,  ohne  Zweifel  wie- 
derum zur  bessern  Wahrung  des  Geheimnisses,  nach  einem  bestimmten 
Plane  umgestellt.  Bezeichnen  wir  die  sechs  Zahlen,  durch  welche  jede 
Wortgruppe  ersetzt  war,  der  Reihe  nach  mit  aßySt^,  so  folgen  sie  sieh  in 
der  Tabelle  im  ersten,  vierten  und  siebenten  Heiameter  wie  uytliß,  im 
zweiten ,  fünften  und  achten  wie  ßayii^  und  im  dritten ,  sechsten  und 
neunten  wie  ^i&yßa.  Selbstverständlich  musste  eine  solche  Draatellung 
ausgeglichen  werden.  Hierzu  dienen  die  Tabellen  II  und  I,  deren  Einrich- 
tung und  Bedeutnng  zu  besprechen  überflüssig  sein  dürfte. 

Wer  die  Absiebt  haben  sollte,  unser  Orakel  nacb  den  Vorachriften  des 
Büchleins  zu  befragen,  wird  gut  tbun,  zuvor  einige  Druckfehler  in  Tabelli 
III  zu    berichtigen.     Es  ist  zu  lesen:    -t  statt  8  in  oll,  9  statt  5  in  ßl2, 
57  statt  51  in  aiV2,    4  statt  14  in  ÖV4,    20  statt  70  in  iVI2 
18  in  £1118.     Zugleich  sei  darauf  hingewiesen,  dass  die  Ortbographi 
veraltete  ist  [co^um,  proemia,  soecula,  sydvs)  und  dasa  die  Heiameter  mi 

Utit.-lu.  Abibtg.  d.  Zallichr  f.  Umh  u  Phyi.  xxxvi,  \. 
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Hisforisch-literariBche  Äbtheilung. 

nicht  ohne  Fehler  sind,  da  in  zwei  Worten  ('ovet,  ihema)  der  erete  kurze 
Vocal  &ls  Lange  dienen  mnss. 

Das  Obige  war  in  allem  Wesentlicheu  niedergeschrieben,  alg  ich  von 
Freund  Amthor  in  Hannover  ein  BUehlein  jugeaandt  erhielt,  das  sich  im 
Besitz  des  Herrn  Militärobtrpt'arrers  Knoche  befindet.  Es  ist  in  CöUeu 
im  Jahre  1766  bei  Joban  Jacob  Horst  in  lateinischer  Sprache  mit  gegen- 
überstehender Uebersetzung  erschienen;  abgefasst  ist  es  aber  nach  der  Vor- 
rede bereits  im  Jahre  1745.  Der  Titel  lautet:  Vaticinium  caballiBticnm 
hexametro -arithmeticum,  aptissimas  et  futura  contingentia  in  se  continentes 
responsionea ,  ad  omneH  datas  quaestionea  exhibens  —  Caballistiscbe  dorch 
die  Rechenkunst  in  Versen  gefundene  Weissagung,  welche  u,  s.  w.  Dies 
BUchiein  enthält  ganz  dieselbe  Lehre  wie  das  unsrige,  nur  sind  einerseits 
die  Vorschriften  etwas  künstlicher  und  sind  andererseits  Druckfehler  ver- 
mieden. Der  letztere  umstand  ermöglichte  eine  fehlerfreie  Feststellung  der 
zu  Grunde  liegenden  Hexameter,  Die  Abhängigkeit  des  Verfassers  unseres 
Büchleins  von  jenem  filteren  ist  in  die  Augen  springend.  Man  braucht  nur 
die  Tabellen  zu  vergleichen,  um  dies  einzusehen,  Tabelle  IV  stimmt  bis 
auf's  Tüpfelchen  mit  der  entsprechenden  Tabelle  der  alteren  Schrift,  und 
die  einzige  Abweichung  in  Tabelle  III  beruht  auf  einer  andern  Zerlegung 
des  Wortes  cotnmoda  in  4V.  In  der  Siteren  Schrift  nfimüch  ist  das  Wort 
ersetzt  durch  die  Zahlen:  3(c),  14(o),  \2(m).  12{m),  14(o),  27 (da),  unser 
Verfasser  hat  statt  der  vierten  und  sechsten  Zahl  114  (mo)  und  I(a)  ein- 
gesetzt, dabei  aber  wahrscheinlich  unterlassen,  die  fünfte  entsprechend  ab- 
zuändern, d.  b.  4{d)  statt  14(ö)  zu  schreiben.  Verfasser  und  Herausgeber 
unserer  Schrift  sind  Übrigens  nicht  ein  und  dasselbe.  In  der  Vorrede 
heisst  es,  dass  Herr  Mohr  in  einem  Tagebache  vom  Jahre  1797  seines 
Vaters,  des  Gymnasiallehrers  M.,  Andeutungen  gefunden  habe,  die  er  seibat 
zum  Abschlass  gebracht  hat.  Das  mag  sein.  Aber  der  Herausgeber  hat 
nicht  ebenso  wie  der  Urheber  jenes  filtere  Büchlein  eingesehen,  denn  sonst 
wUrde  er  vermieden  haben ,  den  ersten  Hexameter  ganz  falsch  mit  hie  o 
statt  mit  dico  anfangen  zu  lassen. 

München,   15.  Juni  1890.  G.  ÜEHMtCHEN.   J 


Lehrbnoh    der   Meteorologie   für    Studirende   nnd    zum    Gebrauche    in   der 

Praxis    von   Dr.  W,  J,   van  Bbbber.      Mit    120   Holzschnitten  und 

5  Tafeln.    Stuttgart,  Verlag  von  Ferd.  Enke.    1890.    8".  XII,  391  S. 

Der  Verfasser,  bekannt  als  Abtheilongs  vor  stand  der  deutschen  Seewarte, 

steht   mitten    inne  in   der    tagt^Sglichen  Praiis   der  ausübenden  Witterunga- 

kunde,  ist  aber  gleicbsehr  auch  zugewandt  den  theoretischen  Studien,  welche 

die  Erfahrt-  Haft  vom  Wetter  mehr  und  mehr  rationell  aufhellen 

and  erkJi  .n  von  solcher  SteWuug  unä  ¥.t?B.\ira.a^  n 


Recensionea. 


Beifae  geeignet  erncheineii,  ein  Lehrbach  der  Meteorologie  za  Terfaseen;  sr 
fQhtt  und  weiss ,  wo  nnd  wie  Wesentliches  von  ünwesi entlichem  zu  scheiden, 
wo  willkürliche  Hypothesen  aufzugeben  oder  doch  lurüciczudrttiigeii  sind 
gegenüber  richtiger  gewühlten  Grundlagen  mathematisch-pLy alkalischer  Natur< 
wo  Thatsachen  der  Natiir  und  wo  theorelische  Speciilation  mitzutheüen  und 
wie  beide  am  besten  zu  verknüpfen  sind,  einander  gegenseitig  zu  stützen, 
wohl  auch  zu  controliren.  Gerade  durch  solche  wie  eben  gekeunzeicbneten 
Vorzüge  nun  zeichnet  sieb  das  Torliegunde  Buch  aus.  Nicht  so  sehr  die 
geschieb tliche  Entwickelung  der  Wetterkunde  wül  es  aufzeigen ,  sondern  ea 
will  im  Wesentlichen  den  heutigen  Standpunkt  der  meteorologischen  Wissen- 
Schaft  üheraicbtlich  dariitellea,  und  es  will  diese  seine  Absiebt  verwirklichen 
und  ea  verwirklicht  sie  in  der  That  in  erster  Linie  mit  Hinblick  auf  Stu- 
dirende,  sowie  zum  Vortheile  von  Lehrern  der  Naturkunde;  aber  auch  der 
Fachmann  wird  darin  rasch  die  Hauptergebnisse  der  neueren  meteorologi- 
schen Forschung  nachschlagen  können. 

In  den  acht  ersten  Abschnitten  behandelt  das  Buuh  der  Reihe  nach  die 
Erdatmosphäre,  die  Temperatur,  den  Luftdruck,  den  Wasserdampf  in  der 
Atmosphäre,  die  Bewegung  der  Luft,  die  Niederschläge,  die  elektrischen 
und  dann  die  optischen  Erscheinungen  in  der  Atmosphäre.  Es  werden  hier 
jeweils  die  für  die  betreffenden  Abschnitt«  bedeutungsvollen  Grundlogen  der 
Physik  kurz  angegeben  und  alsbald  für  das  vorliegeade  Thema  verwerthet, 
es  werden  dann,  oft  in  mehrfacher,  praktischer  Auswahl  und  durch  eine 
reichlich  genügende  Anzahl  von  guten  Abbildungen  erläutert,  die  Methoden 
nnd  Instrumente  beschrieben,  nach  und  mit  welchen  man  beute  die  bezüg- 
lichen Witter ungselemente  einzeln  bestimmt,  und  hierauf  werden  die  so 
gewonnenen  Thatsachen  der  Natur  den  Augen  und  dem  Geiste  des  Lesers 
vorgeführt. 

und  gerade  wie  dies  Letztere  geschieht,  verleiht  dem  vorliegenden  Buche 
sein  besonderes  Gepräge.  Zunächst  werden  die  an  den  verschiedensten  Theilen 
der  Erde  gewonnenen  und  aus  der  ganzen  Literatur  zusammengesuchten  Beob- 
achtungsergebnisse  zablenmässig  in  Überaus  reichem  und  doch  wieder  sich 
nicht  zu  sehr  vordrängendem  Tabellenwerke  vorgelegt;  es  werden  dabei  stets 
die  Abänderungen  der  Elementengrössen  in  Raum  and  Zeit,  ihr  Wechsel  bei 
waage-  und  bei  senkrechter  Ortsänderung,  ihr  oft  periodisches  Ab-  und 
Zunehmen  im  Verlaufe  di'S  Tages,  des  Jahres  und  der  Jahrzehnte  ansfUbr- 
licb  genug  und  doch  nicht  zu  breit  dargelegt.  Der  Verfasser  hat  vollauf 
Recht  mit  seiner  Meinung,  dass  einerseits- physikalische  Thatsachen  der 
Natur  genau  nur  durch  Zablen  angegeben  werden  können ,  anderurseita  aber 
—  und  das  kennzeichnet  den  Standpunkt  des  Lehrbuches  —  gewinnt  der 
Leser  so  den  Vortheil,  Zahlentabellen  lesen  zu  lernen,  d.  h.  sie  rasc^Ube^ 
sehen,  das  in  ihnen  erkennbare  Gesetzmässige  wirklich  erkenneai 
Schwankende,  das  unsichere  darin  auch  dem  Grade  nach  beoi^ 
lernen.     Die  vorgeführten  Zahlenwerthe  veraJMlioht^  der  Ver^g 
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■  McK.  der  All  nd  4 
der  ■ttiwalBgMtfc!»  BItaMBte'  danä 
der  wfwMidwf  WtOera^mHüde  aad 
i:  dincr  AIwrtwW  irt  htmomien  ung^d  nd  « 


praklMcb  wieMigca  Dnifcii  tat  «eil  er  im  mtMta  EiaUidc 
iR  du  GttiiAe  der  WeUer&bfik;  hier  bcMmdcn  find«»  Rock 

und  mBbsaxD  gewmiMncii  ägtstea  StndienergebtiisM  des 

werüiang.      6«»oDdere    ß««cbtQiig    Terdient 

DeQe8t«n  Staad  aoMrer  KenntiiiM  darBteilende  wCrtlicbe  nnd 

«teUang  der  ZagulraitseD  d«r  borooietriBcfaen  Mindestwertlie  n 

letzteren  itcb  anlehnenden  logea&nDten  „Wetterlypen"  ßlrW« 

der  darcbscfanitUicben  Terbailnisse  der  Witteruagsrorgaage  ia 

tTebersicbt. 

Ein  Abdcbnttt  Ober  „Stürme"  ond  tlber  „praktische  Meteorolojfie' 
über   Pcittfeteltnng   und   Vorherverkflndung   der  Wilieraog.    letttei«    baa| 
sBcblicb,    wie   «ie   «eiten    der  deutscfaen   Seewarte  getlbt  wird,    beschliesses 
das  Buch. 

Ehe  wir  uns  von  dieaeoi  verabschieden,  ueien  «chliesslicb  noch  einige. 
Hemerktitigrn  und  Wuneche  goäuBsert,  die  man  unB  im  Interesse  der  doch 
wuhl  bald  /ii  erwartenden  zweiten  Auflage  des  Buche.^  verstatten  mSge. 

Zunächst  bBtreff»  der  Figuren  und  KUrkhen,  Rühmenswerth  an  diesen 
ist  ihre  gliuchinttwigü  und  meint  recht  deutliche  Ausführung,  Aber  manche 
von  ihnen  erklUren  sich  nicht  genügend  deutlich  durch  die  unmittelbar  bei- 
gegebenen oder  im  Texte  entbalteneD  Erläuterungen.  So  durfte  t..  B.  ia 
Fig.  6  die  Bedeutung  der  Znhlei  durch  Beischrift  ungegeben  sein,  in  Fig.  .13 
■iud  die  Zahlen  und  Klammnrn  am  linken  Hände  nicht  von  selbst  verstüud- 
lich,  bei  den  Figuren  S.  S2f)flgg.  sollte  betreffs  der  Zeichen bedeu tu ng  hin- 
gewiegon  nein  auf  8.339  oder  ÄüH,  in  Fig.  HS  oben  links  ist  doch  wohl 
ein  VerHcheu  klar. 

DoiOglich  den  Texten  sei  hier  gesohieden  zwischen  Inhalt  und  Form. 

OowiMB  hat  »ich  der  Verfusuer  Mühe  gegeben,  recht  deutlich  zu  aeiu. 
Aber  die  8.  127flgg.  Kowllhlto  Art  der  Einltlhrung  des  Biiys-Ballot'schen 
QeseUna  (nach  Hprimg)  ist  doch  wohl  lu  unvermittelt  mathematisch,  ins- 
bsiondoru  dürfte  die  KrwUhnung  der  Ti-ftgbeitsourve,  des  Kreises  nicht  klar 
genug  *«ln.  Die  Lehre  von  den  Cjklonen  ist  an  verschiedenen  Stellen  des 
Buche«  iHritraut  gegeben ;  sollte  nicht  ein  slraffereH  Zusammenfassen  nnd 
Abmachen  uu  einer  Stelle  deutlicher  wirkenV  Zur  Begründung  sei  darauf 
hin|TflwiiM«u,    da««    die  gauie  Tnbelle  8.  2T.n  und  die  einleitende  Erklärung 


dazu  ao  dieEeiu  Orte  vorerst  noch  wenig  verständlich  ist.  Auf  S.  23  flg. 
sind  die  thatsächliclien  Angaben  ganz  gut,  aber  die  Wirkungen  auf  das 
Klima  sollten  docli  wenigstens  angedeutet  sein;  auf  S.  2')  sind  die  von  den 
Sonnenstrahlen  durcIilauTenen  Wege  35,5  u,  a,  w.  bedeutungdos  ohne  Angabe 
des  Verhältnisses  von  AtmosphUren -,  besser  Lufthüllen  dicke  niim  Erdradiu8_ 
In  die  Tabelle  S.  31  müsste  doch  wohl  ein  in  einer  „Sandwüste"  (S.  291) 
gelegener  Ort  aufgenommen,  dafür  lieber  ein  anderer  weggelassen  vrerden, 
etwa  um  die  18"  —  muss  doch  wohl  38"  heissen?!  —  gröaster  Ampli- 
tude zu  versinnlichen.  Ausser  den  8.  237  angegebenen  hypothetischen 
Quellen  der  LuftelektricilSt  waren  doch  wohl  auch  noch  einige  andere  an- 
zudeuten. Endlich,  wo  bleibt  die  geuQgende  Berücksichtigung  der  Meeres- 
strömungenV  Zweimal  wird  die  Abhängigkeit  der  Lufttemperatur  von  ihnen 
gestreift,  nicht  genügend  ausgeführt, 

Detreffs  der  Textgesialtung  sei  hier  hingewiesen  auf  manche  Uneben- 
heiten des  Ausdrucks,  die  leicht  aus^iugleichen  sind.  Die  Temperaturangaben 
fUr  W.  auf  S.  37,  59  und  7fi  stimmen  nicht  zasammen;  Grössenangaben 
wie  ,18  cm  breit  und  100  mm  lang"  (3.  15)  sind  nicht  schön;  „kalte" 
und  gar  „kälteste"  Temperaturen  (S,  60)  giebt  es  doch  nicht;  auch  Ge- 
schwindigkeiten von  „Geschützen"  im  Werthe  von  60  m  dürften  kaum  vor- 
kommen; der  verfehlte  Gebrauch  von  „welches"  an  Stelle  von  „was"  ist 
gewiss  störend  (S.  13  z.  B.) ;  auch  das  Hineinstecken  eines  Thermometers  in 
Schnee  bis  über  den  Gefrierpunkt  (S.  14)  dürfte  schwer  zu  bewerkstelligen 
eein;  völlig  unnötbige  Fremdwörter,  wie  Area  u.a.,  sind  auszumerzen;  das 
freilich  vielgebrauchte,  aber  darum  nicht  minder  falsche  Wort  „Fortpäan- 
lung"  statt  „Wanderung"  oder  „Ausbreitung"  und  ebenso  „ Fortpflanz unga- 
richtung"  sollte  gttilgt  werden.  Der  Werlli  des  Buches  als  „Lehrbuch" 
dürfte  nur  gewinnen,  wenn  grössere  Abschnitte  desselben  in  deutlich 
erkennbare  Unterabtheilungen  gegliedert  wUrden  oder  diese  Gliederung 
wenigiitens  durch  gesperrt  gedruckte  Stichwörter  hervorgehoben  würde,  wenn 
der  Hinweis  auf  bereits  Erklärtes  meist  nicht  blos  mit  dem  Wörichun  „oben" 
abgemacht,  sondern  wenn  die  betreffende  Seitenangabe  beigefügt  wäre,  i 
wenigstens  in  manchen  Tabellen  und  im  Texte  die  annähernde  geographische 
Lage  der  aufgenommenen  Ort«,  sei's  zahlenmässig,  sei's  sonstwie,  angegeben 
wäre.  Denn  wieviele  Lernende  und  Gelehrte  selbst  —  F ach meteoro logen 
ausgenommen  —  dürften  wissen,  brauchen  zu  wissen,  wo  Nukuss  (3.  30 
und  76),  oder  Barnaul  (S.  31),  oder  Zikawei  (8.  159),  oder  Ochtevtyrhe 
(8.280)  liegt,  oder  wo  die  ChassiabiUs  (S.  206)  sich  finden? 
doch  rücksichtsvoller  (z.  B.  dessen  3.  Aufi.  8.27)!  Müssen  ■ 
Worte  (3.  164)  in  englischer  Sprache  angeführt  werdenV  Würde  man  » 
selten  gehörte  und  zudem  nichtssagende  Ortsangabe  der  „Bossbreitea" 
lieber  vermeiden? 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  sollen  nur  unser  Interesse  an  < 
liegenden  werthvolleji  Buche  bekunden-,  wir  mficVi^e'a  e'a  %«■&  \dHwl 


Historisch -literariscfae  Abtheilung. 

jeder  Beiiefaung  aehen.  Jeder  fQhlt  ja,  welche  Schwieriglceiten  bei  Abi 
eines  Lehrbncbes  der  Meteorologie  zu  Überwinden  sind :  einerseits  die  ungehener 
reiche  Falle  von  Tbataachen,  die  darzulegen  eiod  und  deren  innere  Ver- 
knüpfung nnd  gegenseitige  Bedingtheit  anfgeklBrt  werden  soll  —  anderer- 
:hen  Capitelo  noch  fehlende  oder  eiüt  halb  gewonnene 
rationelle  Erkl&rung.  Man  muga  gestehen,  der  Verfasser  hat  jene  Schwie- 
rigkeiten überwunden  oder  soweit  möglich  zu  Qberwinden  gestrebt;  manch- 
mal möchte  man  gründlichere  Aufklärung  wUnscheo.  Gleichwohl  iat  der 
Verfasser  za  loben,  dass  er  da  und  dort  der  Versuchung  widerstand ,  über- 
kommene mehr  schablonenhafte,  aber  im  Grunde  doch  nur  scheinbar  ge- 
nügende Erklärungen  zu  geben.  Anch  die  Mängel  der  Wissenschaft,  am 
rechten  Orte  zu  gestehen  und  zu  ihrer  Abstellung  anzuregen,  gehört  zur 
Darstellung  der  Wibsenschaft.  Dank  drnm  dem  Verfasser  des  Buches,  nicht 
minder  auch  der  strebsamen  und  arbeits freudigen  Verlagshandlung.  welche 
seit  Jahren  mit  Erfolg  zur  werthvollen  Bereicherung  unserer  wissenschaft- 
lichen Literatur  beiträgt. 

Karlsruhe.  P.  Treutlsi«.     _ 


OnindTiiR   der  ebenen  Trigonometrie  von  Fxbdinahd  Roesb.  Oberlehrer 

in  Wismar,   18S9,  Hinstorff'sche  Hofbuchhandlung.     61   S. 

Das  kleine  Werkchen  ist  „für  die  Bedürfnisse  solcher  Schulen  ge- 
schrieben, welche  ihre  Zöglinge  so  zeitig  als  möglich  au  das  praktische 
Leben  abgehen  sollen".  Innerhalb  der  hiermit  bezeichneten  Grenzen  ist  der 
Stoff  geschickt  behandelt  und  zwar  wird  mehr  geboten,  als  die  Seitenzahl 
vermuthen  lOsst.  Das  einleitende  Capitel,  welches  den  Uebergang  von  der 
Planimetrie  zur  Trigonometrie  vermittelt,  ist  auch  in  theoretischer  Hinsiebt 
recht  gelungen.  Der  Beweis  für  die  weitergehende  Giltigkeit  der  Formeln 
des  ersten  Quadranten  ist  absichtlich  nicht  gegeben,  weil  derselbe  unver- 
hliltnissmässig  viel  Platz  in  Anspruch  nehmen  würde;  vielleicht  entschliesst 
sieb  der  Verf.  bei  einer  neuen  Auflage,  diese  Lücke  nach  der  Methode  aus- 
zufüllen, welche  ich  in  meiner  Goniometrie  etc.  (Braunschweig,  18Ö8)  ent- 
wickelt habe. 

Zahlreiche  üebungsbeispiele  erlButeru  die  Theorie  in  sachgemässer  Weise. 

Brannachweig.  Alex.  Weknickb.  ' 
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Historisch  -  literarische  Abtheiliing. 


Commentar  zu  dem  „Traotatus  de  Numeris  Datis" 
des  Jordanus  Nemorarius. 

Von 

Maximilian  Curtze 


I. 


lordani  Nemorarü  de  Numeris  Datis  Liber  II. 

ii  fuerint  quatuor  Dumeri  proportionales,  ettrei 


dati  fuerint,  et  quartus  datua  erit. 

Facta  euim  alterna  multipHcatione  idem  uamerus  producitur.  Saniptis 
ergo  alteTEatim,  qiioniatn  diio  sunt  dati,  alter  in  alterum  dncatur,  et  pro- 
ductuy  per  «nnm  reliquorum,  qui  datus  eet,  dinidatar,  et  exibit  reliquos, 
qui  fuerat  prius  non  datua. 

Yerbi  gratia  aint  XX  ad  aliqnot  sicut  Y  ad  IUI.  Qaia  igitar  duceodaa 
est  antecedena  datus  in  conaequentem  alterius  datum,  ducatur  XX  in  IUI, 
et  fient  LXXX,  qui  diuidatur  per  V,  et  exibunt  XVI,  qui  erit  conaequena 
XX  priuB  Don  datua. 

I.  Keunt   mau   in   einer  Proportion    drei  Qlieder,    so  ist  auch  das 

Gegeben  ist  a-x  =b-e 

Uiernua  folgt  die  Productengleicbuug  a.e=  h.x,  und  es  ist  aUo  x=  -j-' 
Beispiel:  S0:a'=6;4;  ea  wird  5a;=80,  also  .t^lG. 

II.  Si  dati  Dumeri  ad  aliquem  fuerit  proportio  data,  et 
illum  datum  esse  eonaequitur. 

In  mnltipHci  proportione  nbüibet  focile,  in  aliis  antem  focile  qnidem, 
si  conaequens  datur,  quoninm  referuntur  ad  partes,  quaa  datas  esae  haut 
absurdum.  IpEUni  ergo  multiplicabitur,  ai  necesse  fuerit,  et  partes,  quas 
debet  adiungantur,  et  babebilur  antecedens ;  ai  vero  antecedena  datur  idem 
diuidetur  per  denominationem ,  et  esibit  conaequena.  Vel  aüter:  Snip 
numerus,  qui  huius  partes  habet,  ponaturque  conaequens,  et  innei 
antecedens  in  üla  proportione,  et  sie  praemiasa  operatio. 

lllml-lll  Abthlu.  d.  Zilltchr.  I.  MBlh.  n.  Pliji.  XXX^I,  l. 


4/  ffli^fArifu^h-HtÄTariache  Abtheilnng. 

'>4t'yu,  ((f^tiA  <x  num^ruii.  qoi  com  tasto  et  iiernm  tasto  atque  dimi- 
*\\t,  i-x  t\.m,f\i\  fWmaWfi  fa/nat  C.  Diaidatnr  ergo  C  per  tria  et  dimidiam  et 
t^tiUffstm^  tt  ftxibnnt  XXVI  et  doae  tertiae,  et  boc  est  consequens.  Item 
t^i  ntim^rriM,  cnias  qaarta  et  iezagesima  fit  XXYI  et  doae  tertiae.  Samatur 
nurnernfi,  qni  habet  quartam  et  sexageflimam«  et  ipse  est  LX,  cuius  quarta 
et  nexageftima  e»t  ZVI.  Daeator  ergo  LX  in  XXYI  et  doas  tertias,  et 
fieot  MDC.     Hie  dioidator  per  XVI,  et  exibit  C,  qai  est  conseqnens. 

M.  K^Dnt  man  dai  Verfaältoisf  zweier  Zahlen,  Ton  denen  die  eine 
gegeben  ist,  to  ist  asch  die  andere  bekannt 

i.  anttTMibeid'ift  rm'wchen  prrjporfio  muäiplex,  wenn  der  Exponent  des  Ver- 
bäitbiiM^  eine  guue  Zahl,  und  proporiio  in  partibus,  wenn  er  ein  Bruch  oder 
frt»*i»thU:  2aL\  itl.  Im  enien  Falle  ist  die  za  lötende  Gleichung,  falls  die  ge- 
vKite  Zftiil  d«r  Anteeedent  iit,  x :  a  =  fr,  alio  x^  ab;  ist  sie  aber  der  Consequeot, 

y.  &ürt  die  G^r^thmig  a:z  =  b,  abo  ist  x  =r  — .     Bei  der  proportio  in  partibus 

Ut  -isks  Verfahren,  weldies  an  erster  Stelle  abgehandelt  wird,  genau  dasselbe,  wie 

isL  «nSe£  Faiie.    ift  z.  B.  das  sn  bestimmende  Verhältniss  x:a=m  +  —,   so  ist 

X  =  ■la^'^a,  and  ist  fl:x  =  i«-*-  —  ,  so  ist  x  ^ = ^— .  —  An  zweiter 

Stelle  lehrt  J.  Jkber  für  den  letzten  Fall  noch  eine  Methode,  weiche  in  der  Ge- 
icliichte  der  Mathematik  gewöhnlich  Beffula  falsae  positionis,  Kegel  vom  falschen 
Ansatz,  genannt  wird.  Zunächst  sucht  man  eine  Zahl  s,  die  durch  q  aufgeht, 
deren  9***  Theil  man  also  bestimmen  kann,  setzt  diese  Zahl  als  Consequent  und 

bestimmt  nach  dem  gegebenen  Verhältnisse  dazu  den  zugehörigen  Antecedent  t. 

as 
Dann  hat  man  die  Proportion  i:s=:a:x,  und  folglich  nach  I  x  =  ~» 

Beispiele:  1.  100:x  =  S^  +  f  =  3|;  dann  ist  x  =  100 : 8f  =  26J.  2.  26f:x 
s^^.^;  60  ist  eine  Zahl,  welche  sowohl  durch  4,  wie  durch  60  aufgeht  Ihr 
Viertel  und  Sechtzigstel  ist  zusammen  gleich  16.    Wir  haben  daher  die  richtige 


26^  60 
Proportion  26f :  x  =  16 :  60,  daher  nach  I  x  =     y      = 


100. 


III.  Si  primi  ad  seeundum  fuerit  proportio  data,  etsecundi 
ad  primum  proportio  data  erit 

Dioidatur  enim  unum  per  denominationem  proportionis  primi  ad  seeun- 
dum, et  quod  exierit,  erit  denominatio  secondi  ad  primum. 

Verbi  gratia  primum  continet  seeundum  bis  et  eius  duas  tertias.     Per 

dao  ergo  et  duas  tertias  diuidatur  unum,  et  exibunt  tres  octauae:  erit  ergo 

teeandus  tres  octauae  primi. 

ni.  Kennt  man  das  Verhältoiss  einer  Zahl  zu  einer  zweiten,  so  ist 
wuik  das  Verhältniss  der  zweiten  Zahl  zur  ersten  gegeben. 

Ist  o : 5 s=  p«  »0  i^t  h:a  =  — • 

1        .3 
Zmtfid:  o:fr  =  2i(,  dann  ist  6:a=  — =  ^. 

JK^  $5  ^  "   detractum   proportio  data,   et  residui  ad 

^ata;   quod  si  residui  ad  detractum  datn 
ins  ad  detractum  similiter  data  erit. 
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X  X  ^ 


Hoc  facile  est.  Si  enim  a  proportione  totius  ad  detractum  tollatur  unum, 
remanebit  proportio  residai  ad  detractum;  si  item  proportioni,  qaae  est 
residui  ad  detractnm,  addatur  unum,  fiet  proportio  totius  ad  detractum. 

Yerbi  gratia  X  continet  tria  ter  et  eorum  tertiam ,  itaque  VIT  continet 
tria  bis  et  eorum  tertiam.  Conuerso  modo  VII  continet  tria  bis  et  eius 
tertiam,  ergo  X  continet  tria  ter  et  insuper  tertiam. 

IV.  Kennt  man  das  Verhftltniis  einer  Summe  zu  einem  Summan- 
den, 80  ist  auch  das  Verh&ltnisB  des  andern  Summanden  zum  ersten 
gegeben,  und  umgekehrt. 

Gegeben:  ^^y 

{x-\-y):xs=a.  d.h. =  a. 

^  x 

Subtrahirt  man  beiderseits  1,  so  erhält  man 

^±i^-l=i^=«_l,  also 

X  X 

Ist  umgekehrt  gegeben  pix^a^  so  ist  auch  -^=ra,  also  auch 

X 

-^+l=^^^  =  a  +  l,  also  (rc+y):a;  =  a-fl. 

X  X 

Beispiel:  10 : 7  =  3^,  folglich  7:3  =  2^;  und  umgekehrt  7:3  =  2^,  also 
10:8  ~8J. 

V.  Si  totius  ad  detractum  fuerit  proportio  data,  et  totius 
ad  residuum  erit  proportio  data. 

Si  enim  totius  ad  detractum  proportio  fuerit  data,  et  residui  ad  de- 
tractum erit  data,  quare  detracti  ad  residuum,  ergo  et  totius  ad  residuum. 

Yerbi  gratia  X  continet  VI  et  eius  duas  tertias,  ergo  IUI  est  duae 
tertiae.  Diuidatur  ergo  unum  per  duas  tertias  et  exibit  unum  et  medietas, 
quare  YI  continet  IUI  semel  et  dimidium,  ergo  X  bis  et  dimidium. 

V.  Ist  das  Verhftltniss  einer  Summe  zu  einem  Summanden  ge- 
geben, so  kennt  man  auch  das  Verhältniss  der  Summe  zu  dem  andern 
Summanden. 

Gegeben  ist  {x-^y):x^a. 

Man  findet  der  Reihe  nach  gemäss  den  fn'iheren  Sätzen: 

-^  =  a-l,   —  = ^,  ^=il+-. — -,   also    (a;+y):y=l4-- — r« 

X  y      a  —  1        y  a  — 1  ^     ^  a  — 1 

Beispiel:    10:6  =  1},  4:6  =  },  6:4  =  li,   10:4=2i. 

VI.  Si  numerus  datus  diuidatur  in  duo,  quorum  proportio 
fuerit  data,  utrumque  eorum  Saturn  erit. 

Si  enim  proportio  unius  ad  reliquum  data  fuerit,  et  totius  ad  idem 
data  erit  proportio.  Cum  ergo  totum  sit  datum ,  erit  et  illud  datum  et  ob 
id  reliquum. 

Verbi  gratia  diuidatur  X  in  duo,  quorum  unum  quadruplum  alteri. 
Itaque  X  erit  ei  quintuplum,  et  ipsum  est  duo. 

VI.  Aus  der  Summe  zweier  Zahlen  und  ihrem  VerhältnisS' 
sich  beide  Zahlen  finden. 
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••  ml^-^^^   ----W-S*     •W^'V*---!*''      .'■-^    -^    *•■    *-^* 


Gegebene  Gleichnngen :     a,  +  y  =  «,  a;:y=p. 
Aus  2  folgt  nach  IV:  {x-^-y^iy  =|>  + 1,  d.  b.  9 :  j/  =  jp  + 1,  also  ist  nach  11  t/  = 


P  +  1 
Beispiel:  9  =  10,  i>  =  4;   folglich  2^  =  ^  =  2,  a;=r8.    Man  vergleiche  Lib.  I 

Nr.  XIX. 

VII.  Si  primum  ad  secundum  datum,  et  ad  quod  seeundum 
habet  proportionem  erit  datum;  quod  si  ad  illud  fuerit  datum, 
et  ad  secundum  datum  erii 

Denominatio   enim  proportionis  primi  ad  secundum  in  denominationem 

m 

proportionis  secundi  ad  tertium  ducatur,  ed  fiet  proportio  primi  ad  tertium. 
Item  proportio  secundi  ad  tertium  diuidatur  per  proportionem  primi  ad 
tertium,  et  exibit  proportio  primi  ad  secundum. 

Verbi  gratia  primum  continet  secundum  et  eins  tres  septimas,  et  secun- 
dus  tertium  et  eins  duas  quintas.  Ducatur  ergo  unum  et  tres  septimae  in 
unum  et  duas  quintas ,  et  prouenient  duo ,  quare  primum  est  duplum  tertie. 
Item  duo  diuidantur  per  unum  et  duas  quintas,  et  exibunt  unum  et  tres 
septimae.  Itaque  aliter  positis  primum  continebit  secundum  et  eins  tres 
septimas. 

VII.  Kennt  man  von  drei  Zahlen  das  Verhältniss  der  ersten  sur 
zweiten  und  das  der  sweiten  cur  dritten,  so  ist  auch  das  Verhältniss 
der  ersten  sur  dritten  gegeben;  und  umgekehrt. 

Gegeben:  a:b=p,    h:q  =  r. 

Durch  Multiplication  folgt  dann  unmittelbar  a:q=p.r.    Ist  aber  gegeben 

a  :  g  =  ;),     b:q  ^  r^ 

P 
so  folgt  ebenso  durch  Division  a:b  =  —• 

Beispiel:    a  :  6  =  If ,    t :  g  =  Ijf ;    also   a  :  g  =  1^ .  1 J  =  2.     Ist   aber  a :  g  =  2, 

2 
b'  q  -  Ht  80  ist  a  :6=  -j  =  1?. 

VIII.  Si  quilibet  numeri  ad  unum  proportionem  habuerint 
datam,  et  totum  eorum  ad  eundem  proportionem  habebit  datam. 

Denominationes  proportionum  omnium  ad  illum  coniungantur,  et  com- 
positum erit  denominatio  totius  ad  idem. 

Verbi  gratia  primum  continet  quartus  semel  et  tertiam,  secundum  bis 
et  quartam ,  tertium  bis  et  dimidium ,  quae  faciunt  VI  et  duodecimam ,  quare 
primum,   secundum  et  tertium  continebunt  quartum  sexies  et  duodecimam. 

VIII.  Wenn  die  Verhältnisse  einer  beliebigen  Anzahl  von  Grössen 
zu  derselben  andern  gegeben  sind,  so  kennt  man  auch  das  Verhält- 
niss der  Summe  aller  beliebigen  Grössen  zu  der  andern. 

Gegeben  ist: 

Daraus  folgt  .,.,  _        x,  Jr^      a  x^ 

n  n  n       ^  n        ' 

und  hieraus  durch  Additiou 

---         ^  —  =  a,  +  at  +  a,+  ••  +  0,, 

also  auch 

(«,  +  «,  +  Xi  +  ••+  JTp)  :••  =  a,  +  o,  +  a,  + hOp, 
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Beispiel:  Oj  =  1|,   Of  =  ^,  ^^s  =  ^9 ;   ®>   ^olgt  also   (a;i  +  a^  +  ^3) :  n  =  1^  4-  2| 

IX.  Si  unus  numerus  ad  quotlibet  proportionem  habuerit 
datam,  et  ad  ex  illis  compositum  proportionem  habebit  datam. 

Si  enim  ille  ad  illos,  etiam  ipsi  ad  eum  proportionem  habebunt  datam, 
quare  et  compositus  eomm  ad  eundem,  et  ipse  ad  compositum. 

Yerbi  gratia  sit,  ut  unum  contineat  et  eins  duas  tertias,  et  alium  et 
eins  dimidium.  Diuidatur  itaque  unum  per  unum  et  duas  tertias,  et  exi- 
bunt  tres  quintae;  et  iterum  per  unum  et  dimidium,  et  exibunt  duae  tertiae. 
Coniunctim  erunt  unum  et  quinta  et  quintadecima.  Per  hoc  diuidatur 
unum,  et  exibunt  quindecim  undeuigesimae;  itaque  illud  erit  quindeoim  un- 
deuigesimae  illorum  coniunotorum. 

IX.  Hat  eine  Zahl  einzeln  zu  beliebigen  anderen  Zahlen  gegebene 

Verhältnisse,   so  hat  sie  auch  zur  Summe  derselben  ein  gegebenes 

Yerhältniss. 

Gegeben  ist: 

n : ^1  =  Oj ,  n: Xf  =  Ot,  n:x^  =  a^^   • . • ,   n: Xp^=  üp. 

Nach  m  ist  dann: 

111  1 

•Ci:w  =  —  f    •c*:fi  =  —  »    a/3:fi  =  — »  •••#    Xpzn  =  —  i 

alBonaohVni:  "'  '^  1     "^       , 

(iri  +  «t-fa;8  +  «.-  +  rCp):n= — |- — h— +  •••  +  — » 
und  daher  nach  III):  *       ' 

n :  (a?!  4-  aj»  +  ÄJs  +  •  •  •  +  ÄJp )  =  -T • 

ai      o,     aj  Op 

Beispiel:  ai  =  1},  Oj  =  1  i ;  also  — I —  =  }-f}  =  fJ,  und  daher  ni{Xi-\- Xt) 

X.  Si  a  duobus  numeris  datis  duo  numeri  detrahantur, 
fueritque  detractorum  et  residuorum  proportio  data,  non 
autem  sit  eadem,  quae  totius  ad  totum,  erit  etiam  quodlibet 
eorum  datum. 

Sint  numeri  dati  a&,  cd,  detracta  a,  c;  et  quia  a  ad  c  non  sicut 
totum  ad  totum,  non  erit  a  ad  c  sicut  &  ad  d;  sit  igitur  a  ad  e  sicut  h 
ad  d,  Erit  ergo  a&  ad  ed  sicut  h  eA  d,  et  quia  ab  datum,  similiter  et 
edy  quare  et  differentia  c  ad  6,  quae  sit  g,  et  sie  igitur  proportione  a  ad  c 
et  ad  e  data  erit  et  ad  ^;  subtracta  enim  minore  proportione  a  maiore 
remanebit  proportio  a  ad  ^,  qui  est  dififerentia.  Sed  g  est  datum,  quare 
et  a,  singula  ergo  data. 

Yerbi  gratia  sint  dati  numeri  XX  et  XII ,  et  detractum  XX  sit  duplum 
detracto  XII,  et  residuum  XX  sesquialterum  residui  XII.     Sit  autem  XX 
duplum  ad  quiddam,  et  ipsum  est  X,  cuius  dififerentia  ad  XII  est  di 
quia,  siquidem  est  sesqualterum  ad  totum  et  duplum  ad  duo,  est  sem 
ad  reliquum,  erit  residuum  XX  sescuplum  ad  duo,*  erit  ergo  XII, 
tractam  VIII;  detractum  vero  XII  erit  1111  ^  e\i  x^ÄöcowASi  \^i\\Ä  w^ 
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XII.  Si  duobus  numeris  dati  numeri  alternatim  addantur 
et  detrahantar,  et  post  mataam  additionem  et  detractionem 
sint  semper  ad  inuicem  dati,  aterque  erit  datus. 

Sint  numeri  ah  et  de ^  et  dati  sint  a  ei  d,  itemque  dati  c  et  f,  Si 
ergo  abc  fuerit  datus  ad  e,  etiam  def  ad  ft,  erunt  ah  ei  de  dati.  Quia 
enim  ahc  est  datus  ad  e,  detractoque  ab  eo  dato  numero  ac  et  alteri  dato 
addito,  qui  est  df^  fit  def  b^  h  datus  per  praemissam  operationem. 

Yerbi  gratia  minori  detrahatur  IUI,   et  alii  additis  duobus  sit  totum 

maioris    duplum    residuo   alterius;   atque   minori   additis    tribus    et  maiori 

demptis  IUI  sit  totum  residuo  sesquitertium.     Per  operationem  ergo  prae- 

missae  totum  minoris  erit  XVI,  et  maioris  residuum  XII;  maius  ergo  XVI, 

et  minus  XII  non  aequales. 

XQ.   Addirt  man  zu  einer  Zahl  eine  gegebene  zweite  und  sub- 

trahirt  von  einer  dritten  Zahl  eine  gegebene  vierte,  subtrahirt  dann 

von   der  erten   eine   gegebene  Zahl  und  addirt  zu  der  dritten  eine 

ebenfalls  gegebene,  und  es  ist  beidemale  das  Verhältniss  der  Summe 

zur  Differenz   bekannt,   so  sind   auch   die  nicht  gegebenen  Zahlen 

bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

(a+x-hc):y  =  b,    (d+y+fjix  sz  q. 

Die  Aufgabe  ist  mit  der  vorigen  identisch ,  wenn  man  a  +  c  an  Stelle  von  a  und 
d  +  /  an  Stelle  von  d  setzt. 

Beispiel:  a  =  4,  c  =  2,  d  =  4,  f=^S,  p  =  2,  q  =  i.  Man  findet  nach  XI 
a:  +  a  =  16,  y  +  d=  12, 

XIII.  Si  a  duobus  numeris  datis  duo  numeri  ad  inuicem 
dati  detrahantur,  ut  residuorum  sit  differentia  data,  singula 
eorum  data  esse  necesse  est. 

Sint  dati  numeri  ah  et  cd,  atque  a  ad  c  datus,  et  differentia  &  ad  (? 
data,  quae  sit  e,  sitque  f  differentia,  quam  addit  ah  super  cd,  et  differen- 
tia a  et  c  sit  g,  Si  igitur  h  maius  d  atque  e  maior  f  sine  minor,  semper 
erit,  quae  eorum  differentia,  ea,  quae  et  a  et  c.  Quod  si  h  minus  d,  tunc 
a  ei  f  facient  ^,   quare  semper  g  datum,    ergo  et  a  et  c,   sieque  h  et  d,^ 

Verbi  gratia  dati  sint  XV  et  IX;  detractum  antem  a  XV  sit  triplum 
ad  detractum  de  IX,  et  differentia  residui  IX  ad  residuum  XV  sit  duo, 
quae  addantur  super  differentiam  XV  ad  IX,  et  fient  VIII,  qui  est  diffe- 
rentia detractorum,  ideoque  erunt  XII  et  IUI,  residua  III  et  V. 

XIII.   Wenn  man  von  zwei  gegebenen  Zahlen  zwei  andere,  deren 

Verhältniss   bekannt  ist,   subtrahirt,   und  die  Differenz  der  beiden 

Reste  ist  gegeben,  so  kennt  man  alle  vier  Zahlen. 

Gegebene  Gleichungen: 

a-hh^8i,    c  +  d  =  «t; 

Es  ist  entweder  •     —  F»  —   • 

•  Hier  in  Db.  86  die  Randbemerkung:   Si  enim  fuerit  äiiquarum  i 
portio  (iuam  differentia  data,  ipsa  sunt  data,  scito,  quid  est  maius  et  gm 


HistoriBoh-literariscUe  ÄbtheUung.  ^^ 

X.  Zieht  man  tod  swei  gegebenen  Zahlen  zwei  andere  Zahlen 
ab,  and  iat  sowohl  das  VerhältoisB  der  Bubtrahirtea  Zahlen,  als  da«- 
jenige  der  Reste  gegeben,  so  iatjede  von  den  Zahlen  bekannt,  wenn 
dasVerhilUniaB  nicht  mit  dem  der  gegebenen  stahlen  übereinstimmt. 

Gegeben  igt:                      x  +  ij  =  e,    z  +  v  =  s,, 
x:e=p,     y:v  =  q. 
Es  itt  aber  nicht  x:s=  {x+ij):<,e+v),  BOnet  wäre  nämlich  x:~  =  y:v,  also  p=g, 
and  ea  mÜBote  also  s,  =  —  nein:  es  verhalt  alcb  alBo  auch  nicht  x:z  =  y:t>.    Nun 
verhalte  «ich  x:t  =  y:v,  dann  verhUt  «ch  auch  (a:+y);  (<+»}  =  y:  w,  d.  h.  es  i*t 
s ■((+(!)  =  g,  alao  (  +  (!  =  —  ;  es  iBt  abet  r  +  o  =  », ,  also  ist  e  -t=st =  j. 

Nun  iflt  aber  —  =  —  und  —  =   -i  aUo    —  = ,  foglich  ist  x-.g  =  ■ 

X       P  X       q  X        p       q         "  "     q-p 

dadurch  hat  man  aber  y  =  <-i,  j=~,u  =  b,  —  s. 

Beispiel:  s  =  20,  »,  =  12,  p  —  'i,  g  =  ll;  dann  iat  (  +  u  =  10,  also  t-  z—i  =  g 

und  p  -  g  =  1 ,  und  daher  x  =  --  ^■■-  =  la.    Folglich  y  =  8,  «-4,  «  =  8. 

XL  Si  duo  nnmeri  fuerint  ad  inuicem  dati,  numaroque 
dato  ab  altere  detracto  altertqueadditosipoGtaiodunipropor- 
tionem  babuerint  datam,  et  prius  sumpta  data  erunt. 

Sint  ad  inuicem  dati  numeri  ai  et  c,  et  ab  ah  detrahatur  a  datus 
numerui,  et  c  addator  d  datus  aumerus,  ut  sit  etium  b  &&  cd  proportio 
data;  sit  item  e  ad  a  aicut  cd  ad  &,  quare  cde  ad  ab  erit  proportio  dato. 
Sed  c  ad  ab  proportio  data,  ergo  et  de  ad  ab  proportio  data  erit,  atque 
de  est  datua,  ergo  et  ab  atque  r  dati  erunt. 

Verbi  gratia  sit  maior  minori  sesquitertius;  maiori  detracto  VI[  et  alii 
addito  VI  sit  totum  miuoris  duplum  residuo  alterius.  Sit  igitur  numerus 
duplus  VII.  et  ipse  est  XIIII,  qui  addatur  toti  minoris,  et  compositus 
fiet  duplne  maiori  additque  super  minorem  XX,  et  qnia  minor  est  trea  qnartae 
maioris,  auferantur  tres  quartae  de  dnobus,  et  remansbant  quinque  quartae: 
itaque  XX  contlnet  maiorem  semel  et  quartam,  et  ipse  est  XVI,  minor- 
itaijiie  erit  XII, 

XI.    Vermindert   man   das  Vorderglied   eines  gegebenen  Verhült- 
nisaee    nm   eine  gegebene  Zahl   und    vermehrt  das   Uioterglied   um 
eine  andere  gegebene   Zahl,   und  man  kennt  das    Verhaitniaa  jener 
Differenz  eu   dieser  Summe,   so  eind  die  beiden  Glieder  des  ersten  ^ 
VerhältuiBses  einzeln  bekannt.  _ 

Gegebene  Ulelchungen:  I 

(a+.r):</  =  2,,     x:(y  +  d)  =  q.  ■ 

J.  geht  so  vor:   Es  sei  e:  a  =  (y  +  d)  :*  =  -,   dann  ist  auch  (i/  +  J  +  e):  (.o  +  a')  =  — 

Es  ist  aber  y.-(a+x)=  — i  folglich 

,i  +  „:(a+.,  =  i-±. 

Da  aber  d  nnd  e,  also  auch  d  +  e  bekannt  sind,  so  ist  a  +  x  gegeben,  also  auch  ij. 
Beispiel:  p  =  1^,  ft  =  7,  d  =  6,   q~\.     Man  findet  der  Reihe  nach  e 
d+e  =  SO, =  i,  a-x^20  i  =  16,  y  ■■ 
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XII.  3i  duobuB   nnmeria  dati  nnmeri  alternatim  addantnr 
t  detrahantur,  et  post  mutuam  addiUonem  et  detractionem 

sint  fiemper  ad  inuicem  dati,  uterque  erit  datua. 

Sint  Dumeri  ab  et  de,  et  dati  sint  a  et  d,  itemque  dati  c  et  f.  Si 
ergo  ahc  fuerit  datus  ad  e,  etiam  äef  ad  b,  erunt  ab  et  de  dati.  Quia 
enim  abc  est  datus  ad  e,  detractoque  ab  eo  dato  uumero  ac  et  altert  dato 
addito,  qui  est  df,  fit  def  ad  h  datus  per  praemisaam  operationem. 

Verbi  gratia  niioori  detrahatur  IUI,  et  alü  additia  duobus  sit  totum 
maioris  duplum  residuo  alterias;  atque  minori  additis  tribus  et  maiori 
demptis  Ilil  sit  totum  reäiduo  sesquitertium.  Per  operationem  ergo  prae- 
raissae  totum  minoris  erit  XVI,  et  maioris  reaiduum  XII;  mams  ergo  XV"! , 
ut  minua  XII  non  aequales. 

XU.  Addirt  man  zu  einer  Zahl  eiue  gegebena  zweite  and  anb- 
trahirt  »on  einer  dritten  Zahl  eine  gegebene  vierte,  aub  trabirt  dann 
von  der  erten  eine  gegebene  Zahl  und  üddirt  xu  der  dritten  eine 
ebenfalU  gegebene,  und  es  ist  beidemale  dae  Verbältnies  der  Summe 
lur  Differenz  bekannt,  au  sind  auch  die  nicht  gegebeueu  Zahlen 
bekannt. 

Gegebene  QleicbuDgen; 

{a  +  x  +  c):y  =  b,     (d  +  y^fi-.x  =q. 
Die  Aufgabe  iet  mit  der  vorigen  identisch,  wenn  man  a  +  c  an  Stelle  von  a  und 
d  +  fa,a  Stelle  von  d  setzt. 

Bmpiel:  0  =  4,  c-2,  rf  =  4,  /'=  3,  p  =  2,  3  =  J.  Man  ßndet  nach  XI 
,c  +  a  =  l6,  y  +  (i  =  l2. 

XIII.  Si  a  duobug  Dameria  datis  duo  numeri  ad  inuicem 
dati  detrabantar,  ut  residuorum  sit  differentia  data,  singula 
eorum  data  esse  necesse  est. 

Sint  dati  numeri  ah  et  cd,  atque  a  ad  c  datus,  et  differentia  b  ad  d 
data,  quae  sit  e,  sitque  /^differentia,  quam  addit  a&  super  C(i,  et  differen- 
tia o  et  c  sit  g.  Si  igitur  b  maius  d  atque  e  maior  f  siue  minor,  seraper 
erit,  quae  eorum  differentia,  ea,  quae  et  a  et  c.  Quod  si  b  minus  d,  tunc 
o  et  /■  facient  g,    quare  semper  g  datum,    ergo  et  a  et  e,    aicque  6  et  d.* 

Verbi  gratia  dati  sint  XV  et  IX;  detraetum  antem  a  XV  fit  tripliim 
ad  detractum  de  IX,  et  differentia  reaidui  IX  ad  residuura  XV  sit  duo, 
quae  addantnr  auper  differentiam  XV  ad  IX,  et  fient  VIII,  qui  est  diffe- 
rentia detractoruro,  ideoque  erunt  XII  et  IUI,  residua  III  et  V. 

XIll.  Wenn  mau  von  zwei  gegebenen  Zahlen  zwei  andere, 
VerbaUniaa  bekannt  igt,  SHbtrahirt,  und  die  Diffeiens  der  b 
Regte  ist  gegeben,  so  kennt  man  alle  vier  Zahlen. 

Gegebene  Gleichungen: 


•   Hier  in  Db.  86  die  Randbemerkung:   Si  tnim  fuerit  aliqvontm  tarn  pro- 
poTtiv  'jua/n  di/ferentiu  data,  ipsa  SMnt  ciuto,  scito,  quitf  est  mams  «■i<tidmi 
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oder  ''.-»i  =  («-c)  +  (6-<*).  <ä-  b.  f 

s,-»,  =  (a-c>-((i-6),  d.  h.  f=g 
Hau  kennt  alto  iminer  f  a  — c  und  a: 
h  und  d. 

Beispiel:  s,  =  15,  Si  =B,  p  =  3,  il— &  =  e  =3.  El  lie^  also  der  zweite  Fall 
vor.  Man  findet  fl  =  8  +  2  =  8,  hat  also  a-c  =  8,  o:c  =  3,  and  folglieh  a  =  IJ, 
c  =  4  und  daher  b  =;  3,  d  =  6.  fl 

XIV.   Si  a  daobus  numeris  datie  uumeri  demantar,  c[ai  sint   < 
ad  Be  dati,  et  ex  reliquo  in  reliqnum  datua  numeraa  proneniet, 

qnilibet  eorum  datns  erit. 

Sint  dati  numeri  ab,  de  et  a  ad  d  datuB,  et  qttod  fit  ex  fi  in  «  ait 
datum,  quod  sit  f\  sit  aatem  sicut  a  ad  d  ita  abc  ad  de,  quare  6c  ad  c 
datnm  est.  Ergo  quod  fit  ei  6  in  6  c  sie  datum  ad  f,  et  difierentia  hc 
ad  6,  qiie  est  c,  aic  data:  erit  et  &  et  bc  datum,  et  sie  omnia. 

Verbi  gratia  sint  dati  XII  et  X,  demptumque  a  XII  ad  demptum  ex  X 
sit  aesqualterum ,  at  ex  reliquo  in  reliqnum  fiant  XXXVI.  Est  autem  XV 
ad  X  sesqualterum  et  LIIII  ad  XXXVI  sesqualtenim ,  qui  cum  contineatur 
sub  duobus  numeris,  quorum  differentia  III,  que  est  XV  ad  XII,  erit  udus 
IX  et  alter  VI,  qui  est  una  portio  XII,  et  alia  VI;  portioneaque  X  erunt 
IUI  et  VI. 

XI7.  Nimmt  man  von  iwei  gegebeueu  Zahlen  zwei  andere  weg, 
welche  ein  gegebeaes  Verhältnies  besitzen,  ond  man  kennt  das  Pro- 
dnct  der  lieiden  Differenzen,  so  kennt  man  die  Bubtrahirten  Zahlen 
eioieln.  J 

Gegebeae  Gleichungen:  I 

«  +  &  =  s,    d  +  e  =  s,;  ■ 

a:d=p,      h.e=(. 
Es    Bei     (a  +  6  +  c):(rf  +  e)  =  n.-(i  =  fi,    folglich    c    bekannt,     dann    ist    (t  +  t):t! 
=  ffl:d=p,   also   anch  b(6  +  c)  :6e  =(3,   d.  h.    b{b+c):  f—p.     Man   kennt  also 
l)(b-i-e)  und  (b-t-cj-b^c,  also  nach  lib.  I,  V   b  +  c  ond  b  einzeln,  also  auch  a, 
folglich  d  und  daher  auch  e. 

Beispiel;  a,  =  12,  s,  =  10,  p  ~i,  f=3e;  J.  findet  c  =  3,  bih  +  c)-U  und 
folglich  b  +  c  =  9,  6  =  6.    Es  ist  aho  auch  a  =  E  und  daher  d  =  i,  folglich  «=6. 

XV.  Si  numerus  in  quotlibet  diuidatar,  quorum  unum  da- 
tum, et  totum  ad  reliquoruro  aingula  proportionem  habnerit 
datam,  erit  totus  numerus  datns. 

Si  entm  ad  singula  eorum  proportionem  bahnerit  datam,  et  ad  com- 
positum ex  eis,  qnare  et  ad  residuum,  et  quia  illud  est  datum,  erit  ipeum 
totum  datum. 

Verbi  gratia  diuidatur  totum  in  quatuor,  quorum  unum  est  tertia,  aJ- 
terum  quarta,  alterum  quinta,  et  relinquentur  VI  et  dimidium.  Sed  tertia, 
quarta  et  quinta  sunt  quadraginta  Septem  seiagesimae,  erunt  ergo  VI  et 
dimidium  irar^Boim  sexage^imae,  unde  est  numerus  XXX.  Ergo  XXX  diuiaas 
est,   t  \  X,  VII  et  dimidium,  VI,    et  remaaebunt  VI  et  dimi- 
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XT.    lit  von  den  Theiten  einer  Zahl  einer  and  das  TerhäUnisB 
er  Kaoien  'lalil  xa  den  einieJnen  abrigen  Theilen  bekannt,  so  ist 
ach  die  ganze  Zahl  bestimmbar,  sowie  die  einzelnen  Theile. 
Gegebene  Gleichungen: 

ii!  =  Xi-i-Xt  +  x,  +  -.  +  ai 

x::r,=p,;     xtXt-Pi,   a::x,=p 

Nach  IX  iat   x:  lXi  +  Xt  + X,-] )  bekaoot,    folglich   nach  IV  auch   x-.a,    aUo  X 

und  daher  auch  x,,  x,,  x,,  ...  gegeben. 

Beispiel;  o  =  64,  pi  =  8,  p,  =  4,  p,  =  ü.  Es  folgt  x:{x,+x,  + Xi)  =  ^i,  aUo 
ist  a;;ft4  =  ij,  d.  h,  a;  =  30,  folglich  x,  =  10,  x,  =  Ti,  x,=Q,  aod  es  let  wirklich 
10  +  7ä  +  6  +  6i  =  30. 

SVI.  Numero  in  (luotUbet  diuiso  sl  unum  eorum  cum  dato 
numero  fecerit  numerum,  qui  ad  totum  sit  datus,  reliquia  Eid 
ifjsum  totum  datas  babenttbus  proportiones,  ipse  namerus  di- 
uiaus  datus  erit. 

Cum  enim  singula  eoram  ad  diuisum  proportiones  babeant  datas,  et 
compoeitua  ex  omnibus  ad  enm  proportionem  habebit  datam,  quare  et  re- 
siduum,  cjuod  est  datus  DumemB,  habebit  ad  eum  proportionem  datam,  qnare 
et  ipse  datus  erit. 

Verbi  gratia  diuidatur  numeraa  in  tria,  quomm  uuam  sit  tertia;  aliud 
quarta,  reliquum  cnm  temario  sit  eins  duo  tertiae;  quare  omnia  cnm  t«r' 
nario  continebunt  eum  et  eiuB  quartam,  ternarioB  ergo  eius  quarta,  et  ipse 
erit  Sil. 

XVI.  Iat  von  den  Tbeilen  einer  Zahl  daa  VerhältnisB  jedes  ein- 
zelnen zu  der  getheilten  Zahl  und  das  VerhaltniBs  des  letzten  Theilea 
plus  einer  gegebenen  Zahl  zu  der  ganzen  Zahl  bekannt,  so  ist  auch 
die  letztere  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 


Es  ist 


L 


=  3:i  +  a^  +  a;jH \-Xt; 

Xi:x  =  pt,   Xt-.x-pt (j:.-|-a):a;=p., 

(«,-!-«, +  a^H t-aÄ,+  o):fl!  =  p,  +  p,  +  .-.+p, -^(x  +  a):«, 

also      -  =Pi+i'i+ ■"+p.  — 1|  daher  o:  bekannt. 

Beüpiel:  0  =  8,  p,  =  ^,  p,  =  f ,  pj  =  i(.   Es  fblgt  (3!+3) :  1  =  IJ,  -  =  |,  x  =  ie. 

XVII,  Numero  in  quotlibet  diuiso  si  eorum  aliquod  cum 
numero  ad  totum  dato  fecerit  numerum  datnm,  et  reliqua  ad 
totum  proportionea  datas  habuerint,  ipsum  nnmerum  dinisum 
datum  esse  conueniet. 

Cum  enim  ad  singula  reliquornm  proportionem  datam  habeat,  et  ad 
coniuDcta  habebit,  et  sie  ad  prius  snmptum  et  ei  additum;  quare  et  ad 
compositum  habebit  proportionem  datam,  quod  cum  datnm  sit,  et  ipeam 
datum  erit. 

Verbi  gratia  diuidatur,  ut  prins,    in  tria,   et  unum  sit  medietas, 
unum   tertia,    et  tertium   cum  eins  quarta  iaciat  V.     Et  quia  dimidium  et 
t«rtja  sunt  quinqne  sextae,  erit  reU(\Uuta  ^\le>,  (^«la^  n^cnvv«^  <^^a. ^ 
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fioit  V,  erit  V  eiua    quarta   et  seita,   hoc  est  qaloqae  daodecimae,   qni 
ipse  est  XII. 

XVn.  Die  getbeilte  Zahl  ist  auch  bekannt,  weiiD  ein  Theil  ptu» 
einer  Zahl,  welche  lu  der  getheilten  Zahl  ein  gegeheiieB  VethaitniBB 
hat,  bekannt  ist,  und  die  übrigen  Theile  ku  der  getheilten  Zahl  be- 
kannte Vethältniise  beeitzen. 

Gegebene  Oleiehungen: 


lodecimae,   qnaMI^H 

4 


und  folglich  I .  ^^M 

«-(  l-J'. -i'ü P'~<-^m}^'  ^M 

also  X  bekannt.  ^^| 

Beispiel:  p,  =  i,  pt  =  i,  m  —  i,  a  =  6.    Es  folgt  5  =  -^x,  also  x=l2,  ^B 

XVIII,  8i  numerns  datns  in  qootlibet  dintdatur,  qua«  oon- 
tiuue  proportiouem  habaerint  datam,  erit  quodlibet  eoram 
datum. 

Quia  enim  primum  ad  secuudum  datam  et  secuudum  ad  tertinm.  erit 
primum  ad  tcrtium  datum,  quare  eiinilUer  ad  Becandnm  et  tertiam,  et  ob 
hoc  totum  ad  ipaum  datam,  et  cum  totum  datum  sit,  erit  etiam  primam, 
et  ideo  secandam  atque  terlium. 

Verbi  gratia  diuidatur  LX  in  tria,  quorum  maius  duplum  seeando, 
Becandua  triplum  tertio,  quare  primum  sescuplum  tertio,  quare  eecucdura 
et  tertium  duae  tertiae  primi.  Totum  ergo  conünet  primam  et  eius  dnas 
tertias,  erit  ergo  illud  XXXVI,  seenndum  XVIII,  tertium  VI,  qaae  simnl 
faciant  LX. 

XVUt.  steht  von  denTheilen  einer  gegebenen  Zahl  jeder  zu  dem 
iiitchglfolgenden  in  einem  gegebenen  yerhäUaisBe,  bo  sind  die  Theile 
einzeln  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

j:,  +x^H h  X»  =  a; 


ist 


also 

X,1X^=l>,PtP,   ...  pn-,, 

„.,  -1+  '  +  •  +...+      ' 

folglich 

'"^Kp^ 

.P.-I 

'■-'■'    '*r*t,n*    +p,p... 

•  p— ■' 

I 


Mao  kennt  also  Xx  und  daher  auch  x^,  ,..,Xy,,    J.  führt  den  Beweis  nnr  fdr  drei 
Theile,  wir  haben  seinen  Gedankengang  verallgeme inert. 

Beispiel;  a  =  60,  p,  =  2,  p,=.  3.    Es  folgt:  x,\x,  =  6,  (i.-f  arj) :  x,  =  J,  folglich 
60:4),  =  li,  Ä|=36,   j;,  =  18,  x,  =  6. 

XIX.   Nume_'  t  qnotUbet  diuiso  si  singulie  eorum 


data,   erit   prius   sumptoram  diuidentiam   proportio  similiter  J 
data,  et  ipsa  data. 

Nameri  dati  pariter  additi  dato  numeco  diuiso  addaatur,  et  fiet  numenia   | 
totus  datuR,  quam  coastat  diuiünm  esse  in  numeros  ad  ga  continue  datos,  qai   ' 
coastaot  ex    diuidentibus  primi  numeri  et  numeriB  datia,    quare  couipositos 
illos  datos  esse  coDstat.     Es  quibas  si  dati  numeri  anferantur,  relinquentur 
portionea  jiropositi  niiraeri  dati. 

Verbi  gratia  XX  diuidatui-  in  tria,  qaorum  uni  addautur  IUI,  a 
unum,  alii  T,  ut  sit  primum  secaudo  sesqualterum ,  aecundum  tertio  duplum, 
Itaque  IUI,  V,  unum  addantur  XX,  et  tient  XXX.  Quod  si  diuisum  fuerit 
secandam  ülas  portiones,  eiibunt  XV,  X  et  Y.  Auferantur  ab  illis  dati 
numeri,  a.  XV  IUI,  et  a  X  V,  et  a  V  uDum,  et  retnanebnnt  XI,  V,  IUI, 
in  quae  constat  diuisum  ease  XX. 

XIX.  DerEsIbo  Satz  vie  XVlll,  nur  daea  jedem  Theile,  ehe  daa 
VerbaitaiBB  bestimmt  wird,  eine  gegebene  'l«.hi  addirt  wird. 

Uegebenc  Oleicbungen: 

x,  +  Xi  +  --  +  Xm  =  a; 
{X,  +  b,):(.Xt  +  b^=p,,    {x^  +  bt):{x,  +  b,}  =  p, (a:,_,  +  6„_,):('E.  +  M=f"-i- 

Addirt  man  zu  Gleichung  1  beiderBeita  ii,  -f-  f»,  +  ■■•  +  b<,,  so  bat  man  filr  die  OrOBaen 

x,  +  bi,  ar,  +  fc,,  Xj  +  b,,   ..,,  x„+b,t 
die  Entwichelung  den  vorigen  Satzes;  diese  QrOisen  sind  alBO  gegeben,  folglich 
auch:  x,,  x,,  ...,  Xn. 

Beispiel:  «^'20;  b,  =  i,  6»=!,  b,  =  b;  Pi^i,  Pi  —  ^-  Man  findet,  dou 
a-\-b,  +  bt  +  b,  =  3l)  in  die  Theile  a^j  +  i^IS,  x,  +  B  =  10,  a^a  +  l^ö  getheilt  ist, 
erbült  also  a;|  =  ll,  xt  =  ä,  a',  =  4. 

XX.  Si  sumantur  quotlibet  numeri,  i|Uorum  praecedentea 
cum  datis  numeria  ad  sequentes  babueriut  proportiouea  dataa 
ita,  ut  et  ultimus  adiuncto  dato  numero  babeat  proportionem 
datam  ad  primum,   singuloa  eorum  datoa  esse  demonatrabitur. 

Sint  trea  numeri  a,  b,  c,  et  dati  numeri  totidem  d,  e,  f,  sintque  ad 
ad  b,  et  be  ad  c,  et  cf  ad  a  dati.  Sicnt  igitur  ad  ad  b  ita  sit  g  ad  c,  ut  ait 
totus  gda  ad  bc  aicut  ad  ad  b,  et  hoc  dntus.  Cum  ergo  sit  be  ad  c  datua, 
gda  etiam  datus  ad  c;  ait  item  k  &<1  f  sicut  gda  ad  c,  eritque  hgda  ad 
fc  datus.  Sed  fc  ad  a  datua,  ergo  hgda  ad  a  datua  est,  quare  et  hgd 
ad  a  datua;  sed  hgd  datua,  ergo  et  a  datus,  similiter  b  et  c. 

Verbi  gratia  sint  numeri  tres,  eitque  primus  cum  VI  continens  aecun- 
dum et  eiuB  duas  tertiaa;  aecundns  cum  IUI  continens  tertium  bis;  tertiua 
cum  duobus  sit  qninque  septimae  primi.  Et  quia  VI  et  duae  tertiae  con- 
tinent  IUI  et  eiua  duos  tertias,  addantur  primo,  ut  sint  ipae  et  XII  et  duae 
tertiae  continentea  aecundum  cum  IUI  et  eorum  duae  tertiaa.  Contibnnt  ergo 
tertium  ter  et  eins  tertiam.  Sed  et  VI  et  duae  t«rtiae  continent  duo  ter 
et  eins  tertiam,  itaque  primus  com  XIX  et  tertia  continet  tertium  cum 
duobus  ter  et  eiuä  tertiam.  Sed  tertius  cum  duobus  cum  sit  quinqna 
timue  primi,  primaa  et  XIX  et  terÜa  coulmeWu^.  ■pt'HßMm  V«  vÄ.  ««iL 
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§eptittum  et  dost  wigemmm  primaf ;  qnsre  XIX  et  tertia  eontiDdMiiit  eam 
i^mel  et  eioi  dnas  BefümMM  et  dnas  Tigefimaf  priniMy  et  primiu  erit  ergo 
Xrill,  et  teeondiu  XII,  tertiiu  satem  VIIL 

XX  Hat  TOD  n  geioehtea  Zahlen  die  Somme  aot  je  der/»*«*  ge- 
tachteo  ood  eioer  gegebeoeo  Zahl  xo  der  (p-f  1)***  gesaebtea  Zahl 
eis  gegebenes  Yerhältniff,  lo  daif  ffir  p-n  j»-f  1  =  1  wird,  so  kennt 
man  iämmtliebe  gefachte  Zahlen. 

Gegebene  Gleiehoogen: 
x^^ai-^X^Xt^    ^  +  tfi  =  ^^ff  •••$  Xf-^Of  —  l^Xf^x^  •••,  XB+as  =  l«jr,. 

Man  suche  zon&ehst  h^  atis  der  Proportion 

so  dass  also  h^  bekannt  ist,  dann  hat  man  aach 

^i±5±^  =  l,;  e.istaber^±^«  =  l., 

folglich  ;z;|+a|-f6|C:l|2fd^;  dann  bestimme  man  (^  doreh  die  Proportion 

a?i  +  Ol  + 1,  _  6,  _ 

so  ist  ancb 

a^  +  a|  +  6|  +  6,_- 

«•  +  «•"    '"^^' 
und  folglich  wieder 

a?i +  a, +6,  +  J|  =  l|l,lt«4f 

WO  ~= — -S  s  X,  benotet  ist    Fährt  man  so  fort,  so  erh&lt  man  schliesslich: 
•4 

also  fl?!  =   ^    11,    — -r — r~^*    Daher  kennt  man  aach  «ti  «a>  •••!  «•• 

AfAfAf  •••  A«  —  1 

BeUpiel:  Jordanas  nimmt  n=:8  und  setzt  ai  =  6,  at  =  4,  a,  =  2;  1|=:1), 
1,  L-3  8,  Ai »  f  und  findet  (|  =  6|,  fr,  =s  6};  a,  +  61  +  &i  =  19^;  li  X,2s  =  2?  Ai  ^olgUch 
0^1  =19itl/fsU,  d;,=  12,  d^=:8. 

XXI.  Si  numeruB  datas  in  duo  diuidatnr,  quorom  alterum, 
Tel  numerus  ad  ipsum  datus,  cum  numero  dato  ad  reliquum 
fecerit  numerum  datum,  utrumque  datum  erit. 

Diuidatur  ah  in  a  et  6,  et  sit  c  datum  ad  6,  atque  ac  sit  numerus 
datuB.  CuiuB  differentia  ad  ab  sit  0  data,  et  ipsa  est  differentia  c  et  b;  et 
(|uia  c  nd  6  datum,  erit  e  ad  6  datum,  cumque  Bit  e  datuB,  erit  et  b  et  a 
datuB. 

Verbi  gratia  XII  diuidatur  in  duo,  quorum  unum  cum  tertia  reliqui 
faciat  VI,  cuiuB  ad^XII  differentia  est  VI«  qui  etiam  est  differentia  tertiae 
ad  totum  Buum:  quare  VI  duae  tertiae,  et  totum  IX,  residuum  III,  quod 
cum  tertia  IX,  hoc  est  cum  tribuB,  facit  VI. 

XXI.  Könnt  man  die  Summe  zweier  Zahlen  und  ausserdem  die 
Summe  der  einen  (oder  einer  ihr  proportionirten  Zahl)  und  einer  zu 
der  andern  proportionirten  Zahl,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt 

Gegebene  Gleichungen: 

Mm  ßadt 
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aliD  anoh  a  bekannt.    J.  betrachtet  aaz  den  lioks  stehenden  Fall  «eines  LehrsatieB, 
Beispiel;  g,  =  i2,!^,  =  6i   n  =  3.    Eb  ut  aho  ^  =  6:  J  =  9,  x  =  S,  und  ea  ist 

3  +  1  =  6. 

XXII.  Numero  dato  in  duo  diuiso  si  alterum,  vel  numeraa 
ad  ipaum  datus,  cum  numero  dato  fecerit  numerum  ad  reli- 
quum  datum,  utramqne  eoram  datum  erit. 

Ut  prius  ab  parciatur  in  a  et  in  6,  atqne  a  cum  o  dato  faclat  ac 
numerum  ad  b  datnm.  Addatur  ergo  c  ad  ab,  nt  alt  totus  abc,  qui 
diuisaa  eat  in  b  et  ac,  quorum  proportio  data,  utrumque  ergo  datum. 

Verbi  gratia  XII  diuidattir  in  duo ,  quomm  alteram  cum  diiobua  faciat 
tres  quartas  reliqni.  Duo  iungantur  XII  et  fient  XlllI,  qoi  diuisns  est 
flecnndum  illam  proportionem ,  quare  alteram  erit  VIII,  alternm  VI,  a  qoo 
Bobtractis  duobna  remanent  IUI. 

XXU.    Ebenso,  wenn  aneaet  der  Summe  der  Zahlen  das  Verh&lt- 

gegebenen  Zahl  zu  der  »weiten  gegeben  ist. 
Gegebene  Uleichungen: 

»  +  !/  =  .,.  B)       '  +  "  =  •■ 

X-}-  c  =  pi/;  mx  +c  =  py. 

Man  hat  bezüglich 

(H-c)+y  =  *  +  c;  (mx  +  c)  +  my  =  ms  +  c, 

x  +  c-py;  {mx  +  e)  =  ^-mi/, 

kennt  altio  jedesmal  die  Summe  und  da«  Terhältnisi  zweier  Zahlen,  aisu  nnch  LI, 
VI  beide  einzeln. 

Beispiel:  s  =  l!,  c  =  2,  ji  =  i.    Man  findet  i/  =  B,  x  +  2  =  S,  x^i. 

XXIII.  Si  nnmerns  datas  in  qaotlibet  diuidatur,  quoium 
quodlibet  sumptum  praeoedens  semper  ad  compoaitum  exdao- 
bus  reliquis  proportionem  habeat  datam,  quodlibot  sorum 
datum  erit. 

Diuidatur  datus  numerus  in  a,  b,  e,  d,  atque  a  ad  bc,  et  b  ad  cd, 
et  c  ad  da  proportionem  babeat  datam.  Diuidatur  ergo  n  in  e  et  /",  aitqua 
{i  ad  e  et  c  ad  /*  sicut  hc  ad  a.  Item  qula  b  ad  cd  habet  proportionem 
datam  atque  b  aA  e,  erit  e  ad  cd  datum,  quod  diuidatur  in  g  et  h  secun- 
dum  proportionem  c  ad  d.  Cum  igitur  fg  ad  c  ait  datum,  atque  c  ad 
ad,  erit  fg  ad  da  datum.  Reaolvatur  g  iu  h,  l  secundum  proportionem  d 
ad  a,  eritque  a  tamquam  kkl,  cumque  sit  i  ad  a  datum,  erit  simiUter 
et  hk.  Sed  kk  bA  d  datnm,  quare  d  ad  a,  atque  h  ad  a&  et  ad  a,  quare 
a  et  b  et  aimiliter  ac,  omnia  ergo  ad  se  et  ad  totum,  quare  aingula  data. 
Qaod  ai  quinque  fuerint,  ut  o,  b,  e,  d,  e.  resoluetur  modo  dicto  a  in  de, 
atqae  eadem  ratione  e  in  de  et  d  in  cb  et  c  in  ba,  eritque  a  ad  b  datnm, 
et  sie  de  caeteris.  -^^r^m  -  w-^v 


Historiscb-lil«ranscbe  Abtheilung. 


Verbi  gratia,  ut  alt  ezemplum  jd  qnatnor,  diuidutur  siqnidem  XXXII 
in  qnatuor,  (|Dornm  pritnum  Bit  septima  seciindi  et  t«rtii;  aecundnm  quinta 
tertii  et  quarti;  tertium  medietas  quarti  et  priini.  Ducatur  itaque  septima 
in  qiiiutam  et  erit  trigesiroa  quinta;  et  septima  in  dimidium,  et  fiet  decima 
quarta;  et  trigesiaia  quinta  in  diroidium,  et  fiet  septuagesitna ;  fietque  pri- 
tnum famquam  Bua  septuagegima  et  decimaquarta,  hoc  est  sex  aeptuagesimae, 
et  Beptuagesima  et  trigeBima  quinta  et  quatuordecima  quarti,  boc  est  octo  sep- 
tuageaimae.  Itaque  seiaginta  quatuor  septuageBimae  primi  sunt  gcto  septua- 
gesimae  quarti,  et  quia  octo  octaua  seiaginta  quatuor,  erit  primus  octaua  quarti. 
Sed  et  primus  septima  secundi  et  tertii,  quare  quartua  continet  secundum  et 
tortium  et  eorum  septimam;  sed  secundas  est  quinta  t«rtii  et  quarti,  et  quinta 
quarti  tamquam  quinta  et  trigeaima  quinta  secundi  et  quinta  et  trigesima 
tertii,  quare  secundus  est  tamquam  quinta  et  trigesima  quinta  sui,  hoc  est 
octo  trigesimae  quintae,  et  duae  quintae  et  trigesima  quinta  tertii,  hoc  est 
eins  quindecim  trigesimae  quintae.  Itaquae  eius  viginti  Septem  trigesimae 
septimae  sunt  'luindeeim  trigesimae  septimae  (ertii;  secundus  ergo  ad  ter- 
tium sicut  XV  ad  XXVII.  Sed  secunduB  ad  tertium  et  quartum  sicut  VI 
ad  XLVni,  quare  primus  ad  secundum  ut  VI  ad  XV,  et  qnia  VI.  XV, 
XXVII,  XLVIII  faciunt  XCVI,  qui  est  tripluB  XXXII,  erit  XXXII  diuisus 
in  duo,  quinque,  IX,  XVI  secundum  sumptas  habiludines. 

XXUI.  Gegeben  ist  die  Summe  von  n  Grössen  und  das  VerhaltnisB 
cioer  jeden  zu  der  Samme  der  beiden  folgenden  -  wobei  die  auf  die 
n«  UrOsse  folgende  die  erste  igt  — ;  dann  sind  sümmtlicbe  GrGai 


beka 


Gegebene  Gleichungen: 


Xn-3=Pn-i{X,-l+r„), 

Xn-I  =pB-i(«n+T,). 

X,=?i,X,+J.,X„ 

Pitct=l',P,Xi+P,P*':„ 

P,P,x,=p,pijHXi-HHPtl>>!^i, 

l>iPtP,---Pa-3Xn-i^p,pf.}>n-iX,-l-i-J>,p,. 
V, Ihp! ...pa-iXn~i  =p,pt.  ■  .]>»-lx»  +p,l>t  ■  •  • 
Addirt  man,  ho  ergiobt  aicb 

3r,  =i>,  xi  +p,ptX,  +p,p,psXi  4-  ■■  ■  +/'iJ»i .. 
Entwickelt  man  jetzt  ebenso 

}.fX„  p,]t:^i,  P,P,P,x, 
und  Bo  fort,  so  erhält  man  BchliesBÜcb 
enthält;  dann  findet  sich  aber  aua  Tn-i  =  pa~t(' 
durch  a,  ausgedrückt,  so  daes  endlich  Gleiclmog 
T  M  UiibokanntcD  liefert.     Für  n  : 


P~'ias+PtPi...] 
+  P,Pt'--i 

Gleichung,  welche  nur  noch  ^ 


P,Pt''^=PlPtPtX^  +  p,ptPtr■,, 

also  durch  Addition 

'i  =  Ü'iPiPj  +PiPt  +  PiPt)i^i  +  iP,PtP,+PiIh)'^i 
und  rolglicb 

'   yiPt+PiPi+j'iJ'ii'i"  '■ 

Bft'spieJ  für  vier  GröEten:   «  =  82j  J>,  =  4>  Pt  —  it  Pi  =  k-     Es  ist  aluo 

*,=  l^,.jx,=^jaii,  und  daher  Si=(i  +  -f,  +  f,  +  l)x,  =  ixi, 
■omit  iit  x^  =  16,  Xi  =  9,  Xi  =  6,  x,  =  2. 


-x,  =  ix„  also  «,  =  li  .  ia;<  =  ^(i> 


XXIV.  SisomantnrqaotHbetnuroeri,  quorumqnilibet,  c 
numero  dato  habnerit  proportionem  datam  ad  compositum 
reliquig  Omnibus,  sioguli  eorum  datos  esBe  necesae  est. 

Sint  iiumeri  quatiior  a,  b,  c,  d\  dalua  nnmerua  sit  f,  et  quia  ae 
datus  ad  hcd,  esto  ae  dinisns  in  fgh,  nt  sit  f  ad  b,  et  g  ad  r,  et  /i  ad  d 
datus  sicut  ab  ad  bcd.  Sit  item  A  ad  e  sicut  f  ad  b,  et  (|uia  he  eat  ad 
cda  datua  atque  fk  ad  6c,  erit  fh  ad  cda  datus.  Dinidatur  ergo  secun- 
dum  proportiosero  eorum  in  i,  m,  n,  sitque  item  <*  ad  a  sicut  p  ad  c, 
quare  (e  ad  c  erit  ut  cnfj;  ad  /(;  aed  eh  ad  acij  est  datum,  atque  acd 
ad  «  ut  r»ip  ad  7i,  cui  est  aequalis  ti;  ad  c,  quare  fb  ad  /,  eac  datum 
erit.  Sed  keac  ad  ae  est  datum,  atque  acd  est  datum,  quare  eb  ad  ea 
datum,  similiter  ca  ad  ec  atque  cd.  Ilaque  ea  ad  triplum  e  et  bcd  datum; 
eed  ea  ad  &c  datum,  quare  triplum  e  ad  bcd  datum,  ipsum  ergo  datum  et 
a  datum,  et  sie  de  omnibus  dJuisim. 

Verbi  gratia  datus  numerus  VI,  sintque  qnatuor  nnmeri,  quoram  pri- 
muB  et  IV  sit  nona  reliquorum,  seoundos  et  VI  Sit  tertia  raliquorum;  ter- 
tius  et  VI  sit  tres  qnintae  residuorum,  qnartus  vero  et  VI  sit  reliquis  con- 
iunctis  aequalis.  Ducatur  itaque  tertia  in  uonam,  et  ßet  vigesima  septima; 
itemqua  tertia  ducatur  in  iinum  et  nonam,  et  fiet  tertia  et  vigesimasep- 
tima,  quae  diuidantur  per  nosam  et  vigesimam  septimam,  et  exibunt  duo 
et  dimidium.  Ttemque  noua  ducatur  in  tres  quintas,  et  esibit  quintadecima; 
atque  tres  quintae  in  unum  et  uonaiu,  et  erunt  tres  quintae  et  quinta- 
decima, quae  diuidantur  per  nonam  et  quibtadecimam,  et  exibunt  tres  et 
tres  quartae ,  quare  tertius  et  VI  continent  primum  et  VI  ter  et  tres  quartas. 
Quia  iterum  quarlus  et  VI  sunt  ut  residua  semel,  ducenda  erit  nona  in 
nnum,  et  fiet  nona,  quod  si  etiam  unnm  ducatur  in  unnm  et  nonam,  fiet 
unum  et  nona,  quae  diuidentur  per  duas  nonas,  et  exibant  V,  quare  quar- 
tum  et  VI  est  quintuplum  primo  com  VI,  Itaque  seeundum,  tertinm, 
quartum  et  ter  VI  continent  primum  et  sex  undecies  et  quartam.  Sed  illa 
tria  continent  ea  nouies,  quare  ter  VI,  hoc  est  XVIII,  continet  primum 
et  sex  bis  et  quartam,  sunt  ergo  VIIIj  demptisi\ue  VI  vema,&ft,&t.  A*(i ,  tifw 


I 

I 

1 


est  primuin-  Sed  et  aecundum  et  VI  eiit  XX,  quare  eecnndum  esiXIIII; 
tertiom  cum  VI  XXX,  atqne  ipsum  XXHII;  quartum  cum  VI  XL,  quia 
qaintnplum  VIII,  ipsum  ergo  XXXIIIT. 

XXIV.    Addirt    nan    eine    gegebeue  Zahl   einzeln  zu   geaucbten 


Zafalei 


nd  di( 


erlia 


Q  ZahUi 


■iligenSam 


e  GleicbuDgea  [J.  benutzt  nur  v 
x,-\-a  =  M,[x,  +  x,4-- 
Xt  +  a  =  mt(,x,  +  a:,  +  - 


-i(x,  +  r, 


r  Unbekannte); 

Xm-l  +  X»),  . 

Xn  -I  +*■), 

+  xi,-i  +  Xtt), 


XnA-a-  m«  (,T,  +  X 

üurcb  ahnliclie  Scblflaae,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  will  J.  das  VerhültniM 
jeder  Unbekaoaten  zu  der  gegebenen  Zahl  bestimmen.  Wir  werden  hier  ee  vor- 
aiehen,  den  Oedaukeogang  des  Jordanua  an  dem  von  ihm  gewählten  Beispiele 
von  vier  Unbekannten  darzulegen.    Ea  iat  also  gegeben : 

a;, +  a  =  m,(a:,  +  i,  +  a'|), 

.r,-\-a-  M,  {X,  -i■x^  +  Xt),  ^ 

x,-\-a  —  mt  ix\+Xi  +  X,).  A 

Der  Text  des  Jordanue,  wie  er  vorliegt,  ist  in  seinen  spHitereii  Theilea  abtolnt  - 
imferstilndlich.  Der  Anfang  aber  bat  folgende  Umformungen  su  bewerkstelligen! 
~  1  ereten  Gleichungen  in 


mdett  die  beiden 


Alles  üebrige   ist  jedenfalls 
riltbseln  ist. 

Auch  daa  Beispiel,  desse 


3^  Wifiijarj  +  vtjfn^x^  -f-  wii  w^Xi . 

0  verdorben,   dass  der  weitere  Sinn  nicht 

Gleichungen 

Xi  +  6^i{Xt  +  x,  +  Xi), 
j:,  +  6  =  Hx,  +  x,  +  x,), 

sind ,  giebt  für  die  Art  der  LOsung  nicht  geuSgende  FingerEeige.    Seine  i 

Lösungiat:  ^,=9.    ^.  =  1*.    .r.  =  9d      «.^Si 


1 


XXV.  8i  proponantur  in  ordioe  quotlibet  numeri,  quorum 
singuli  cum  Dumero  ad  proximum  sequentem  dato  datum  na- 
merum  constituant,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Sit  datns  numerus  e  et  quatuor  numeri  a,  b,  c,  d,  atqne  f  datus  ad  a, 
et  ^  ad  Ii,  et  h  ad  r,  et  fe  ad  d;  atque  a  cum  g  et  b  cum  h,  et  c  cum  k 
et  d  cum  f  faciat  e.  Sieut  autem  jt  ad  6  ila  sit  l  ad  h,  et  aicut  l  ad  c, 
ita  m  ad  k,  et  sicut  m  ad  d  ita  n  ad  f;  ttaque  gl  et  Im  et  ntn  dati  erunt. 
Et  quia,    '  ''   differentia  ag  ad  gh,    ea  est  a  ad  I,   erit  differentia  a 

ad  i  d'  ■  differentia  i  ad  ti,  quare  et  differentia  n  ad  n  data. 

Sed  e  datus,  erit  et  a  et  n  ad  differentiam  datua,  uterqiw 
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ergo  dstna,  cumqne  eit  a  datas,  bI  detrahatar  ab  e,  relinqnetnr  p  datas, 
qQare  et  B  datns  erit,  et  reliqoi  simillter.  Quod  si  qnmqae  faerint  po»iti  ' 
a,  (f,  l,  m,  n,  c,  cum  sit  diferentia  a  ad  l  data  atque  l  ad  n,  erit  et  a  , 
ad  n  diß'erentia  data.  Cum  nc  datum  Bit,  si  fit  a  minus  m  et  dato  minus, 
ipao  detracto  de  nc  dato  remanebit  ca  datus,  quare  utrumque  dalum;  i 
vero  maiuB,  quia  dato  maias,  ipso  addito  ad  nt;  fiet  ac  simiUter  datum, 
et  utrumque  datuiu. 

Verbi  gratia  datus  numerus  sit  CXIX,  aintque  alii  quatuor  namerj, 
quoium  primuB  cum  dimidio  secandi  faciat  CXIX,  secundus  cum  tertia  tertii, 
tertiua  autem  cum  quarta  quarti ,  quartus  cum  quinta  primi  coustituant 
tpsum.  Ducatur  itaqne  medietas  in  tertiam,  et  erit  seita;  et  se;cta  in  quartam, 
et  fiet  vigesima  quarta;  et  vigeaima  quarta  in  quintam,  et  proueniet  cen- 
teiima  vigesima.  Quia  ergo  primua  et  medietas  secundi  sunt  CXIX,  et 
medietaa  secundi  et  sexta  tertii  sunt  LIX  et  dimidium,  primuB  excedit  sex- 
tarn  tertii  LIX  et  dimidio;  et  quia  sexta  tertii  et  vigesima  quarta  quarti 
sunt  X  et  IX  et  quinque  seitae,  et  vigeBima  quarta  quarti  et  centeaima 
TigeBima  primi  sunt  IUI  et  viginti  trea  vigesimae  quartae,  differentia  sextae 
tertii  et  ceutesimae  vigesimae  primi  erit  XIIII  et  vigiütluna  vigesimae  quartae, 
Differentia  ergo  primi  ad  centesimam  vigesimam  sui  est  LXXIIII  et  novem 
vigesimae  quartae,  quod  si  multiplicetur  per  CXX,  fiet  VIII  milia  DCCCC 
et  XXV.  Quia  prlmns  ad  illud  eicut  CXX  ad  CXIX,  si  productas  dinidatnr 
per  CXIX,  enibit  LXXV,  et  ipse  est  primus.  Quo  detracto  de  CXIX  re- 
manebunt  XLIIII,  quo  dnplicato  fiet  secundus  LXXXVIII.  Hoc  tunc  dempto 
de  CXIX  relinqnentur  XXXI,  quo  triplicato  fiet  tertiua  XCIII,  et  iato  sub- 
lato  de  CXIX  residuus  erit  XXVI.  quo  qnater  sum|jto  fiet  quartus  CIIII, 
sed  et  si  iste  anferatur  de  CXIX,  remanebunt  XV,  qni  est  quiata  LXXV, 
qui  est  prii&as. 

XXV.  Hat  von  einer  beliebigen  Änaahl  vonGrÖaaen  jedeeinEelno 
mit  einer  zu  der  näctistiolgenden  gegebenen  Zahl  ein  und  dieselbe 
gegebene  Zahl  zur  Summe,  bo  eind  alle  GrOBeen  bekannt. 

Gegebene  Gleichungeo : 


UBK'^ 

.ucuc 

""^'^  " 

"     "  a:,  +  ni,3:(  =  «, 

a:,+m,arj  =  e, 

wi  +  w,a:,  =  e. 

Eb  iat 

folglicl. 
aber 
also 

Peruer  iat 
alao  wieder 

x,-tn,»n,3;,  =  (l-m,)e; 
mi  m..r,  +  m,  m,.r,a:j  =  mim^e, 

,  «1,  nij.c,  +  in,  nit  »ittlij  J't  =  BI,  Hi,m,  e. 

3-1 

1  -  m|m,mjm4a-s  =  (1-  »Ni  +  ">,»!,  - 

-fn,m,  »".)(■. 

Wie  man 

hier 

fortfahr 

en  kann,  ist  ohne  Weitem»  ^Ut. 

WCM.  mV^OA. 

HIMI.-1II. 

Abtblg.  J.  Z^((« 

rhr.  f.  Molli,  n.Pljj8.XXXVI,  2. 

^ 
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a?,  +  {-l)«imimtmj...miia?i  =  (l-mi-f  ni|m,-mi iwi »«,  +  ••• +  (-!)» •>t»iiii,- mn-i)«; 

damit  kcDiit  man  n?,,  und  folglich  ergeben  Bich  aus  den  nrsprdnglichen  Gleich- 
ungen leicht  die  übrigen  Grössen. 

Beispiel:  Für  n  =  4;  ß=119;  W|  =  l,  »ii  =  i,  fW8  =  J,  »14  =  ^^.  Dann  erhält 
man  t»i nt, nts  1714  =  f 4(^1  1  — «W|  +  W|iWt  — W|Wi»W3=  l -^4- J— ^  =  i},  es  ist  also 
(I-tIb)^i  =  iJ-119»  ic,  =  120.JJ  =  76,  also  Jar,  =  119-76  =  44,  ir,  =  88;  Jars 
=  119  -  88  =  31 ,  arg  =  93;  ^0:4  =  119  —98  =  26,  x^  =  104;  als  Probe  ist  endlich 
Ja?!  =  1 19  —  104  =  15,  Xt  =  76,  wie  vorher. 

XXVI.  Positis  quotlibet  numeris,  si  qnilibet  eornm  cum 
numero  ad  compositum  ex  reliqnis  dato  fecerit  nnmerum 
datnm,  singnli  eornm  dati  ernnt. 

Sit  datns  numerus  t^,  et  numeri  propositi  a,  5,  c,  d  sitque  efg  datus 
ad  a&c,  qui  cum  d  faciat  t,  atque  hJcl  datus  ad  6 cd,  qui  cum  a  faciat  t^ 
sed  et  mno  datus  ad  cda,  et  ipse  cum  h  faciat  v,  atque  pgr  datus  ad  dah^ 
qui  cum  c  faciat  v^  sitque  hkl  ad  hcd  minor  proportio  quam  mno  aä  cda^ 
et  istorum  minor  quam  pqr  ad  da 6,  et  horum  minor  quam  efg  ad  a5c. 
Quia  igitur  h^  l  minores  sunt  quam  n,  0^  toUantur  ab  eis,  et  remanent  8 
et  t ;  eruntque  a  h  maius  m  h ,  sed  si  h  est  maius  6,  erit  a  minor  m, 
quoniam  maior  est  proportio  m  ad  a  quam  ^  ad  5;  ablatis  ergo  a  de  m 
et  &  de  A  remaneant  rr,  v,  eritque  v  tamquam  xst.  Et  quia  mo  minus 
pr  ei  h  minor  h^  erit  c  minor  n,  et  quia  /»^  minus  e^  et  c  minor  ^,  quia 
minor  n,  erit  d  minor  r.  Sic  ergo,  quia  0  resolvitur  in  xsty  quae  sunt 
data  ad  acd,  similiter  et  h  re8olvetur  in  tria  data  ad  acd^  atque  quodlibet 
datum  c  in  tria  ad  ahc^  sed  et  quodlibet  datum  d  in  tria  data  ad  a&c, 
et  sie  tan  tum  a  nou  resolvitur.  Atqui  si  h  esset  minus  6,  fieretque  a 
maior  m,  et  tunc  abc  resoluetur  in  reliqua  usque  ad  d.  Si  ergo  a  non 
resolvitur,  quodlibet  reducetur  in  datam  ad  a  et  datum  ad  unum  reliquorum 
(est  enim  v  tamquam  xsty  sed  sunt  tamquam  Izy  data  ad  abc),  Dempto 
ergo  y  de  V  remanet  fe,  eritque  fe  ut  xz  et  ti,  similiter  ti  erit  ut  ne,  pc 
data  ad  ab]  dempto  ergo  vi  de  /"e  relinquatur  ye,  eritque  ©e  tamquam  p^c. 
Sed  cum  sit  b  ad  ne  ei  pte  datum  ad  a,  erit  b  datum  ad  a  et  ita  quod- 
libet eorum  datum  ad  a  erit;  ergo  a  datum  ad  hkl^  quare  et  ad  t.  com- 
positum, singula  igitur  eorum  data. 

Verbi  gratia  sit  datus  numerus  XXVIII,  et  sint  quatuor  numeri,  quo- 
rum  primus  cum  triplo  reliquorum  faciat  XXVIII,  secundus  autem  cum 
triplo  reliquorum  et  quarta,  tertius  cum  triplo  residuorum  et  quatuor  sep- 
tiniis,  quartus  cum  quadruple  reliquorum  XXVIII  constituat.  Ablatis  ergo 
primo  de  triplo  et  quarta  sui  atque  triplo  tertii  et  triplo  quarti  de  triplis 
et  quartis  eorum,  seeundo  autem  de  triplo  ipsius,  remanebit  duplum  secundi 
quantum  duplum  primi  et  quarta  atque  quarta  tertii  et  quarti.  Eadem 
ratione  duplum  tertii  et  quarta  erit  ut  duplum  secundi  et  quatuor  septimae 
et  neuem  vigesimae  octauae  primi  et  quarti.  Et  quia  duo  et  quarta  con- 
tinent  quartam  nouies,  si  diuidatur  per  nouem  duo  et  quatuor  septimae  et 
nouein   vigesimae   octauae,   fiet   quarta  tertii   ut  duae  septimae  secundi  et 
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una  vigesima  octaua  primi  et  quarti.  Demptis  quoque  duobns  septimis  de 
duobus ,  fient  unum  et  quinque  septimae  secundi  tamquam  duplum  primi  et 
quarta  et  vigesima  octaaa  itemque  qnarta  et  vigesima  octaua  quarti.  Verum 
quia  daplum  quarti  et  quatuor  septimae  quarti  sunt  ut  triplum  tertii  et  tres 
septimae  primi  et  secundi,  et  quia  duo  et  quatuor  septimae  continent  quar- 
tam  et  vigesimam  octauam  nouies,  erit  quarta  et  vigesima  octaua  quarti 
quantum  tertia  tertii  et  vigesima  prima  primi  et  secundi;  'et  quia  duplum 
tertii  et  quarta  continet  tertiam  sexies  et  eius  tres  quartas ,  erit  tertia  tertii 
ut  octo  vigesimae  primae  secundi  et  una  vigesima  prima  primi  et  quarti. 
Sublata  igitur  vigesima  prima  quarti  de  quarta  et  vigesima  octaua ,  remane- 
bunt  viginti  quatuor  octuagesimae  quartae  quarti  ut  nouem  vigesimae  primae 
secundi  et  duae  vigesimae  primae  primi.  Sed  viginti  quatuor  octuagesimae 
quartae  continent  octo  vigesimas  octauas :  quinque  sextae  erunt  ergo  octo  vige- 
simae quarti,  tres  septimae  et  tres  trigesimae  quintae  secundi  et  duae  vigesimae 
primae  primi  et  duae  centesimae  quintae  eiusdem.  Quia  igitur  secundum 
semel  et  quinque  septimae  sunt  tamquam  duplum  et  quarta  et  vigesima 
octaua  primi  atque  quarta  et  vigesima  octaua  quarti,  sublatis  tribus  sep- 
timis et  tribus  trigesimis  quintis  de  uno  et  quinque  septimis,  remanebit 
unum  et  septima  et  duae  trigesimae  quintae  secundi  tamquam  duplum  primi 
et  quarta  et  vigesima  octaua  et  duae  vigesimae  primae  et  duae  ceutesimae 
quintae  eiusdem,  hoc  est  quingenti  quatuor  quadringentesimae  vigesimae 
secundi  ut  mille  octo  quadringentesimae  vigesimae  primi;  et  quia  MYIII 
continent  DIIII  bis,  erit  secundus  duplus  primi,  et  quia  secundus  semel  et 
quinque  septimae,  si  toUatur  primum  bis  et  quarta  et  vigesima  octaua, 
remanebit  primum  semel  et  septima,  hoc  est  triginta  duo  vigesimae  octauae, 
quantum  quarta  et  vigesima  octaua  quarti,  hoc  est  octo  vigesimae  octauae;  et 
quia  XXXII  est  quadruplus  VIII,  erit  quartus  quadruplus  primo,  et  quia 
duplum  secundi  et  quatuor  septimae  atque  nouem  vigesimae  octauae  primi 
et  quarti  sunt  ut  primum  sexies  et  tres  quartae,  erit  duplum  tertii  et 
quarta  tantumdem.  Et  quia  VI  et  tres  quartae  est  triplum  duobus  et 
quarta,  erit  tertium  triplum  primo.  Triplum  igitur  secundi,  tertii  et 
quarti  est  ut  XXVII  et  unum,  quae  cum  faciant  XXVIII,  erit  primum 
unum,  et  ob  hoc  secundum  duo,  tertium  tria,  quartum  quatuor. 

XXVI.  EbeuBO,  wenn  die  Summe  einer  jeden  Grösse  plus  einer  zu 
der  Summe  aller  übrigen  Grössen  gegebenen  Zahl  eine  constante 
gegebene  Grösse  ist. 

Gegebene  Gleichungen: 

x^-hm^{x^-^x^-\-*"  -^Xi)      =a, 
^3  +  »»8  (0:4  +  rca  H \-Xi)      =r  a, 

Xn-^mn{Xi  +  0C2  +  *"  +  Xn'\)  =  a. 

Die  Aufgabe  unterscheidet  sich  nicht  wesentlich  von  Nr.  XXIV.    Auch 
ist  der  Gedankengang  an   den  von  Jordanus  benut^n  vier  Qlelchnii^eY 


Lehrbuch  der  ebeaea  und  sphäriacben  Trigonometrie  nebst  e 

lung   von  UebüDgsaaf gaben    zum    Gebrauche   au  Gymnasien.     Von 
Professor  R.  Nbtzbämmeh  in  Einaiedeln  (Schweiz).     Paderborn  1889, 
Ferdinand  Schöningh.     VI,  211  S. 
Das    vorliegende  Werk    ist    eine    gut«    Darstellung   der   Trigonometrie 

innerhalb  der  Ebene  und  innerhalb  der  Kngelfl&che.     Im  Einzelnen  ist  Man- 

ohea  zu    bemerken.     So  ist   z.  B.idie  Formel = anf  S.  45 

OD.  Inga      ttijfa 

durchaus  unzulässig.    So  scheint  uns  ferner  die  weitergehende  Gütigkeit  der 

Formeln    des    ersten  Quadranten  mit  allzuviel  Aufwand  von  Platz  bewiesen 

zu    sein;    zudem   sind   die   beiden   dazu    verwendeten  „Methoden"  gerade 

nicht  „methodisch"  geschieden.     So  dürfte  ferner  der  Fall  a ,  6,  «  oder  ß 

auf  S.  84  cnd   85  eine  eingehendere  Discussion   beanspruchen,   zumal  die 

entsprechenden  Aufgaben  der  Sphllrik  genauer  behandelt  sind  u.  s.  w. 

Braunschweig.  Ali;x.  Werhickb.   JJ 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  stufenmässiger  Anordnung  für  den 
Schulgebraucb ,    nebst    einer    sich    eng    an    dasselbe   anschliessenden 
Sammlung   von  Uebungsaufgaben.     Von  Oberlehrer  Dr.  F.  Conradt 
in  Beigard.     Leipzig  1889,  B.  G.  Teubner.     VIII,   176  S. 
Der  Schwerpunkt   des   sorgfältig  gearbeiteten  Werkes  liegt  in  der  gut 
angelegten  und  reichhaltigen  Sammlung  von  Uebungsaufgaben.     Die  Gonio- 
metrie  von  der  Trigonometrie  in   der  Darstellung  eines  Lehrbuches  scharf 
i  dem  Verf.  fUr  methodisch  durchaus 
er    allerdings    bei   der  ersten  Einführung  in 
soweit  aufrecht  erhalten  darf,   als  es  das 
Den  Winkel    von   vornherein    zu   Gunsten 
des  Bogena  zurücktreten  zu  lassen,  scheint  uns  bedenklich,  da  der  Kreis  in 
den  Elementen   erst   mit  Hilfe   der  Dreieckscongruenzen  einer  Behandlung 
wird.     Warum   auf  S,  18  statt  des  zweiten  Schemas  nicht  die  Sintis- 
II.  s.w.  gegeben    wurde,    ist   uns  unerfindlich,    zumal  die  Einführung 
intllelcoordinaten   bereits  im  ersten  Paragraphen  erfolgt  ist.     Bei  der 
lälauT   '  ibuug  i"  =  +  1 ,  deren  A.uiu&feme  mi  4wt\\e.'a.*,\)Äv\%'8!Q^ 


zu  trennen,  halten  wir 
erforderlich ,  während  der  Lebi 
das  Gebiet  diese  Trennung  nui 
Interesse  der  Schüler  verträgt. 
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XXVII.  Opus  autem  Arabum  in  partibus  tantum  consistit, 
estque  buiusmodü 

Exempli  causa  sumendi  sunt  quatuor  numeri,  quoram  primus  cum  me- 
dietate  reliquorum  faciat  XXXVII,  secundus  cum  tertia,  iertius  cum  quarta, 
quartus  cum  quinta  omnium  reliquorum  faciat  XXXVII.  Ponatur  igitur 
numerus  plures  ex  bis  partibus  babens,  ut  est  XII,  cuius  medietas  est  VI, 
toUaturque  de  XII  numerus,  qui  cum  tertia  reliqui  faciat  VI,  et  ipse  est 
III;  item  alius,  qui  cum  quarta  residui  constituat  VI,  et  bic  est  IUI; 
tertius  quoque,  qui  cum  quinta  reliqui  faciat  ipsum  VI,  qui  erit  IUI  et 
dimidium,  coniunganturque  III,  IUI,  IUI  et  dimidium  et  fient  XI  et  di- 
midium,  quod  ipsi  nominarunt  ad  XII  in  positione  esse  falsi.  Beliquum 
igitur  ad  XII,  boc  est  dimidium,  parciatur  per  tria,  et  eueniet  sexta,  et 
babebimus  loco  primi  sextam,  loco  secundi  tria  et  sextam,  loco  tertii  IUI 
et  sextam,  loco  quarti  IUI  dimidium  et  sextam.  Cumque  sex,  qui  est 
dimidium  XII  j  cum  sexta  continet  sextam  trigesies  septies,  de  quaesitis 
numeris  primus  erit  unum,   secundus  XIX,  tertius  XXV,  quartus  XXVIII. 

Demonstratio.  Sint  quatuor  numeri  a,  5,  c,  d^  sitque  inter  partes 
maioris  denominationis  e,  quae  cum  a  facit  datum  numerum;  sitque  f  ut 
bcd:  erit  igitur  a  minimum.  Esto  enim  g  pars  acd,  quae  cum  h  con- 
iungetur,  et  quia  pars  cd,  quota  est  e,  est  maior  quam  pars  eorum  quota 
est  g,  erit  e  pars  a,  quota  est  ^,  malus  quam  a  cum  parte  b,  quota  est  e, 
Dempto  igitur  illis  partibus  de  a  et  6  erit  residuum  h  malus  residuo  a, 
quare  et  parti  simili  g  detracto  a  6,  quia  minus  est  residuum^  quoque 
malus  erit  residuo  a.  Itaque  h  maior  a,  et  alii  simili  modo.  Auferantur 
ergo  a  singulis  aequalia  a,  et  sint  h^  k,  2,  reliqua  m^  n^  o.  Quia  igitur 
h  cum  parte  acd  facit  ae,  et  m  cum  tota  parte  eorumdem  faciet  e,  quia  h 
aequale  m,  et  ideo  m  cum  tota  parte  h  et  cd^  boc  est  cum  tota  parte 
residui  sui  ad  /*,  faciet  e.  Simili  modo  enim  cum  parte,  quae  adjuncta  c 
faciat  ae,  faciet  e,  boc  est  cum  parte  Jcdh,  quod  est  reliquum  ad  /*,  atque 
c  cum  parte,  quae  cum  d  facit  ae,  faciet  d,  boc  est  cum  parte  Ihc,  quod 
est  residuum  ad  f;  detractisque  m,  n,  o  de  /*  remanebunt  hy  k,  {,  quod 
si  diuidantur  per  numerum  hcdj  fient  hkl  aequalia  a.  Habebimus  ergo  a, 
et  adiunctis  h,  k,  l  cum  m^  n^  o  fient  6,  c,  d,  secundum  quod  in  opere 
factum  est. 

XXVn.   Der  „FaUche  Satz«  der  Araber. 

Er  bebandelt  äbnlicbe  Aufgaben,  als  die  in  den  vorigen  Nummern  entbal- 
tenen.  J.  kennt  also  nur  den  einfacbBten  Fall  der  regula  fcUsae  positionis,  mit 
einer  falschen  Annabme,  wie  ihn  schon  Ahm  es  im  Papyrus  Bbind  benutzt. 
(Cantor  a.  a.  0.,  S.  86.) 

Das  erste  in  diesem  Paragraphen  abgehandelte  Beispiel  ist  in  folgenden 

Gleichungen  ausgesprochen: 

^i  +  kv"^  +  iCs  +  Ä?4)  =  37, 

^3  +  i  (iC4  +  37,  +  x^)  =  37, 
^4  +  i(^i  +  ^*  +  ^^  =  37. 


Lehrbacb  der  ebenen  und  BphärUchen  Trigonometrie  oebst  einer  Samm- 
lung   von    ÜebuBgsaufgaben    zum    Gebrauche    au    Gymnasien.      Von 
Professor  R.  Nbtzhammeb  in  Einsiedeln  (Schweiz).     Paderborn  1889, 
Ferdinand  Schöniugh.     VI,  211   S. 
Das    vorliegende  Werk   ist   eine  gute   Darstellung  der  Trigonometrie 
innerhalb  der  Ebene  und  innerhalb  der  KugelS&che.     Im  Einzelnen  ist  Man- 
ches zu    bemerken.     So  ist  z.  B.»die  Formel    ; =  - auf  S.  45 

CD .  tng  a  tng  a 
durchaus  unzulässig.  So  scheint  uns  feroer  die  weitergehende  Giltigkeit  der 
Formeln  des  ersten  Quadranten  mit  allzuviel  Aufwand  von  Platz  bewiesen 
KU  sein;  zudem  sind  die  beiden  dam  verwendeten  „Methoden"  gerade 
nicht  „methodiech"  geschieden.  So  durfte  ferner  der  Fall  a,  6,  o  oder  jj 
auf  S.  84  und  85  eine  eingehendere  Discussion  beanspruchen,  zumal  die 
entsprechenden  Aufgaben  der  SphUrik  genauer  behandelt  sind  u.  s.  w. 
Braunschweig.  Alex.  Werkickk. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  stufcnmääsiger  Anordnung  für  den 
Seh ulge brau ch ,    nebst    einer    sich    eng    au    dasselbe   anschliessenden 
Sammlung   von  Uebungsaofgaben.     Von  Oberlehrer  Dr.  P.  Cokhadt 
in  Beigard.     Leipzig  1889,  B.  G.  Teubner.     VIII,  176  S. 
Der  Schwerpunkt  des  sorgfältig  gearbeiteten  Werkes  liegt  in  der  gut 
angelegten  und  Teichhaitigen  Sammlung  von  üebungsaufgaben.     Die  Gonio- 
metrie   von   der  Trigonometrie    in    der  Darstellung  eines  Lehrbuches  scharf 
zu  trennen,  halten  wir  im  Gegensatz  zu  dem  Verf.  fUr  methodisch  durchaus 
erforderlich,    während    der  Lehrer    allerdings    bei   der  ersten  Einführung  inj 
das  Gebiet   diese  Trennung   nur   soweit   aufrecht   erhalten  darf,    als  es  i 
Interesse   der  Schüler   verträgt.      Den  Winkel    von   vornherein    zu   Giy 
des  Bogen s  zurUcktreten  zu  lassen,  scheint  ims  bedenklich,  da  derg 
den    Elementen    erst    mit  Hilfe    der  Dreieckscongruenzcn    e 
ßhig    wird.     Warum   auf  S.  18  statt  des  zweiten  Schema'- 
cnrve  u.  s.  w.   gegeben    wurde,    ist  uns  unerfindlich,    i. 
der  Parallelcoordinaten   bereits  im  ersten  Paragraph 
Behandluug  der  Gleichung  a^"  =^  i  1  j  deren  Aufr 


Historiach  ■  literariBche  Abtheikng. 


Statt  37  seUt  er  die  Zahl  IS,  weil  diene  mehrere  Theile  von  der  in  der  Gleiohuiig 

gegebenen  hat,  nätalich  Drittel,  Halbe  und  Viertel,  und  aetBt 

x',=G  uod   i{x',  +  :i:\  +  Ji',)  =  (i. 
Ei  sagt  DUO,  ich  kann  die  üleichangen  aufstellen 

■t\-i-Hyi  +  j:'t  +  J:\)^  3+0. 

+  y,  +  J|(...)  +  i(...)  +  i(--0  =  Ui  +  244, 
also  iat  j:',4-r',  + J.''t,  welches  nach  der  enten  Annahme  12  sein  müsste,  nm 
klein,  also  jedes  eiiueliie  um  ||,  bo  dasa  also,  damit  auth  die  Gleichung  I,  n&mlich 


Das  gieH  iu  Summa 


I 


fiC^' 


:\)  = 


richtig  ist,  gesetzt  werden 

x",  =  ),,  .x",  =  H,  x",^H.  -■':".  =  *i  i- 
x',  aber  muas  6^  seiu,  und  da  J^  in  6^  37  mal  enthalten  ist,  so  wird  der  Aufgabe 
entsprochen,  sobald  für  1  in  den  Werthen  .r", ,  x",,  .v",,  x\  je  die  Einheit  gest ' 
wird;  es  ist  also 


=  19, 


11 

nft'2V 


XXVIII.  Non  diBsimili  modo  potest  opus  procedere  in  qnft'^ 
übet  proportione  adiunctoram  hoc  praeostenso,  quod  adiunotn 
oiunia  vel  simul  erunt  minora  vel  simul  maioia  hiis  ad  quae 
addita  sunt. 

8i  enim  est  aliter,  poasiblle  puuatur,  aintqne  qnatuor  nunieri,  ut  supra, 
a,  b,  c,  d,  atqne  a  cum  efff  dato  ad  bcd  fiat  t;  atque  b  cum  hkt  dato 
ad  cda  faciat  eiiodem;  sitque  efg  oiaior  bcd,  et  hkl  minor  cda.  Maior 
est  igttur  e  quam  b,  addatqne  m.  Itaque  a  cum  mfg  facit  hkl,  et  quia  a 
maior  A,  erit  kl  maior  mfg.  Sed  fg  maior  cd,  et  cd  maior  i;J,  quare /"j 
Diaior  mfg,  quod  est  impossibile. 

Heducaiuus  igitur  suprapositum  exemplum  (XXYI),  iu  quo  primus  cum 
triplo  reliquoram  triam  facit  datnm  numerum.     Suniamas  itaque  LXXXIIIt 
loco  Xn  BuperiuB    poäito,    aitque  semper   primum,    quod   cum   illo  itdditur, 
quod  ad  reliqua  minorem  habet  proportionem ,   si  fuerit  malus,  ut  hie  tri- 
plnm.      Sit    igitur    triplum    vigiuti    octo    octuagiuta  qiiatuor    et   miuuaiiius 
numemm  a  LXXXVIII,  qui  cum  triplo  et  quarta  residui  faciet  LXXXIlll, 
et  ipse  est  treu  et  nona;    itemque  alium,    qui  cum  triplo  et  quatuor  septi- 
mis  residui  faciat  LXXXIIII,  et  btc  est  VI  et  duae  uonae;  tertium  ctiam, 
qui  cum  quadruplo  residui  faciat  LXXXIIII ,  et  ipse  est  IX  et  tres  nonae. 
Quae  simul  iunctae  laciunt  XVIII  et  sex  nouas,  super  quae  XXVIII  addit 
IX    et    tres    nonos,    cuius    tertia  est   tres  et    nOna,    et    hie  erit  pro  primo.       j 
Ipsnm  etiam  addatur  singnÜB  aliorum,  et  äel  looo  »ecundi  l^^klnae  nonM,  ^ 
loco  tertii  IX  et  tres  uonae,    loco  quai'ti  XII  et  quatuar^^^^^niter  qo*"*^ 
est  proportio  auperius  iuventa.     [In  ista  autem  operati •"  LXXJ  ' ' 

quasi  nnmerus  datua  et  quod  aggregatur  pjt  ipso  e* 
I.XXXlin   et  uua  nona,   sicut  patet   per  operatio' 
istiuB   aggregati    ad  primum  propositum  inuentt 
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scilioet  LXX VU  et  ana  nona  ad  III  et  unam  nonam ,  et  est  vigecupla  octupla, 
et  talis  erit  XX VIII  ad  primnm  suoram,  scilicet  ad  anitatem.  Et  hoc  mani- 
feste docetar  in  opere  partium,  quo  utuntur  Arabes.  Comparat  enim  sex 
et  seztam  ad  seztam,  quod  est  loco  primi,  et  sie  inueniat  proportionem 
XXXVII  ad  nnum.] 

XXVni.   Anderes  Beispiel  für  den  „Falschen  Satz  der  Araber**. 
Hier  sind  die  gegebenen  Gl^ichangen  wieder 

^1+3  {Xt  +  073  +  x^)  =  28, 
Xt  +  Si(Xs-hx^-^Xi)  =28, 
J?3  +  34  ^a;,  +  oTi  +  dj,)  =  28, 
X4  +  4  (a;|  +  a^  +  x^)  =  28. 

Jordanus  setzt  versuchsweise 

S(x\  +  Xs  +  x\)  =  84  (also  Xt  =  0) , 

und  es  sollen  ihm  ausserdem  die  Gleichungen  richtig  werden: 

x\  +  SH^9  +  a?4  +  Xi)  =  3J  +  80|  =  84, 

x\ +^(x^'¥x^-\^xt)  =  ^+^^=z%4t, 

x\-h  4(0?, +iCf  +  a:s)  =  9}  +  74J  =  84. 
Durch  Addition  folgt  alsdann 

^•'t  +  Ä;'8  +  a;'4  +  8i(...)  +  34(,,.)  +  4(.,.)  =  lH  +  238J  =  252, 
also  ist 

Xt  +  x\  +  x'4=  18}. 

Es  soll  aber  diese  Summe  gleich  28  sein;   es  ist  also  zu  wenig  um  9},  d.  h.  für 
jedes  um  3^,    Er  hat  so  erhalten 

a;",  =  3i,    a;",  =  6J,   a;'V=  18J,   «"4  =  12^. 

Mit  diesen  Werthen  giebt  die  Gleichung  1  aber  87^;  sie  darf  aber  nur  28  ergeben, 

28 
also  muss  jede  Zahl  mit  ^^j  =  ^  multiplicirt  werden,  um  die  gesuchten  Zahlen 

za  erhalten.    Man  bekommt  so,  wie  oben, 

«1  =  1,     Xt  =  ^,     «3  =  8,     «4  =  4. 


(Fortsetsang  folgt.) 


Becensioneiu 


Ltbrtmeb  d#r  •benm  und  ipbirifclieii  Trigonometrie  nebst  einer  Samm- 
lung ron  Uebungnaofgaben  zum  Gebraocbe  an  Gjmnasien.  Von 
Vrcfftfuuor  ü.  NrrzHAMMBB  In  Einsiedeln  (Schweiz).  Paderborn  1889, 
Ferdinand  BeU^ningb.    VI,  211  S. 

1>M   Torliegende  Werk   ist   eine  gute  Darstellnng  der  Trigonometrie 
itinitrimlb  der  Ebene  und  innerhalb  der  KogelflSche.    Im  Einzelnen  ist  Man- 

OD  1 

ahim  zu    tiemerken,     8o  ist  z.  B.fdie  Formel =  - aaf  S.  45 

Qo.tnga      Inga 

durchaus  unzulässig*  So  scheint  ans  ferner  die  weitergehende  Giltigkeit  der 
Formcsln  des  ersten  Quadranten  mit  allzuviel  Aufwand  von  Platz  bewiesen 
KU  sein)  xudem  sind  die  beiden  dazu  verwendeten  „Methoden''  gerade 
iiiohi  „roothodisoh''  geschieden.  So  dürfte  femer  der  Fall  a^b^  a  oder  ß 
auf  H.  R4  und  85  eine  eingehendere  Discassion  beanspruchen,  zumal  die 
entspreobendeil  Aufgaben  der  SphKrik  genauer  behandelt  sind  u.  s.  w. 

Uraunsohweig.  Albx.  Wermiokb. 


Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  in  stufenmässiger  Anordnung  for  den 
Holiulgebruuoh,  nebst  einer  sich  eng  an  dasselbe  anschliessenden 
Hamiulung  von  Uebungsaufgaben.  Von  Oberlehrer  Dr.  F.  Conradt 
in  nelgard.     Leipzig  1889,  B.  G.  Teubner.    VIII,  176  S. 

Dar  Schwerpunkt  des  sorgfältig  gearbeiteten  Werkes  liegt  in  der  gut 

tiugolegteu  und  reichhaltigen  Sammlung  von  Uebungsaufgaben.    Die  Gonio- 

lUDtrit)  von  der  Trigonometrie  in  der  Darstellung  eines  Lehrbuches  scharf 

»u  treuuoUi  halten  wir  im  Gegensatz  zu  dem  Verf.  itlr  methodisch  durchaus 

«irfonlerlioh,   während  der  Lehrer  allerdings  bei  der  ersten  Einführung  in 

da»  Oebiei  dieso  Trennung  nur  soweit  aufrecht  erhalten  darf,  als  es  das 

Interesse  der  Schüler  yertrttgt     Den  Winkel  von  vornherein  zu  Gunsten 

des  Bogens  aurück treten  lu  lassen,  scheint  uns  bedenklich,  da  der  Kreis  in 

den   Klemeuteu   ei>üt   mit  Hilfe   der  Dreieckscongruensen  einer  Behandlung 

tth^if  win).     Warum  auf  S«  18  statt  des  zweiten  Schemas  nicht  die  Sinus- 

«ne  u«  s«  w«  gegeben  wurde,  ist  uns  unerfindlich,  zumal  die  Einführung 

'  Pam))elcoor\)inaten  bereite  im  ersten  Paragraphen  erfolgt  ist.     Bei  der 

Utilhtn^  Jer  Ct/c^ichuttg  X*  s=  +  1  j  deren  A.utn«!tim«  nVt  ^\x^\Axk^\i\Ä:\^\i^ 


TermUsen  wir  den  Hioneis  auf  die  Theorie  der  symmetriachen  Gleichungen 
u.  3.  w. 

Ueberhaupt  hatte  der  Verfasser  unserer  Ansicht  nach  au  verschiedenen 
Stellen  tiefer  schneiden  mdesen;  so  ist  z.B.  die  Beziehung  der  arithmetisch 
gegebenen  Function  (§  6)  zur  empirischen  Formel  der  Physik  (Spannung 
des  Wasserdnmpfea  etc.)  nicht  klar  genug  bestimmt,  so  ist  femer  der 
Moivre'sche  Satz  für  gebrochene  Exponenten  und  für  beliebige  reelle  Ex- 
ponenten nicht  ansreichend  dargestellt  (^-Deutigkeit  der  Wurzel  etc.),  so 
ist  endlich  die  Eindeutigkeit  von  sinx  bei  gegebenem  x  und  die  Vieldeu- 
tigkeit von  X  bei  gegebenem  sinx  nicht  scharf  genug  gefasst. 

Braunschweig.  Alex.  WEKNiCKe. 


Günther,  Prof.  Dr.  S.,  Handbnch  der  m&thsmatiachfln  Geographie.  XIV, 
793  S.,  mit  155  Abbildungen.  (Bibliotliek  geographischer  Hand- 
bücher, heraoEgegeben  von  Prof.  Dr.  Fr,  Ratzsl.)  Stuttgart,  Kngel- 
horn.  I8ÖÜ.  Preis  16  Mk. 
Ratzel'a  hochverdienatliclie  und  werthvolle  Bibliothek  geographischer 
Handbücher,  in  welcher  Samuilimg  bis  jetzt  die  Anthropogeographie  vom 
Herausgeber,  die  Klimatologie  von  Hann,  die  Oceanographie  von  Bogos- 
lawski-Krümmel,  die  Gletscherkunde  von  Heim  und  die  allgemeine 
Geologie  von  v,  Fritsch  erschienen  sind,  bat  durch  Gtlnther's  mathe- 
matieche  Geographie  eine  neue  Bereicherung  erfahren.  Dieses  jüngste  Werk 
des  Verfassers ,  der  sieh  um  die  mathematischen  Wissenschaften,  und  inner- 
halb derselben  um  die  geschichtliche  Forschung  so  vielfache  Verdienste  er- 
worben hat,  ist  für  den  Geographen  und  für  den  Mathematiker  in  gleicher 
Weise  von  Bedeutung.  FUr  den  Ersteren  bat  Referent  dasselbe  im  Juli- 
hefte von  Petermann's  Mittheilungen  (1890)  angezeigt;  hier  soll  es  soweit 
zur  Besprechung  gelangen,  als  es  für  den  Mathematiker  von  Interesse  ist. 
Das  Vorwort  unseres  Buches  giebt  über  den  Standpunkt,  den  der 
Verfasser  zu  seinem  Gegenstände  einnimmt,  genattea  Aufschluss  und  ist 
darum  für  die  Beurtheilung  des  Ganzen  überaus  wichtig,  „Eine  Verstän- 
digung über  den  lobalt  der  niathemati sehen  Geographie,  wie  nicht  minder 
über  die  Art  der  Darstellung  ist  von  vornherein  dringend  geboten;  der 
Leser  muaa  durch  die  Vorrede  bereits  in  den  Stand  gesetzt  werden ,  sich  ein 
Bild  von  dem  zu  machen,  was  das  Buch  ihm  bieten  werde,  damit  er  auf 
der  einen  Seite  nicht  zuviel  erwarte,  aber  auf  der  andern  auch  nicht  durch 
die  eingehendere  Erörterung  solcher  Fragen,  welche  man  bisher  nicht  als  im 
Vordergrund  stehend  zu  hütrachten  gewohnt  war,  sich  enttHuscht  fühle," 
Bezüglich  der  Art  der  Darstellung  ist  des  Verfasaera  Auffassung  von  dem 
Wesen  einea  „Handbuches"  massgebend  und  bestimmend,  welche  dahin  geht, 
dasB  eia  solcbes,   wenn  irgend  ang&ngig,  aw^  jeÄe  -scito  "V.^"*«  tä^ 


(8.  l—Z»), 

Ormm  im (iitgi»tkn  km  liigniiiaii  «M,  m  ^m  riliiii,  4mb im 

malhmnatiaAim  Omgntim  <»  »llg«»*i«atg0rUfc«itiM»«»g«-»4«r 


gmMmum ,  VH  akbt  twimguai  aÜ  Aa  Avipbe  der  OrtgbfjtmMmwg  nf 
Jcr  EnU  iMMBnUagt.  Diu»  kttUn  Utet  ncfa  ■■  drei  EisnlpmUaM 
«rUgMi,  ««Idkc  ticli  d«rBcihc  Mcb  hrfmwi  mit  4«  B«itiHnBBg  der 
0«»tftll  «nd  Otiiie  des  ErdkCrpen,  mit  d«f  BeitimiBaRg  der 
LKg*  jtdai  Punkte«  Mf  der  Krd«  durch  ein  aaf  dieaer  ondratig  gs- 
gtbmm  Coordirateu^ilcm ,  endlich  mit  der  Beetimmang  det  momen- 
titii«ii  Ortet  der  £rde  im  Weltrsam  gegenflber  eiBem  ab  stabil  be- 
liMntea  QebUde,  ftü»  mn  «olebee  esbtirt. 

Kind  bienueh  Inhalt  und  Dmfiug  niiHrer  ZHsciplin  feetgelegt  and 
gaganflber  der  Aatrononie  loweit  abgegrenzt,  ala  diea  bei  sich  so  nelbch 
IwrObreiidan ,  Ja  lelbit  dgrebd ringenden  Nacbbarwissensc haften  möglich  itt, 
«0  wird  w«it«rhiii  aur  die  uniungfiaglicbe  Vorausgetznag  tOcbtiger  Kennt- 
iiiiM  in  dar  praktitoben  Geometrie  hingewiesen ,  mit  welchen  der  Geograph, 
iatbaMDdere  der  witaensebaftliebe  Fonohongireineiide  vertraut  sein  maiB, 
wenn  er  aeiner  Aufgabe  gewachsen  Bein  will,  GeodätiBcbes  Wisaen  und 
K'lanan  uiid,  dajiiit  anzertrennbar  verbanden,  InatraaieiiteiikuDde ,  d&s  eind 
Dinkel  die  du«  vorlisgendo  Werk  in  sein  Programm  durchaus  richtig  anf- 
gettonjinnn  hat,  da  dnren  Itedeutuag  für  das  Studium  und  die  Ausübung 
iler  tiiaLhiiiuntiKuheti  Geographie  nicht  hoch  genug  augeschlagen  werden  kann. 

Auf  diu  litBrariicbeu  Quollen  und  gloichzeitig  auf  den  geschichtlichen 
GniiK  der  iDntwiokelung  unserer  einschlllgigen  Kenntnisse  hat  der  Verfasser, 
eutiprecheud  leinar  bereits  mitgetbeilten  Auffassung  vom  Wesen  eines  Eand- 
buobei,  aber  auch  in  Ueberoinvtimmuiig  mit  seinen  persüulichen  Neigungen 
groMti  Oewiebt  gelegt,  lO  diu«  unser  Haudbuch  in  ähnlicher  Weise,  wie 
duN  Aiitori  Geophyiik  und  die  meisten  seiner  Arbeiten  ala  Nachschlagewerk 
immer  vou  Wurtb  sein  wird.  IlezUglicb  des  mathematischen  Apparates  ver- 
tritt OUntbor  den  Standpunkt,  dass  in  dem  vorliegenden  Werke  seiner 
ganten  Nr  Inge  nncti  ilio  Mathematik  nicht  Selbstzweck  sein  dUrfe; 

eliimentl  sind  demnach  UhcriLll  deujenigen  schwierigerer  Theo- 


dwi^^ 


iiirgends    verzichtet  werden,    no    ohne  sie  an  einer  wiebtigere 
übergegaugen  werde d  mllsste. 

Eine  kurze  Inbaltsangabe  mag  zunächst  eine  Vorstellung  von  der  Reich- 
haltigkeit des  mitgetheilten  Stoffes  geben.  Auf  die  methoilologiscb -biblio- 
graphische Einleitung  folgt  S.  40 — 456  der  erst«  Hauptabschnitt:  Gestalt 
and  Grösse  der  Erde.  Ausgebend  von  den  ältesten  Anschauungen  Über 
die  Gestalt  des  Erdkürpers,  werden  gemäss  dem  unmittelbaren  Sinnesein- 
dracke  Himmelskörper,  Horizont,  scheinbare  Umdrebnng  der  Himmelskugel, 
Eintheilung  des  Horizontes,  Bewegungen  von  Sonne,  Mond,  Planeten  be- 
sprochen. Daran  reibt  sich  ein  Abschnitt  über  die  Principien  und  die 
geschichtliche  Entwickelung  der  astronomischen  Beobaoh tu ngs künde  nebst 
einer  Darstellung  ail«rer  und  neuerer  astronomischer  Apparate.  Es  folgen 
die  spbllrischen  Coordinaten Systeme  und  ihre  Transformation,  einzelne  Auf' 
gaben,  wie  die  Berechnung  der  Sicbtbarkeits -  und  Unsiclilbarkeitsbogen, 
des  DSmmernngsbogens ,  der  kürzesten  Dämmerung,  der  Hohe  und  des  Azi- 
mntes,  die  ein  Stern  nach  bestimmter  Zeit  erreicht  hat,  endlich  der  Zeit- 
dauer des  Auf-  und  Unterganges  Ton  Sonne  und  Mond. 

Die  Besprechung  der  Grundlagen  von  Zeit  eintheilung  und  ZeitmesBQDg 
bescbtiesst  den  ersten  Tbeil  unseres  ersten  Hauptabschnittes.  Jetst  erst 
wird  zu  den  Tbatsachen  übergegangen,  welche  sich  bei  Aenderung  des  Be- 
obachtungsstau dpunktes  auf  der  Erde  ergeben;  wir  gelangen  zu  der  Vor- 
stellung, dasB  diese  eine  frei  schwebende  Kugel  ist,  und  es  werden  nun- 
mehr die  Versuche  und  Methoden  vorgetragen,  welche  zor  Grüssenbestim- 
mung  der  Erde  geführt  haben,  Die  nllcbstliegenden  Conseijuenzen  ans  der 
Kugelgestalt,  nämlich  das  geograiihische  C'oordinalensystem ,  Datumsgrenze, 
Zoneneintheilung,  kürzeste  Entfernungen  auf  der  Erde,  Sicht barkeitsgrenzen, 
sowie  eine  Besprechung  der  wichtigsten  Lehrmittel  der  mathematischen  Geo- 
graphie, Globus,  Astrolabium,  Tellurium  u.  s.  w.,  reihen  sich  au. - 

Zweifel  an  der  Kugelgestalt  (S.  278),  Pendel-  und  Gradmessuogen, 
deren  Geschichte  ausführlich  zur  Mlttheiluug  gelangt,  lehren,  an  Stelle  der 
Kugel  das  abgeplattete  Ellipsotd  oder  SphKroid  zu  setzen,  für  welches 
die  geographische  Breite  im  Gegensatz  zur  geocentriseheu  neu  definirt 
werden  muss;  die  Ergebnisse  der  Gradmessungen  des  19.  Jahrhunderts 
lassen  sich  mit  den  neueren  Pendel-  bez.  Scbweremessungen  nicht  in  volle 
üebereinstimmung  bringen;  die  Potential tbeorie  zwingt  endlich  zu  dem  Ver- 
zicht auf  die  Möglichkeit,  die  Erdgestalt  als  geometrischen  Körper  durch 
drei  Coordinaten  zu  bestimmen,  und  es  tritt  an  seine  Stelle  die  nur  phy- 
sikalisch zu  detinirende  Niveaufläche,  welche  stets  auf  der  durch  die 
Centrifugal kraft  alterirten  Lothrlchtnng  senkrecht  steht.  Jede  Geoidfläche, 
d.  h.  irgend  eine  der  unendlich  vielen  Ni veau fläche n ,  welche  wir  als  im 
Innern  unserer  Erdrinde  verlaufend  anzuuebmen  haben,  ist  für  uns  der 
wahre  BeprSsentant  der  Erdgestalt  und  hat  die  Eigenschaft,  dass  ein  gteic 
Maus   von   Arbeit  aufgewendet    werden   muss,   um  ciuea  schv&tQOr 


T^bBT'  Eistoriech  -  literarieche  Abtheilung. 

vom  Mititelpunkt«  der  Erde  ans  bU  zu  einem  beliebigen  Pankte  jener  FiBche 
beranznbriiigen.  Ist  nun  auch  das  Geoid  der  Methode  der  analytischen 
Geometrie  unzugänglich,  so  laaaen  sich  doch  Potential ansdrOcke  ableiten, 
welche  den  Breitelinien  und  Meridianen  der  FlBche  entsprechen.  Dieselben 
führen  zur  Gleichung  einer  geschlossenen ,  aphäroidisch  gekrUmmten  Fläche, 
welche  mit  dem  Geoid  möglichst  genau  übereinstimmt  und  NiveausphS- 
roid  genannt  wird.  Diese  FlSche  hat  in  der  Äe'^uatoiebene  eine  Sym- 
inetrieebeue  und  in  der  Eotationsaie  eine  Symmetrieaxe  und  weicht  Ton 
einem  Rotationsellipsoid  gleicher  Abplattung  so  wenig  ab,  dass  es  gerecht* 
fertigt  erscheint,  das  GeoiU,  bezw.  seinen  geometrischen  ReprSsentanten, 
das  NiveausphSroid ,  abgesehen  von  gewissen  Abweichungen  localen  nnd  con- 
tinentalen  Charakters,  mit  einem  zweiaxigen  abgeplatteten  EUipsoid,  dem 
Referenzellipaoid,  wo  nicht  zu  ideutifieiren,  so  doch  in  engste  Beziehung 
zu  setzen. 

Nunmehr  ist  diejenige  Grundlage  geschaffen,  auf  welche  sich  die  Orti 
bestimmun  gen  zu  beliehen  haben,  und  damit  sind  wir  zum  zweiten' 
Hauptabschnitte  des  Güntber'schen  Werkes  gelangt  {S.  457 — 595).  Nach 
Erledigung  der  Frage,  inwieweit  für  die  Ortsbestimmung  die  Abweichung 
der  Erde  von  der  Kugelgestalt  in  Betracht  komme,  werden  die  Fehlerquellen 
der  Coordinatenbestimmung ,  besonders  aber  die  Strahlenbrechung  behandelt, 
und  dann  kommen  Höhen-,  Breiten-,  Zeit-  bezw.  Lüngenmcssnng  zu  aus- 
führlicher Darlegung.  Es  werden  behandelt  das  einfache  und  das  PrficisionS' 
nivellement ,  die  trigonometrische ,  barometrische  und  tbermom  eins  che  Höhen' 
messung;  weiterhin  etwa  ein  Dutzend  Methoden  zur  Breitenbestimmung, 
LSngenbestimmungen  auf  geodütischem  Wege,  mittels  der  Magnetnadel, 
durch  Messung  einer  Höhe,  durch  correspondirende  Höhen,  durch  Signah 
durch  Verfinsternngen ,  durch  Monddistanzen,  Chronometer  und  dnrch  den 
elektrischen  Telegraphen, 

Der  überaus  umfangreiche  Wissensstoff,  der  bis  zum  Schlüsse  des 
zweiten  Capitela  behandelt  werden  konnte,  war  zu  gewinnen  auf  Grund  der 
alten  geocentri scheu  Weltanschauungen,  die  erst  im  16.  Jahrhundert  dem 
Koperni konischen  System  zu  weichen  anfangen  mussten. 

Mit  der  Erde  als  bewegtem  K'irper  im  Räume  und  mit  der 
Bestimmung  ihrer  momentanen  Lage  in  demselben  befasst  sich  der  dritte 
Hauptabschnitt  des  Werkes  (3.  Ö9G  bis  zum  Schlüsse).  Ausgehend  von  der 
Aufgabe  der  astronomischen  Fernenbestimmiuig  gelanrien  wir  mit  dem  Ver- 
fasser zu  der  Erkenntniss,  doss  nicht  alle  Himmelskfirper,  insbesondere  za- 
nächat  nicht  diejenigen  unseres  Sonnensystems  gleichweit  von  der  Erde  entfernt 
sind,  womit  der  Begriff  der  Himmelskugel  hinfällig  wird.  Es  kommen  nun 
die  Erklärungsversuche  der  astronomischen  Erscheinungen  seit  den  ältesten 
Zeiten  bis  Kopernikus,  die  Weltsysteme  des  Alterthums,  des  Mittel- 
alters und  der  Neuzeit  zur  Sprache,  denen  sich  endlich  das 
I  angenommene  Sjatem.  awceÄA,     kiA  ^i 
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desselben  finden  nunmehr  alle  astronomischen  Erschein  au  gen  nnge£wungen 
und   Daturgemfisa   ibre  ErklUrang,   die  bekannten  BeweiEe  für  die  Botation 

und  Revolution  werden  ausfahrlicb  mitgetheilt;  es  folgen  die  Darlegungen 
der  Kepler'schen  Gesetze  und  der  Newton'schen  Gravitationslebre,  das 
StÖruagsproblem ,  Prficession  und  Nutation  und  endlich  die  Frage  nacb  der 
Fortbewegung  des  Sonnensystems  im  Räume.  Damit  erscheint,  entsprechend 
der  in  Anfang  gegebenen  Begrenzung  der  Aufgabe,  das  Orta bestimm nngs- 
problem  vollständig  gelöst. 

Suchen  wir  zu  dem  Inhalt  des  vorliegenden  Werkes,  wie  er  hier  nur 
in  den  allgemeinsten  Zügen  angedeutet  werden  konnte,  sowie  zu  der  Art, 
wie  er  behandelt  ist,  einen  Standpunkt  zu  gewinnen,  so  bietet  sich  uns  in 
der  oben  schon  mitgetheilten  Auffassung  GUnther's  vom  Weaen  eines 
Handbuches  die  richtige  Würdigung.  Der  gelehrte  Verfasser  wollte  auf  jede 
zu  stellende  Frage  eine  Antwort  geben,  wenn  auch  keine  erschöpfende;  er 
wollte  weiterhin  durch  m<'iglichst  viele  Literaturnachweise  zum  Studium  der 
Original! laellen  anregen ,  und  dieses  Ziel  der  denkbar  grössten  VieUeitigkeit 
in  Stoff  und  Literatur  ist  wohl  als  erreicht  anzusehen.  Allein,  ist  dieses 
Ziel  wirklich  dasjenige  eines  Handbuches?  Andere  haben  es  anders  auf- 
gefasst;  sagt  doch  —  um  nur  eine  einzige  abweichende  Ansicht  zum  Wort 
kommen  zu  lassen  —  Heim  im  Vorwort  zu  seiner  Gletscherkunde,  die  ja 
derselben  Sammlung  angehört,  wie  das  vorliegende  Werk:  „Ich  habe  nicht 
blos  neben  einander  gestellt,  was  über  Gletscher  bisher  beobachtet  worden 
ist.  In  manchen  Capiteln  ist  die  Grundauffassung  mein  Product.  . . .  Das 
Hauptgewicht  musste  ich  auf  die  Darstellung  der  allgemeinen  Erscheinungen 
und  Gesetze  des  Phünomens  legen.  Ich  konnte  nicht  jede  interessante  Ein- 
zelthatsache  anfuhren;  dag  liegt  in  der  Natur  der  Sache  und  im  Plane 
der  Handbücher.  Es  mag  mir  auch  manche  in  der  Literatur  niedergelegte 
Beobachtung  entgangen  sein  . .  ."  Dem  Referenten  scheint  diese  Heim'sche 
Auffassung  vom  Wesen  des  Handbuches  vor  der  GUnther'schen  durchaus 
den  Vorzug  zu  verdienen.  Sie  will  zwar  weniger  geben,  aber  das  voll- 
ständig; sie  will  nicht  andeuten,  sondern  die  Frage  soweit  als  möglich  ab- 
schliessen.  In  unserem  Werke,  dessen  Literaturnachweise  dasselbe,  wie 
schon  bemerkt,  zu  einem  unentbehrlichen  Nachschlagewerke  werden  lassen, 
macht  sich  dieses  „Andeuten"  vielfach  bei  der  mathematischen  Behandlung 
des  Stoffes  geltend.  Gewiss  sehr  viele  Mathematiker  von  Beruf,  noch  mehr 
aber  die  Mathematiker  unter  den  Geographen,  seien  es  Lehrer  wie  Lernende, 
für  die  ja  das  Buch  in  erster  Reihe  bestimmt  ist,  sind  nicht  immer  in  der 
Lage,  den  grossen  literarischen  Apparat,  um  den  es  sich  bandelt,  zur  Ver- 
fügung ZQ  haben,  und  da  wäre  es  vielen  mehr  nur  theoretisch  oder  histo- 
risch interessanten  Dingen  gegenüber  sicher  wetthvoller,  wenn  grössere, 
principielle  Entwickelungen  vollständig  durchgeführt,  wenn  sie  von  tabel- 
larischen Zusammenstellungen  und  Recimungs  bei  spielen  begleitet  vinp 
Unvollständige  mathematische  Entwickelungen  haben  immer  etwas  Miss] 


Anfrage  eine  Antwort  bereit  haben  muss,  keine  erschöpfende  zwar,  aber 
doch  eine,  die  ausreicht,  uia  den  Fragesteller  über  gewisse  Punkte  aufzu- 
klären und  ihm  mittels  sorgfältiger  Literaturnachweise  die  Möglichkeit 
gründlicher  Belehrung  zu  verschaffen. 

Wflä  den  Inhalt  der  mathematischen  Geographie  betrifft,  so  gelangt  der 
Verfasser  durch  eine  geschichtliche  und  methodologUche  Untersuchung 
(8.  l — 39),  in  welcher  auch  auf  die  Frage  nach  dem  Wesen  und  den 
Grenzen  der  Geographie  kurz  eingegangen  wird,  zu  dem  Schlüsse,  daas  der 
mathematischen  Geographie  das  allgemeinste  Ortsbestimmungs- oder 
Orientiru'ngsproblem  zur  vollständigen  Auflösung  zuzuweisen  sei.  Es 
wird  also,  und  zwar  mit  vollstem  Hechte,  aber  auch  im  wohlerwogenen 
Gegensatz  zu  zahlreichen  Lehrbüchern  und  LeitHiden  der  mathematischen 
Geographie,  vom  Lehrbegriffe  der  Astronomie  grundsätzlich  Alles  aus- 
geschlossen ,  waä  nicht  zwingend  mit  der  Aufgabe  der  Ortsbestimmung  auf 
der  Erde  zusammenhängt.  Diese  letztere  Bsst  sieb  in  drei  Einzel probleiue 
zerlegen,  welche  sich  der  Reihe  nach  befassen  mit  der  Bestimmung  der 
Gestalt  und  Grösse  des  Erdkr.rpers,  mit  der  Bestimmung  der 
Lage  jedes  Punktes  auf  der  Erde  durch  ein  auf  dieser  eindeutig  ge- 
gebenes Coordinatensystem ,  endlich  mit  der  Bestimmung  des  momen- 
tanen Ortes  der  Erde  im  Weltraum  gegenüber  einem  als  stabil  be- 
kannten Gebilde,  falls  ein  solches  esistirt. 

Sind  hiernach  Inhalt  und  Umfang  unserer  Disoiplin  festgelegt  und 
gegenüber  der  Astronomie  soweit  abgegrenzt,  als  dies  bei  sich  so  vielfach 
berührenden,  ja  selbst  durchdringenden  Nachbar  Wissenschaften  müglich  ist, 
so  wird  weiterhin  auf  die  unumgängliche  Voraussetzung  tdchtiger  Kennt- 
nisse in  der  praktischen  Geometrie  hingewiesen,  mit  welchen  der  Geograph, 
insbesondere  der  wissenschaftliche  Forschungsrei sende  vertraut  sein  mnis, 
wenn  er  seiner  Aufgabe  gewachsen  sein  will.  Geodätisches  Wissen  und 
Können  und,  damit  unzei'trennbar  verbunden,  Instrumentenkunde,  das  sind 
Dinge,  die  das  vorliegende  Werk  in  sein  Programm  durchaus  richtig  auf- 
genommen hat,  da  deren  Bedeutung  für  das  Studium  und  die  Ausübung 
der  mathematischen  Geographie  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann. 

Auf  die  literarischen  Quellen  und  gleichzeitig  auf  den  geschichtlichen 
Gang  der  Entwickelung  unserer  einschlägigen  Kenntnisse  bat  der  Verfasser^ 
entsprechend  seiner  bereits  mitgetheilten  Auffassung  vom  Wesen  eines  I 
bucbes,  aber  auch  in  Uebereinstimmuag  mit  seinen  persönlic^ien  fi 
grosses  Gewicht  gelegt,  so  dass  unser  Handbuch  in  ähulio^ 
des  Autors  Geophysik  und  die  meisten  seiner  Arbeiten  ala  T 
immer  von  Wertb  sein  wird.  Bezüglich  des  mutbematiaoXl 
tritt  Günther  den  Standpunkt,  doss 
ganzen  Natur  und  Anlage  nach  die  Mathematik 
elementare  Hilfsmittel  sind  demnach  üboniU 
rien  vorzuziehen   und   vorgezogen;   allein   a 
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entweder  machen  sie  den  Leser  oberfiäcblicb ,  oder  aie  achrecken,  weil  ( 
ZasBmmenhaDg  nicht  ohne  Weiteres  klar  ist,  ab.  Wären  also  t.  B,  di$  f 
mathematischen  Dednctionen,  welche  die  Fortschritte  unserer  Kenntnisse  von 
der  Erdgestatt  vennittelti,  vollständig  durchgeführt,  so  wäre  das  ein  grosser 
Vorzug,  weil  dann  zum  ersten  Male  in  grösserem  Zusaoiraenhange  die 
ucneren  Anschauungen  von  den  einschlagigen  Fragen  weiteren  Kreisen  zu- 
gänglich würden,  fUr  welche  Helmert's  herrliches  Werk  in  seiner  Bedeu- 
tung vielleicht  noch  nicht  ganz  erkannt  ist  Auch  das  vollständige  Durch- 
rechnen einer  oder  der  andern  Orts-  oder  Zeitbestimmungsaufgabe,  etwa 
im  AnschlnsB  an  Jordan,  wäre  sehr  zu  wünschen;  daran  hat  der  Leser. 
besonders  der  Studirende,  mehr  als  von  der  Kenntniss  so  und  so  vieler, 
ihm  zumeist  unerreichbarer  Quellennachweise  von  nicht  in  erster  Reibe 
wesentlichen  Einzelheiten.  Während  auf  der  einen  Seit«  schwierige  matbe- 
matische  Partien  vielfach  recht  kurz  gefasst  sind,  sind  anderwärts  elemen- 
tare Dinge  oft  überflüssig  breit  behandelt  und  mit  Citaten  belast«t.  Bei  den 
allgemeinen  Voraussetzungen  des  Buches  erscheint  z.  B.  der  Hinweis  auf 
ßaltzer  (S,  204)  gelegentlich  des  Satzes,  dass  die  KrUmmung  des  Radius 
umgekehrt  proportional  dem  Radius  ist,  recht  nnnöthig,  ebenso  der  auf 
Wullner  (S.  214)  wegen  der  Spiegelungsgesetze,  oder  auf  Euklid  {S.217) 
wegen  des  Secntitensatzes ,  u.  a.  m. 

An  Lücken,  die  dem  Referenten  aufgefallen  sind,  sollen  nur  zwei  kurze 
Erwähnung  finden.  Die  eine  betrifft  im  Capitel  von  der  Erdgestalt  die 
Orometrie  als  die  Lehre  von  den  Raumverhältnissen  des  Erdoberfl&chenrcUefs, 
die  nach  den  dem  Buche  gesteckten  Grenzen,  beziehungsweise  nach  dem, 
was  als  Aufgabe  der  mathematischen  Geographie  und  ihres  ersten  Haupt- 
theiles  festgestellt  worden  ist,  fUglich  hätte  Aufnahme  finden  köunen;  als 
zweite  erscheint  das  Fehlen  jeden  Hinweises  auf  die  neuerdings  für  die 
Ortsbestimmung  Überhaupt  und  als  Ersatz  für  complicirte  LSngenbestim- 
mungsmetbodeu  (Monddistanzen)  im  Besondern  so  wichtig  gewordene  Con- 
sti'uction  von  Reiserouten.  Der  systematische  Entwurf  eines  Itinerarc,  wie 
ihn  z.B.  Jordan  in  der  zweiten  Auflage  von  Neumayer's  Anleitung  zu 
wissenschaftlichen  Beobachtongen  auf  Reisen  behandelt,  soRte  heutzutage  in 
einer  mathematischen   „Geographie"  nicht  fehlen. 

Unrichtigkeiten  und  Ungenauigkeiten ,  wie  sie  z.  B.  beim  Spiegelsex- 
tanten, bei  der  Zeitrechnung  der  Astronomen,  bei  der  Hefraction,  beim 
Kochtbermometer,  sowie  bei  einem  oder  dem  andern  Citat  mit  untergelaufen 
sind,  können  auf  den  ersten  Blick  verwirren  und  sind  um  so  bedauerlicher, 
als  sie  alle  leicht  hätten  vermieden  werden  können.  Es  soll  ihnen  aber 
hier  nicht  soviel  Gewicht  beigelegt  werden,  um  sie  einzeln  iu  besprechen, 
da  sie  dem  kundigen  Leser  ohne  Weiteres  von  seihst  auffallen. 

Wiebtiger  als  sie  und  auch  wesentlicher  als  die  obenerwähnten  Lücken, 
di«  Bfeferent  gerne  ausgefüllt  geseben  hfitte  "'  ''•asem  der  priucipielle  Ge- 
steh lapimbt ,  dass  die  gi'osse  Arbeit^  .^^^^^^^^^^mmenfassung  der  ist 


dem   vorliegenden  Werke  niedergelegten   weitverzweigten  Forsch ungsergeb- 

nisee  reprSsentirt,  verdien  st)  icb  er  and  nutzbringender  bBtte  verwendet  werden 
können,  wenn,  wie  schon  durch  den  Gegensatz  gegen  Heim  hervorgehoben 
worden  ist,  weniger  auf  die  Beantwortung  aller  etwa  zu  stellenden  Fragen 
ßUeksicbl  genommen  worden  wSre,  als  darauf,  in  den  gesteckten  Grenzen 
sozusagen  den  eisernen  Bestand  des  Lehrgebäudes  zu  geben,  diesen  aber  ao 
eingehend  und  auch  mathematisch  so  aasnihrlich,  dass  jeder  genügend  ge- 
schulte Leser  dnrch  das  Bach  in  den  Stund  gesetzt  würde,  den  gebotenen 
Stoff  gründlich  beherrschen  zu  lernen  und  die  Methode  seiner  Aneignung 
jederzeit  wieder  zu  reproduciren. 

Preiburg  i.  B.  L.  Ni 


Oeflammelte  Uathematische  Abhandlnngen.    Von  H.  A.  Schwarz.  2  Bände. 

gr.  8".     Berlin,  Julius  Springer.      1890.     I.  Bd.  mit  64  Textfiguren 

und   4    Figurenlafeln,   XI  und  y38  S.;    H.  Bd.  mit  62  Teitfiguren, 

VIII  u.  370  S. 

Diese  Ausgabe  stellt  eine  Neuerung  dar;  liegt  doch  bisher  von  keinem 

andern  der  lebenden  Mathematiker  eine  vollständige  Sammlung  seiner  Arbeiten 

vor.      Da   der  Verfasser    und  Herausgeber  keinen  Grund  für  die  Neuerung 

anführt,  ist  man  dafür  lediglich  auf  Yermuthungen  angewiesen;  hoffentlich 

aber  ist  die  am   nächsten  liegende  Vermuthung,  dass  derselbe  jetzt  schon 

-  mit  seiner  mathematischen  Thiltigkeit  abgeschlossen  habo,  unbegründet.    So 

müssen  wir  uns  auf  eine  Abwägung  des  Dedürfnisses  nach  dieser  Sammlung 

beschränken.      Haben    die   einzelnen  Abhandlungen   derselben    in    ihrer   iso- 

lirten,    durch    längere    Zeiträume    getrennten    Veröffentlichung    bisher    kein 

richtiges  Bild  ihres  Zusammenhangs  und  ihrer  Bedeutung  aufkommen  lassen? 

Oder  waren  sie  durch  ihre  Zerstreuung  bisher  zu  schwer  zugünglicb '? 

Die  erste  Frage  ist  unbedingt  zu  verneinen:  die  Bedeutung  der  Auf- 
sfitze  des  Verf.  für  eine  Reibe  von  grundlegenden  Fragen  und  Problemen 
ist  vollständig  anerkannt.  Die  auf  Minimalßächen  bezüglichen  Entwicke- 
lungen ,  die  Existenzunterauchungen  von  Functionen,  die  Arbeit  Über  die 
by pergeometrische  Reihe  sind  in  den  festen  Bestand  der  Literatur  über- 
gegangen, wie  etwa  für  das  erstere  Gebiet  der  erste  Band  des  Darbouz- 
schen  Werkes  „Le^ons  sur  la  thcorie  generale  des  Surfaces"  beweist.  Die 
Beantwortung  der  zweit«n  Frage  ist  zweifelhafter;  jedenfalls  ist  für  Viele 
die  Zugänglich keit  zu  mancher  der  Arbeiten  jetzt  erst  ermöglicht,  wie  zu 
der  in  den  Acta  der  Rnnländischen  Gesellschaft  (1885)  publicirten:  „Ueber 
ein  die  Flächen  kleinsten  FlScbeninhalts  betreffendes  Problem  der  Variations- 
rechnung." 

Wie  dem   auch   sei:   sicher   ist,   dass   die  Abhandlungen  von   H. 
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lieben  in  mehrere  6rup|»n  von  unter  sich  eng  znsammenhlltigenclen  und  sich 
ergänzenden  Arbeiten  sich  ordnen,  die  je  einen  grösseren  Plan  verfolgen 
und  ohne  gleichzeitiges  eingehendes  Stadium  fremder  Arbeiten  —  so  sefar 
aie  auch  an  Weierstrass  anachliessen  —  veratUndlicb  sind.  Dies  gilt 
zunächst  von  dem  ganzen  ersten  Bande,  der  auaschliesBÜch  eine  erste 
Gruppe  von  Arbeiten,  über  Minimalflachen,  enthält,  von  1865—1887 
bin.  Man  lernt  hier  nicht  nur  die  allgemeinen  Ideen  und  Entwickelungen, 
insbesondere  die  subtileren  Fragen  der  Variationsrechnung,  die  Existenz- 
fragen der  Lösungen  wichtiger  partieller  Differentialgleichungen  unter  vor- 
geschriebenen Bedingungen  etc.,  kennen;  man  erhält  auch  eine  Zahl  int«r- 
essanter  Eiozeluntersuchungeß ,  die  analytischen  Formulirungen  unteratützt 
durch  geometrische  Betrachtungen,  die  um  so  forderlicher  sind,  als  sie  an 
die  Anschauung  ziemliche  Ansprüche  stellen.  Vortreffliche  Zeichnungen 
erleichtern  aber  die  Auffassung.  Ein  sehr  zweck mSssigeG  Vorstudium  fDr 
die  Arbeiten  dieses  Bandes  bietet  Übrigens  der  erste  Band  des  oben  ge- 
nannten  D  ar b o u  x 'sehen  Buches ,  in  welchem  auch  die  Beziehungen  znr 
übrigen  Literatur  noch  eingebender,  als  in  dem  Anhang  zu  dieser  Samm- 
lung dargelegt  sind.  -9 

Die  Arbeiten  des  zweiten  Bandes,    welche  chronologisch  geordnet  Bind-' 
und  von  1863 — 1884  laufen,  will  ich  in  folgende  Gruppen  theilen: 

Zweite  Gruppe:  Arbeiten  Ober  conforme  Abbildung;  Nr.  4,  5, 
6,  34.  Deren  Werth  beruht  nicht  nur  darauf,  dass  sie  zuerst  für  einfachere 
AbbiJdungsaufgabei?  wirkliche  Functionsbestimmungen  angaben,  und  dass 
sie  auch  zu  den  ersten  Untersuchungen  des  ersten  Bandes  über  Minimal- 
fläcben  die  Veranlassung  wurden,  sondern  besonders  darin,  dass  in  ihnen 
{ungeföhr  gleichzeitig  mit  Cbristoffel)  vom  Diricblet'schen  Princip  zum 
Beweis  der  Existenz  der  Abb il du ngs Function  abgesehen  und  eine  directe  Constan- 
tenbestimmung  wenigstens  versucht  wurde.  Dieser  letztere  Umstand  fUhrte  zur 

Dritten  Gruppe:  Existenzbeweiae  von  Functionen,  die  gewisse 
Bedingnngen  erfüllen,  vor  allem  solcher,  welche  der  Gleichung  ^u  =  0 
unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  Unatetigkeitsbedingungen  genügen;  Nr.  7, 
8,  9,  10,  12,  20.  Von  den  vom  Verf.  entwickelten  Methoden,  von  denen 
die  erst«re  auf  der  Darstellung  einer  Function  durch  den  bekannt*n  Pois- 
son'schen  Integralausdruck ,  die  zweite  auf  einem  „Grenzübergang  durch 
alternirendes  Verfahren"  beruht  —  wesentlich  ein  Schluss  von  auf  zwei 
Gebiete  bezüglichen  Functionen  auf  ein  aus  den  beiden  combinirtes  Gebiet  — , 
hat  die  zweite  Methode  ihrer  Anfgabe,  eine  Grundlage  fUr  allgemeine 
Untersuchungen,  wie  die  Riemann'sche  über  Abel'sche  Functionen, 
werden,  in  hohem  Grade,  wenn  auch  noch  nicht  für  alle  FfiUe  der  Begran«.| 
zung  des  Gebietes,  entsprochen. 

Vierte  Gruppe:  Principielle  Fragen  der  Änaljsis,  in  Bezug  b 
Existenz  von  Differentialquotienteu .  Definition  des  Flächeninhalts  einer  ( 
krümmten  Fläche  etc.;  Nr.  UV'  ^.  26. 


Fünftens:  Die  Arbeit  „Ueber  die  Fälle,  in  welchen  die  bypergeo* 
metrische  Beihe  eine  algebraische  Function  ihres  vierten  Elementes 
daretellt"  (Nr.  11,  13;  Cr.  J.  Bd.  75,  1872)  hat  ein  beaoßderea  Interease: 
Nicht  nur,  dass  aie,  wie  die  erste  Gruppe,  aus  der  zweiten  Gruppe  erwachsen 
ist,  sondern  wegen  ihres  Zusammenhauges  mit  der  Theorie  der  regulären  Poly- 
eder, und  infolge  dessen  mit  der  Enlstebung  der  ganzen  modernen  Theorie 
der  Functionen  mit  linearen  Transformationen  in  sich.  Zu  den  betreffenden 
Arbeiten  von  Klein  und  Poincarä  giebt  es  keinen  lehrreicheren  Zugang,  als 
durch  die  Seh  warz'sche  Abhandlung  hindurch,  an  welche  Jene  anknüpften. 

Sechste  Gruppe:  Aigebraisch-geometriache  Arbeiten,  anknüp- 
fend an  den  Riemann'scben  Geschlechtsbegi-iff;  Nr.  2,  3,  17,  18.  Der 
wesentliche  Inhalt  der  Aufsätze  über  abwickelbare  und  KegeläScben  ist 
Ubrigena  in  Salmon's  Baumgeometrie  übergegangen. 

Einige  weitere  Arbeiten ,  meistens  Einzelanaführungen ,  machen  das 
Bild  eines  erfolgreichen  Schaffens,  welches  dieses  Werk  bietet,  noch  leben- 
diger. Die  Aufslitze  konnten  fast  votlatändig  in  der  ursprünglichen  Form 
herausgegeben  werden  —  ein  Zeugniss  für  die  Schärfe,  mit  der  der  Verf. 
arbeitet.  Am  Scbiusse  jedes  Bandes  sind  Anmerkungen  zugefügt,  die  nicht 
nur  einzelne  Stellen  weiter  ausführen,  sondern  vor  Allem  den  Zusammen- 
hang mit  der  früheren  und  spateren  Literatur  andeuten.  Dass  die  Ausstat- 
tung des  Werkes  vorzüglich  ist,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden. 

Erlangen.  3.  August  1890.  M.  Noether. 


üeber  die  Natnrwisaenschaften  bei  den  Arabern.     Vortrag  von  Professor 
E.  WiBDEHANH  in  Erlangen.    Sammlung  gemeinverständlicher  wissen- 
schaftlicher Vorträge ,  herausgegeben  von  Vircbow  und  Wattgnbaoh. 
Neue  Folge,  fünfte  Serie,  Heft  97.     Hamburg,  Verlagsanstalt  A.  0. 
(vormals  J.  P.  Richter).     1890.     S".    32  S. 
Schon  auf  der  Schule  bat  der  Verfasser  des  Vortrages,  wie  der  Bericht- 
erstatter  als   dessen    früherer  Lehrer  sieb  wohl  erinnert,    das  Studium  des 
Arabischen  als  stille  Nebenbeachäftigung  gewählt  und  ist  so  heute  einer  der 
wenigen  Vertreter    eiacter  Naturwissenschaft,    welche    zu    den    bezüglichen 
Quellen  altarabischer   Literatur  selbst  hinaufsteigen  können.     In   dankena- 
werther  Weiae  hat  derselbe  denn  auch  seit  Jahren,    meist  in  seines  Vaters 
Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Einielergebniawe  seiner  Quellenstudien  zur 
Geschichte  der  Naturkunde  veröffentlicht ;  so  erst  neulich  wieder  im  39.  Bande 
jener    Annalen.      Hier*   zeigt   er,    dass   ein   arabischer  Foracber    schon    um 
1300  n.  Chr.  die  Art  der  Brechung  von  Lichtstrahlen  bei  ihrem  Durcbgangt' 
durch   eine  Wasserkugel  theoretisch  erörtert  and  experimentell  geprüft  bat 


i's  Aanalen,   Bd.  30   (1890)   S.  66S-^GT6:    , 
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und  dass  er  daranf  die  heute  übliche  Erklärung  des  Havpt-  und  des 
regenbogen«  grQodet;  er  weist  ferner  nach,*  dass  AI  Ehazin 
hundert   schon    einen    Satz   ausspricht   und   beweist,    den   man  und   dessen. 
Beweis   maJi   bis  jetzt  Roger  Bacon  zugeschrieben  bat;   er  Bt«llt  femak 
fest,"   dass    nicht,   wie   in    den  Geschichten    der  Physik   zu  lesen,   erst 
11.  Jahrhundort  Ibn  al  Haitam,   sondern   scheu  100  Jabre  vor  ibm 
dere    Araber    die    aristotelische   Auffassung    zu   Ehren    brachten,    dnas 
Gegenstündo  Lichtstrahlen  aussenden,  im  Gegensatz  zu  Plato,  der  von  dm 
Augen    ftihUSden artige  Strahlen    ausgehen   und   durch    sie   die  Gegenstände 
gewissenoassea   betasten   Hess;    endlich  bat  auch    Wiedomann    in    letzter 
Zeit***  die  Debersetzung  einer  Abhandlung  des  Ibn  al  Haitbam  (j  1038} 
veröffentlicht,   wo  dieser  die  Frage  untersucht,   ob  Flauet«n  und  Fitst 
Seibätleuchter  sind  oder  nicht. 

Nach  solchen  Quellenstudien  ist  der  Verfasser  des  in  der  Ueberschril 
genannten  Vortrages  gewiss  berechtigt ,  über  sein  Thema  zu  sprechi 
man  darf  wohl  erwarten,  dass  er  auch  Neues  zu  briogen  weiss. 

Im  einleitenden  Theile  seines  Vortrages  schildert  er  in  kurzen  ZOgen 
die  allgemeinen  Verhältnisse  politischer,  religiöser,  eÜinologischer,  literarischer 
Natur,  welche  für  die  Entwickelung  der  Wissenschaften  bei  den  Arabern 
in  Betracht  kommen ,  um  dann  zur  Besprechung  ihrer  Thätigkeit  auf  natur- 
kundlichem Gebiete  überzugehen.  Hier  werden  zuerst  ihre  Leistungen  in 
AfitrODOmie  uud  Mathematik  vorgefllhrt,  dann  die  in  Mechanik,  in  der 
Optik,  insbesondere  bezüglich  ibres  Wissens  von  Hohlspiegeln,  von  Linsen 
und  von  der  Lehre  vom  Sehen ,  hierauf  ihre  theoretischen  Auffassungen  und 
praktischen  Leistungen  in  der  Chemie  bezw.  Älchemie ,  besonders  ihre  Ver- 
vollkommnung der  chemischen  Arbeitsmethoden ,  endlich  wird  noch  ihr  Ver- 
dienst um  die  beschreibenden  Naturwissenschaften  als  Tbatsache  angeftibrt. 
Der  knappe  Raum  eines  Vortrags  gestattete  natürlich  bei  all  dieseo  Dingen 
nur  ein  flüchtiges  Berühren,  um  so  mehr,  als  auch  noch  die  Wege,  auf 
denen  die  arabische  Wissenschaft  sich  ins  Abendland  verbreitete,  und  die 
Gründe  für  den  Verfall  jener  Wissenschaft  und  selbst  die  traurigen  jetzigen 
Ueberreste  derselben  noch  eine  Erwähnung  finden  musstcn.  Ueber  Einiges 
Hesse  sieb  mit  dem  Vortragenden  streiten:  so  über  die  Einführung  der 
„besseren "  Zahlenschreibweise ,  über  die  Bedeutung  des  Wortes  Algebra, 
über  das  NulUeichen  der  Alexaudriner,  Über  die  Noth wendigkeit  des  Ein- 
schiebens einer  Schilderung  von  Bhazas'  Lebensgang.  Aber  dies  sind 
Nebensachen.  Die  Hauptsache ,  wieder  einmal  die  Ehrenrettung  eines  lange 
Verkannten  vorgenommen,  mit  begründetem  Drtbeil  den  Blick  hierauf  ge- 
lenkt zu  haben,  verdient  allen  Dank, 


1038}       -, 
itenS^H 

chriflr^H 
,  nii4^H 


'  a.  a.  0.:  „Inhalt  eines  Gef^sses  in  verBcbiedeneD  Abstünden  vom  Erdmittel' 
punkte  cnch  AI  £biiziui  uud  Roger  Baco." 

•*  Ebenda,  Bd.  38  (ISBUl,  S.470— 474;  „Zur  Geaohichte  der  Lehre  vom  Sehen." 
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Kurzer  Abrist  einer  Oetchichte  der  Elementar  -  Mathematik  mit  Hinweisen 
auf  die  sich  anschliessenden  höheren  Gebiete.    Von  Dr.  Karl  Fink, 
Professor  an  der  Bealschule  za  Tübingen.     Tübingen  1890.     Verlag 
der  H.  Laupp'schen  Bachhandlang.     X,  269  S. 
Der  Gedanke  des  Verfassers,  die  Forschnngen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, welche  das  seit  Montncla's  Werk  vergangene  Jahrhundert  gezeitigt 
hat,  in  übersichtlicher  Kürze  zusammenzufassen,  and  so  dem  Lehrer  an  Mittel- 
schulen einen  Leitfaden  zur  Belebung  des  mathematischen  Unterrichts  durch 
geschichtliche  Einstreuungen  in  die  Hand  zu  geben,  ist  an  sich  ein  glück- 
licher.    Es  wird  auch  bei  der  Noth wendigkeit ,  den  mathematischen  Unter- 
richt nach  Fächern  zu  trennen,  richtig  sein,  dem  geschichtlichen  Leitfaden 
die  gleiche  Form  za  geben,   also  nicht  das  Bild  eines  einzelnen  Zeitalters, 
sondern  das   einer  einzelnen  Disciplin,  Rechenkunst,   Algebra,   Geometrie, 
Trigonometrie  u.  s.  w.  als   einzeln  betrachteten  Abschnitt  zu  unterscheiden. 
Wir  sind  also  im  Ganzen  mit  Plan  und  Einrichtung  des  uns  vorliegenden 
Buches  einverstanden.     Leider  können  wir  nicht  zu  dem  gleiclfen  Urtheile 
über  den  Inhalt  uns  verstehen.     Herr  Fink  hat  sich^  scheint  es  uns,   die 
Arbeit  doch  etwas  gar  zu  leicht  gemacht.     Zu  den  Quellen  scheint  er  so 
gut  wie   niemals  aufgestiegen  zu  sein,   und    die   Geschichtskundigen,   auf 
welche  er  sich  statt  dessen  verliess,   hat  er  auch  nicht  immer  sorgfältig 
benutzt    Er  hat  endlich  während  des  Druckes  viele  Irrthümer  stehen  lassen, 
die  geradezu    sinnentstellend '  wirken.     Die  demotische  Hieroglyphenschrift 
(S.  7  Z.  13),   die  ganz  verkehrte  Rechnung  bei  der  Erklärung  befreundeter 
Zahlen   (S.  27   Z.  8  — 9),  die  Verwechslung  des  Sohnes  von  Albanna  mit 
Albanna  selbst  (S.  58  Z.  6  v.  u.),   nkijdog  (S.  59),   B6zont  (S.  109)  hätten 
doch  verbessert  werden  sollen.    Neben  diese  offenbaren  Druckfehler  stellen 
wir  einige  Flüchtigkeitsfehler.    Wir  trauen  Herrn  Fink  zu,  dass  er  die 
griechische  Bezeichnung  der  Zahlen  durch  Buchstaben   a=:l,   |3  =  2,  ..., 
t  =  10,  X  =  20,  ...,  T  =  300  u.  8.  w.  so  gut  kennt,  wie  Jeder,  der  ein  Gym- 
nasium besucht  hat,   und  nun  schreibt  er  S.  8,   diese  Buchstaben  seien  in 
anscheinend,  beliebiger,  aber  ein-  für  allemal  fest  gewählter  Ordnung  für 
die  Zahlen  1  bis  24  in  den  Text  eingestellt  worden !    S.  36  wird  der  erste 
Gebrauch    des   Wortes  Million  Rudolff  oder  Stifel   oder  Pacioli   zu- 
geschrieben;  wir  meinen,   der  erste  Gebrauch  kann  doch  bei  drei  Bewer- 
bern  nur  von  dem  Aeltesten  gemacht  worden  sein.     S.  154  ist  aus  dem 
Problem  der  Kreisquadratur  ein  Theorem  gemacht.     S.  162  soll  Apollo- 
nius   einen   besonderen  mechanischen   Apparat  zur  Lösung  der  Delischen 
Aufgabe  construirt  haben,  offenbar  eine  Verwechslung  mit  Er  ato  st  he  nes. 
S.  164  verwendet   „Hippias   die  vielleicht  von  Dinostratus  erfundene 
Quadratrix^,  und  doch  lebte  Hippias  mehr  als  ein  halbes  Jahrhundert  vor 
Dinostratus.     S.  168  kommt  7r  =  3^  im  Arcerianus  vor,  soll  heissen  **-- 
Vitruvius,  dem  Architekten.     8.228  steht  buchstäblich:   „Die  Ende 
15.  oder  Anfang  des  16.  Jahrhunderts  emgettScLt^Ä  "^«tV^rcosi^  Ci^iww» 


Historiscb -literarische  Äbtheilung. 


I 

u 


compkmenti  sittas  rllhrt  von  dem  EaglSnder  Gunter  (t  1626)  her."    S.  181 
ist  angegeben,   Pascal'B  Oeoinetrie  der  Kegehcbnitte  Bei  1779  verSffent- 

licbt  worden .  während  sie  verloren  ging  und  niemals  im  Drucke  erschien. 
S.  226  gilt  als  Verdienst  Vieta's,  nene  FSUe  des  sphärischen  Dreiecks  be- 
handelt zu  haben,  z.  B.  denjenigen,  der  einen  Winkel  in  den  drei  Seiten  ■ 
auszudrucken  gestattet,  als  ob  diese  Aufgabe  nicht  schon  durch  AI  Batd 
tüni  erledigt  worden  wäre.  8.  156  heisst  es;  Von  Heron  stammt  t 
Buch  über  Geometrie  (nach  Tannery  ein  Commcntar  zu  Euklid'a 
menten).  In  dem  Eingeklammerten  wird  das  Wörtcheii  auch  fehlen, 
wenn  Herr  Fink  Heron  auch  nur  aus  Auszügen  kennt,  das  wird  er -dookJ 
gewiss  nicht  glauben,  dass  dessen  feldmesserisches  Werk  ein  Commentar  za 
Euklid  geweseu  sei.  S.  118  ist  der  leider  landläufige  Irrthum  ausgesprochen: 
Die  Zeit  der  Entdeckung  wirksamer  Convergenz-  und  Divergenzkriterieu 
beginnt  mit  Cauch;  (1821),  und  doch  weiss  es  Herr  Fink  besser,  denn 
nur  eine  Seite  früher  ist  von  der  hohen  Bedeutung  der  lÜ  Jahre  Ulteren 
Crauas'schen  Abhandlung  Über  die  hypergeometrische  Reihe  die  Rede.  Bei 
einigen  anderen  Dingen  sind  wir  zweifelhaft,  ob  wir  noch  von  Flüchtigkeit 
reden  dllrfen.  Hier  mtlsste  ein  stärker  tadelndes  Wort  gebraucht  werden. 
Wir  führen  wieder  Beispiele  au,  die  aber  keineswegs  den  Anspruch  anf 
Vollständigkeit  erheben.  S.  31  wird  behauptet,  Fibonacci  habe  Dupla- 
tion  und  Mediation  als  besondere  Operationen.  Das  Gegentbeil  ist  wahr 
und  von  einer  hervorragenden  Wichtigkeit ,  da  gerade  darin  ein  Merkmal 
der  Zugehörigkeit  zur  Schule  des  Fibonacci  oder  zu  der  des  Jordanus 
besteht,  von  welcher  letzteren,  wie  von  ihrem  BegrUnder  Herr  Fink  kein 
Wörtchen  sagt,  —  Was  denkt  sich  ferner  Herr  Fink  unter  Zeichenregel? 
ti.  119  nennt  er  dieselbe  einen  Satz,  „welcher  das  Bildungsgesetz  der  Coeffi- 
cieuten  einer  algebraischen  Gleichung  aus  ihren  Wurzeln  enthält",  und  S.  73 
soll  gar  1484  bei  Chuqaet  die  Hegel  auftreten.  Der  letztere  Irrtbnm 
gehört  bereits  Herrn  Uarre,  dem  Herausgeber  Chuquet's,  an,  aber  die 
erstere    Unklarheit    ist    Herrn    Fink's    unbestrittenes    Eigenthum.      S.  137 

^0      d*v      d*v 
wird   als    wichtig   die  Aufstellung  der  Gleichung    3— ,  +  ^r-,  +  tH  =  *^    ^°^- 

vorgeboben,  auf  welche  Diricfalet  bei  seinen  Arbeiten  über  das  Potential 
gestosstn  war.  Ganz  richtig,  aber  Dirichlet  bat,  wie  alle  anderen  Mathe- 
matiker, die  Gleichung  als  die  von  Laplace  bezeichnet,  welcher  schon 
1789  sie  aufgestellt  hat.  S.  80  gilt  nach  Stifel  5  ab  die  Diaraetralzahl 
IB  3  und  4,  weil  3'  +  4*  =  5'.  Schade,  dass  es  nicht  wahr  ist.  Stifel 
«euit  12  die  Diametralzahl  zu  3  und  4  und  allgemein  nb  zu  a  und  b, 
WM  a'-i- b^  =  c'  ganzzahlig  erfüllt  ist.  Richtig  ist,  was  Herr  Fink 
S.  1*3  au  Stifel's  Ausgabe  von  Rudolff's  Coss  abdruckt,  falsch,  was 
findet.  Unrichtig  ist  auch ,  dass  der  Ausdruck  Richtungscoef£cient 
w«  Bsttkcl  herrühre.     Hank'-''°  ^mitordissertation  ist  von  1861,  früher 


Recenaionen. 

1855,  wenn  nicht  frnfaer,  gebrancht.  Daa  VerhSltnias  der  faeidsn  Erfindungen 
von.  Bttrgi  und  Neper  iet  S.  230  in  ganz  schiefer  Beleochtang  dargestellt;. 
Wir  wollen  damit  unser  Sündenregister  schltessen.  Ea  ist  bedauerlich,  dBsa 
80  zahlreiche  Mltugel,  welche  zum  guten  Theil  leicht  hätten  vermieden 
werden  können  ,  die  Brauchbarkeit  des  hübsch  geschriebenen  Buches  wesent- 
lich einBchrfinken.  Auch  manche  Lücken  wären  ohne  Schwierigkeit  auszu- 
füllen gewesen.  Wir  wollen  nur  zwei  solche  neunen,  In  einer  GoBchiohte 
der  Elementarmathematik  darf  die  ErfinduDg  der  Methode  der  uubeatimmten 
Coefficienteu  durch  Descartes,   die  des  Schiasses  von  n  auf  n  +  l  durch 


Pascal  nicht  fehlen. 
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Der  ABtronom,  Katbematiker  and  Geograph  Endoxoi  von  Knidoi.  IT.  Thoil : 
Mathematik,  yon  Hans  Künssbbrg,  königl.  Beallehrer,  Programm 
zum  Jahresbericht  der  viercorsigeD  ki'inigl.  Realschale  DiakelshUhl  |>ro 
1890,  61  S.,  1  Figurentafel. 
Wir  haben  heute  die  angenehme  Pflicht,  unsere  Leser  auf  daa  Er- 
scheinen des  mathematischen  Theiles  der  üutersucbuugen  Ober  Eudoxos 
aufmerksam  zu  machen,  als  dessen  Vorlöufer  wir  Bd,  XXXIV,  hiat-lit.  Äbth. 
S.  74—75  ein  Programm  des  gleichen  Verfassers  für  das  Jahr  1888  an- 
gezeigt haben.  Wiederum  hat  Herr  KUnasberg  seine  Aufgabe  darin  ge- 
funden, die  ziemlich  zahlreichen  Vorarbeiten  anderer  Gelehrten  zu  sammeln, 
zu  vereinigen ,  zu  ergänzen ,  und  künftig  wird  man  sich  um  so  eher  mit 
dem  Hinweis  auf  seine  Studie  begnUgen  hiinDen,  als  er  alle  Beweisstellen 
im  griechischen  Wortlaute  vollständig  abdruckt.  Die  mathematischen  Ver- 
dienste des  Eudoxos  gliedern  sich  von  selbst  in  verschiedene  Abtheüungen, 
Zuerst  werden  die  Leistungen  in  der  Proportionenlehre  besprochen; 
eine  zweite  Abtheilang  führt  die  üeberschrift :  Exhaustion.  Stereo- 
metrie. Sphärik;  auf  diese  folgt:  die  analytische  Methode  und 
der  goldene  Schnitt;  den  Schluss  bildet:  die  WUrfelverdoppelung 
und  die  Bogenlinien.  Als  Anbang  ist  noch  ein  kurzer  Abschnitt  Physik 
beigefügt'.  Das  bekannte  SchoUon  des  Prokloa,  welches  das  ganze  fUnfte 
Buch  der  euklidischen  Elemente  als  Eigenthum  des  Eudoxos  in  Anspruch 
nimmt,  ist  auch  für  Herrn  Künasberg,  wie  für  den  Unterzeichneten  von 
unbestreitbarer  Beweiskraft;  er  sichert  somit  Eudoxos  das  Erfinderrecht 
auf  eine  wissenschaftlich  geordnete  und  ausgebildete  Proportionen  lehre.  Dass 
die  Exhaustionsmethode  Eudoxos  angehört ,  sagt  kein  Geringerer ,  als 
Archimed,  der  zweifellos  hervorragendste  Anwender  dieses  Verfahrens. 
Herr  KUnaaberg  sieht,  auf  Archimed's  Angaben  gestützt,  in  den  bei 
Euklid  XII,  2  und  10  erhaltenen  Beweisen  dafür,  dass  Kreise  sich  wie 
die  Quadrate  ihrer  Durchmesser  verhalten,  und  dass  Cyünder  und  Keg  ' 
von  gleicher  Grundfläche  nnd  Höhe  im  Verhältnisse  von  3:1  stehen, 
aJolit  minder  in  Xll,   7  und  18  wörtliche  ¥iag,me,ii\a  iw  "^.M.i.'^-s.'i*, 
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Auffassung,  die  uns  sehr  anmathei  Auch  der  Nokk'schen  üeberzeagung 
schliessen  wir  mit  Herrn  Ettnssberg  uns  an,  dass  Endoxos  das  älteste 
Lehrbuch  der  Sphftrik  verfasste.  Der  Frage,  was  die  %oiyjiv'ka%  yi^afnidi 
des  Eudoxos  waren,  durch  welche  die  Würfelyerdoppelung  gelang,  ist 
Herr  Eünssberg  gleichfalls  näher  getreten.  Da  Eudoxos  Schaler  des 
Archytas  war,  so  wird  zuerst  die  Are hytas'sche  stereometrische  Würfel- 
Verdoppelung  besprochen.  Der  richtigen  Bemerkung,  dass  Archjtas  sich 
des  Durchschnittes  eines  Cylinders ,  eines  Kegels  und  eines  Wulstes  bediente, 
hätte  hinzugefügt  werden  dürfen,  dieses  sei  das  erste  Vorkommen  der  Spire, 
welche  Perseus  später  schneiden  lehrte.  Herr  Künssberg  geht  nun  einen 
Schritt  weiter  und  sieht  mit  Herrn  Paul  Tann  er  j  die  xafinvkrj  yifafiii'q 
in  der  senkrechten  Projection  der  Schnittcurve  von  Kegel  und  Wulst  auf 
den  Grundkreis  des  Cylinders,  d.  h.  in  der  Curve  von  der  Gleichung 
a^x!^=h^(jx^  +  y^.  Dieser  Schritt  scheint  uns  allzu  kühn.  Bevor  wir  ihn 
mitwagen,  müsste  uns  irgendwo  in  so  alter  Zeit  eine  Projection  nach- 
gewiesen werden.  Nichtsdestoweniger  können  wir  es  nur  billigen,  dass 
auch  diese  Hypothese  mitgetheilt  wurde ;  die  Vollständigkeit  der  Darstellung 
verlangte  es  geradezu.  Cantor. 
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Commentar  zu  dem  „Traotatus  de  Numeris  Datis'* 

des  Jordanus  Nemorarius. 

Von 

Maximilian  Curtze 

in  Thorn. 
(FortsetBung.) 


lordani  Nemorarii  de  Numeris  Datis  Liber  III. 

I.  Triam  numerorum  continue  proportionalium  si  duo  ex- 
tremi  dati  fuerint,  et  medius  datus  erit. 

Extremas  in  extremum  ducatur,  et  tantum  erit,  quantum  medius  in  se 
ductas.     Illins  ergo  radix  extrahatar,  et  habebitnr  medius. 

Yerbi  gratia  IX  et  IUI  extremi  sint,  ducaturque  unus  in  alium  et 
fient  XXXYI,  cuius  radix  est  VI,  et  ipse  est  medius  in  continua  propor- 
tionalitate  inter  IX  et  IUI. 

I.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  die  beiden  Aussen- 
glieder, so  ist  auch  das  Mittelglied  bekannt. 

Gegebene  Gleichung: 

a:x  =  x:o. 

Man  hat  

ic*  =  a6,  also  x  =  yab, 

Beispiel :   9  :  a;  =  a; :  4 ,   a;*  =  36,  a?  =  6r 

II.  Si  trium  numerorum  continuae  proportionalitatis  me- 
dius cum  altero  extremorum  datus  fuerit,  et  reliquus  datus 
erit. 

Si  enim  medius  in  se  ducatur,  et  produetom  per  alterum  extremorum 
datum  dinidatur,  exibit  reliquus. 

Verbi  gratia  sit  IUI  alter  extremorum  et  VI  medius.  Ducatur  ergo 
VI  in  se,  et  fient  XXXVI,  qui  diuidantur  per  IUI,  et  exibunt  IX,  et  ipse 
est  tertius  in  continua  proportionalitate  post  IIII  et  VI. 

n.  Ebenso  ist  das  dritte  Glied  bekannt,  wenn  das  erste  und  d 
Mittelglied  gegeben  ist. 

Hiftt.-Ut.  Abtiüg.  d.  ZdUohr.  t  M*th.  a.  Phyt.  XXXYI,  3.  7 
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VII.  Tribus  nnmeris  [continue]  proportionalibns  si  alter 
extremornm  faerit  datas,  reliqnnsqae  cum  medio  fecerit  nu- 
merum  datum,  quilibet  eorum  datas  erit. 

Sint  proportionales  a,  2»,  c,  sitque  a  datas,  et  &c  faciat  namemm 
datam;  dacatarqae  a  in  &c  et  fiat  de,  at  sit  d  ex  dacta  a  in  &,  et  e  ex 
dacta  a  in  e,  itemqae  et  ipse  t  fiet  ex  2»  in  se,  qaare  qaod  fit  ex  6  in  se 
et  in  e,  qai  datas  est,  erit  datam:  ipse  ergo  datas. 

Verbi  gratia  alter  extremoram  sit  Villi  et  compositas  ex  reliqais 
XXVIII.  Dacatar  itaqae  Villi  in  XXVIII,  et  fient  CCLII,  qaod  qaater 
samptam  facit  MVIII ;  qaibas  addatar  qaadratam  Villi ,  et  fient  MLXX Villi, 
caias  radix  est  XXXIII.  Sablato  Villi  remanent  XXIIII,  coias  dimidiam 
est  XII y  et  ipse  est  medias  triam,  tertiasqae  erit  XVI. 

Vn.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  das  erste  Qlied  und 
die  Summe  aus  dem  zweiten  und  dritten,  so  sind  alle  Glieder  einzeln 
bekannt 

Gegebene  Gleichungen: 

a?  +  y  =  «. 
Es  ist  ax-^ay  =  a8t  aber  ay  =  a:^  nach  1,  folglich  ist  die  Gleichung 

a^  +  ax=^  as 
nach  Buch  I,  vii  zu  behandeln.    Dadurch  erhält  man  x,  also  auch  y. 
Beispiel:  a  =  9,  s  =  28.    Die  zu  lösende  Gleichung  wird  hier 

a;«  +  9a:  =  262. 
Aus  ihr  folgt  o;  =  12,  also  y  =  16. 

Vin.  Si  alternm  extremorum  cum  medio  ad  reliqaam  ex- 
tremoram datam  faerit,  utramqae  ad  medium  datum  erit. 

üt  sit  a&  ad  c  proportio  data,  atqae  ipsa  constat  ex  proportione  a  ad  r 
et  h  ad  c.  Sed  proportio  a  ad  c  ad  proportionem  &  ad  c,  sicut  proportio 
&  ad  c  ad  unum:  per  praemissam  ergo  atraqae  earum  data  erit 

Verbi  gratia  sit  alteram  extremoram  cum  medio  sescuplum  ad  tertium ; 
itaqae  sex  qaater  samptum  facit  XXIIII,  cui  addito  uno  fient  XXV,  cuins 
radix  V,  de  quo  dematar  unum,  et  reliqui  dimidiam  erunt  dno,  quare  me- 
dium minori  et  maius  medio  duplum  erit. 

Vni.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  das  Verhältniss  der 
Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  zum  dritten,  so  sind  die  Ver- 
hältnisse der  beiden  äusseren  Glieder  zum  mittleren  einzeln  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

x:y  =  y:c, 

{x  +  y):c  -.  m. 
Nach  Früherem  ist  x:c  ^-  [y : c)*,  also  besteht  die  Proportion 

1 .  —  —  — .  —  I 
c        c     c 

und  da  D»  '  »g  2   —  h —  =  i»   bekannt  ist,   so  ist  man  auf  die  vorige 

c        c 

Aufgab*  ken. 
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Beispiel:  i»  =  6.    Hier  heiest  die  zu  lösende  GleichuDg 

\c  /       c 

Polglich  isfc  -^  =  2  und  also  x:y  =2, 

IX.  Si  daplus  medii  cum  uno  [extremornm]  datnm  numerura 
fecerit  reliquo  extremornm  existente  dato,  singnli  ipsorum 
dati  ernnt 

üt  si  a  cum  duplo  b  fecerit  numernm  datnm,  atqne  c  datns  fuerit. 
Dncatnr  ergo  c  in  ee,  et  fiat  d,  et  in  a,  et  fiet  e,  et  in  h  bis,  et  fiant  f,  g^ 
eritqne  totus  defg  datns.  Sed  et  qnia  e,  qnantum  qnod  ex  h  in  se,  erit 
d^fQ'i  qiiod  fit  ex  hc  in  se.  Extraeta  ergo  radice  habebimus  hc  datum, 
et  qnia  c  datns,  et  h  atqne  a. 

Verbi  gratia  alter  extremornm  sit  dno,  dnplnmqne  medii  cum  reliquo 
faciat  XVI.  Dncatnr  ergo  dno  in  se  et  XVI,  et  fient  XXXVI,  cuius  radix 
est  VI,  demptoqne  binario  remanent  IIII,  et  ipse  medins,  tertius  VIII. 

IX.  Kennt  man  die  Snmme  aus  dem  doppelten  Mittelgliede  und 
einem  Ausaengliede,  sowie  das  zweite  Anssenglied,  so  sind  die  Glie- 
der einzeln  bekannt. 

Gegebene  Gleichungen: 

xiy-yic, 

Es  ist  c*  +  ex  H-  2ct/  =  c*  +  2cy  +  y«  =  (c  -f  yf  =  c*  +  es.    Folglich  kennt  man  c  +  y 

=  Vc^-^-cSy  daher  auch  y^  und  somit  auch  x. 

Beispiel:  c  =  2,  s  =  16 ;  es  ist  c" -f c«  =  86,  folglich  c  +  y=6,  y  —  4,  also 
a;  =8. 

'  X.  Tribns  nnmeris  [continne]  proportionaliter  snmptis  si 
compositus  ex  omnibns  datns  fnerit,  extremornmqne  proportio 
data,  quilibet  eorura  datns  erit. 

Si  enim  extremornm  proportio  fuerit  data,  et  extremi  ad  medium  et 
medii  ad  tertium  erit  proportio  data.  Compositns  ergo  secnndum  hoc  pro- 
portionabiliter  dinidatnr,  et  habebimus  illos  tres. 

Verbi  gratia  compositus  ex  tribns  sit  XIX,  et  extremornm  alter  alte- 
rum  contineat  bis  et  qnartam.  Dnornm  ergo  et  quarta  extrahatur  radix, 
et  erit  unum  et  dimidium.  Dinidatnr  igitur  XIX  per  tria,  ut  primus  se- 
cundo  sit  sesqnalterum  et  secnndus  tertio,  et  fient  IIII,  VI,  Villi. 

X.  Kennt  man  in  einer  stetigen  Proportion  die  Summe  der  drei 
Glieder  und  das  Verhältniss  der  beiden  Aussenglieder,  so  sind  alle 
drei  Glieder  einzeln  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  ^,y^y,g^ 

x  +  y-^z  =  Sj 
x:e  =  m*. 

Nach  Früherem  muss  xiy^^tn  sein,  ebenso  y:z=iin;  man  hat  also  s  nur  nach 
dem  Verhältnisse  von  x:y:z  zu  theilen,  um  die  Aufgabe  zu  lösen. 

Beispiel:  5  =  19,  fn*  =  2|,   dann  ist  m  =  l},   und   es  verhält  sich  x 
=  2| :  14 : 1 ,   also  ist  o;  =  9,  y  =  6,  «  =  4. 
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(jr.  ViVANTI. 


A 


Commentar  z.  d.  y^Tractatns  de  Numeris  Datis**  d.  Jordanus  Nemorarins.     87 

quia  qnadratum  cd  est  velot  quadratum  d  et  quod  fit  ex  d  in  c  et  cd  in  c. 
Sed  cd  cum  d  facit  a,  atque  a  in  c  velut  h  in  se.  Et  quia  hc  notum  est, 
et  cd  datum,  erit  differentia  eorum  data,  qnae  est  differeniia  d  ad  &,  quare, 
com  qnadrata  eorum  data,  compositus  ex  eis  et  uterque  datus  erit,  cumque 
sie  b  datus,  et  ac  erit  et  a  et  c  datns. 

Verbi  gratia  compositus  ex  maximo  et  minimo  sit  XXXIIII ,  et  ex  me- 
dio  et  minimo  sit  XXIIII,  atqae  medietas  XXXIIII  et  XYII,  cuius  qua- 
dratum est  CC  et  LXXXIX,  et  ipsum  constat  ex  quadratis  medii  et  dimi- 
diae  differentiae  extremorum,  quorum  etiam  differentia  est  VII.  Quadrate 
igitur  YII,  hoc  est  XLIX,  sublato  de  CCLXXXIX  remanebnnt  CCXL,  qui 
cum  aliis  iuncti  facient  DXXIX,  cuius  radix  XXIII,  de  quo  ablato  VII 
reliquoque  dimidiato  fient  VIII,  et  residuum  de  XXIII  erit  XV,  qui  est 
medius,  et  sie  duo  extremi  prouenient  Villi  et  XXV. 

Xn.  Desgleichen,  wenn  die  Summe  der  beiden  äusseren  Glieder 
und  die  des  Mittelgliedes  und  des  dritten  gegeben  sind. 
Gegebene  Gleichungen:  /,..**--**.» 

•C  "f"  *  -—  Ä| , 

Es  ist,  wenn  x  —  z  =  2t  gesetzt  wird,  B  +  t  =  i8i;  es  ist  femer 

(iP  +  *)«  =  jEf«  +  iP  (x  -  iP)  + 1  («-«)•  =  (a:  -  iP  +  «)«  +  <•=  a;  iP  +  *'=  y*  +  <*. 

Es  ist  femer  t/  — ^=«|  — ^«i,  und  man  kann  also  y  und  t,  also  auch  a;  —  ir  finden, 
und  folglich  auch  x  und  z  einzeln. 

Beispiel:  8|=34,  Ss  "  24;  man  findet  also 

^•  +  ^•  =  289,  y  — «  =  7   und  hieraus  «  =  8,  y  =  16, 

und  aus  den  beiden  Gleichungen  x-hz  =  S^^  x  —  z=:16  folgt  endlich  a;  =  26,  z  =  9. 

XIIL  Si  uero  compositus  ex  duobus  extremis  itemque  ex 
maximo  et  medio  dati  fuerint,  terminos  proportionales  dupli- 
citer  assignari  contingit. 

üt  si  ac  et  al»  sint  dati,  possibile  erit  dupliciter  sumi  a,  &,  c.  Esto 
enim  quod  d  sit  medietas  differentiae  portionum  a,  c,  quae  sit  e  maior  et 
f  minor,  semper  enim  ac  maior  duplo  h:  dico  ergo  quod  d  proportionalis 
erit  inter  c  et  /*,  atqae  cd  quantum  fh.  Quia  enim  fh  est  medietas  ac^ 
erit  quadratum  eins  quantum  quadratum  b  et  d]  remanet  ergo  quadratun^  d, 
quantum  quod  fit  ex  5  in  /*  bis  et  f  in  /*,  et  quia  fh  et  item  eh  sunt  ut  c, 
erit  quadratum  d,  quod  fit  ex  c  in  ^  quare  d  inter  c  et  f,  Sed  et  cd  con- 
stat ex  dimidio  ac  et  &  et  d,  et  al)  simili  modo  aequalia,  ergo  sint  data, 
cum  erunt  d,  et  h.  Cum  enim  ah  datum  atque  dimidium  datum,  erit  dh] 
sed  quadrata  eorum  data,  utrumque  ergo  datum,  ob  hoc  etiam  et  e  ei  f 
atque  a  et  c  data  erunt. 

Verbi  gratia  compositum  ex  maximo  et  medio  sit  XXVIII  et  ex  maximo 
et  minimo  XXV.  Dimidium  autem  XXV  est  XII  et  dimidium,  cuius  qua- 
dratum est  CLVI  et  quarta.  Eiusdem  differentia  ad  XXVIII  est  XV  et  dimi- 
dium; huius  quadratum  est  CCXL  et  quarta,  de  c^uo  töUatoc  CLVI  <iii ojjv^sc^^ 
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et  relinqaentar  LXXXIIII ,  cnios  ad  CLVI  et  qaartam  differentia  est  LXXII 
et  qnarta,  cuins  radix  YIII  et  dimidiom;  quo  dempto  de  XV  et  dimidio 
et  reliqoo  mediato  exibant  tria  et  dimidiom,  qaod  com  XII  facit  ipsnm: 
igitur  tarn  XII,  quam  tria  et  dimidium  potest  esse  medium.  Et  si  faerit 
XII,  emnt  extrema  XVI  et  Villi;  si  tria  et  dimidiom,  eront  extrema 
XXIIII  et  dimidiom  maios  et  dimidium  tantum  erit  minimom. 

XUL  Desgleichen  in  doppelter  Weise,  wenn  die  Summe  der  beiden 
Aussenglieder  und  die  des  grösseren  Ausaengliedea  und  des  Mittel- 
gliedes bekannt  sind« 

(begebene  Gleichungen :  xiy^yigf 

X  +  B  =  8i, 

Setst  man,  wie  vorher,  o;  — «  =  2^,  so  ist  je  +  ^  =  -}Si  und  ^  +  ^*  =  isi';  diesmal 
ist  aber         «,-45,  z=a;4.y-xf-«  =  a;-ir  +  y-e  =  2e  +  y-e  =  y  +  ^ 

Es  ist  also  y*  +  ^*  =  |-Si*  und  y  +  ^  =  S|  —  ^s,  bekannt,  also  wieder  y  und  t  einzeln, 
also  auch  x  —  e  und  daher  auch  x  und  s. 

Beispidi  s,  =25,  s,  =  28;  es  ist  i5,*=156^,  ^-iS|  =  15j,  folglich  2yt 
=  (16;)«  -  166^  =  84  und  folglich  (y  -  0*  =  72|,  also  y -  «  =  +  8^.  y  ist  daher  ent- 
weder 12  oder  8}  und  entsprechend  t  =  8^  oder  12,  also  x  —  z  entweder  7  oder  24, 
also  x  entweder  16  oder  24^,  und  z  entweder  9  oder  J.  Die  Proportion  ist  also 
entweder  16:12  =  12:9,  oder  244:84  =  84:4. 

XIV.  Si  fuerint  qnatnor  nomeri  proportionales,  foerintqae 
primns  et  quartus  dati  atque  compositus  ex  secundo  ettertio, 
omnes  quoque  dati  eront. 

Qnia  enim  primus  et  quartus  dati,  et  quod  fit  ex  primo  in  quartum, 
qnantum  quod  ex  tertio  in  seeundum,  erit,  qood  ex  tertio  in  secondam 
prodocitur,  datom,  et  com  compositos  ex  ipsis  datos  sit,  utromqoe  eomm 
datos  erit. 

Verbi  gratia  primos  XV,  quartus  VI,  compositus  ex  secundo  et  tertio 
XIX.  Docatur  ergo  XV  in  VI ,  et  erunt  XC.  Sed  et  quadratom  XIX  est 
CCCLXI,  de  qoo  tollatur  qoater  XC,  et  remanebit  unum,  cuius  radix  est 
unum ,  et  ipsom  est  difierentia  tertii  et  secondi ,  qnare  ipsi  eront  X  et  Villi, 
sed  non  est  distinctio,  qood  sit  tertiom,  qood  secondum. 

XIV.  Kennt  man  in  einer  Proportion  die  beiden  äusseren  Glieder 
und  die  Summe  der  beiden  inneren,  so  sind  beide  auch  einzeln  ge- 
geben. 

Gegebene  Gleichungen:         a:x  =  y:d 

x-¥y  =  8. 

Aus  1  folgt  xy  =  ad,   man  kennt  also  Summe  und  Product  der  beiden  inneren 
Glieder,  daher  nach  Buch  1 ,  m  beide  einzeln. 

Beispiel:  a  =  15,  d  =  6,  «  =  19;  es  ist  a;y  =  90  und  folglich  (a;-y)«=19* 
—  4,90=1,  a;-y  =  +  l,  also  ist  «  =  10  oder  9  und  y=9  oder  10,  also  auch  hier 
eine  doppelte  Lösung. 

X^'^  autem  et  quarto  dato  si  differentia  secundi  et 

tert  !t|  oterqoe  eorum  dalus  ^tU. 


k- 
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Eadem  enim  de  caasa,  qaa  et  prius,  quod  fit  ex  secundo  in  tertium 
datum  erit,  cnm  ergo  sit  eorum  differentia  data,  consequitar  eos  datos  esse* 

Verbi  gratia  primus  XI^,  qiiartus  III  t  difierentia  secondi  et  tertii 
qainqae.  Itaqae  ex  ductn  XII  in  tria  fiontXXXYI,  quod  quater  sumptum 
cam  qnadrato  V  faciet  CLXIX,  cuins  radix  est  XIII,  de  quo  dempto  V 
reliqui  medietas  erit  IUI ,  qui  est  unus ,  et  reliquus  IX ,  sed  erit  indistinctio, 
quis  tertins,  quis  secundus. 

XV.  Desgleichen,  sobald  nicht  die  Summe,  sondern  die  Differenz 
der  Innenglieder  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  aix^yid, 

x-y^p. 

Hier  kennt  man  xy  =  ad  und  x  —  y^p,  also  nach  Buch  I,  rv  d;  und  y  einzeln. 
Beiapid:  a=:12,  d  =  8,  j?=z5;  man  findet  leicht  d?  =  9,  y  =4. 

XVI.  Si  item  primus  et  quartus  dati  fuerint,  et  proportio 
secundi  ad  tertium  data,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Si  enim  dati  sunt  primus  et  quartus,  erit  eorum  proportio  data,  quae 
constat  ex  proportione  primi  ad  tertium  et  tertii  ad  seeundum  et  secundi 
ad  quartum.  Sed  cum  proportio  tertii  ad  seeundum  data  sit  diuisa  per 
ipsum  proportionem  primi  ad  quartum ,  data  erit  et  composita  ex  proportione 
primi  ad  tertium  et  secundi  ad  quartum.  Totius  ergo  radix  extrahatur  et 
hal)ebitur  proportio  primi  ad  tertium ,  quare  tertium  datum ;  sed  et  proportio 
secundi  ad  quartum,  et  ab  hoc  seeundum  datum. 

Verbi  gratia  primum  sit  XVIII,  quartum  duo,  seeundum  quadruplum 
tertio.  Sed  XVIII  continet  duo  nouies ,  itaque  nouem  diuidantur  per  quar- 
tam  et  exibunt  XXXVI,  cuius  radix  extrahatur,  et  erit  VI.  Primum  ergo 
continebit  sexies  tertium,  erit  ergo  tertius  tres,  et  secundus  sexies  duo,  et 
ipse  seeundum  hoc  erit  XII. 

XVI.  Ebenso,  wenn  das  Verhältniss  der  beiden  Innenglieder  be- 
kannt ist. 

Gegebene  Gleichungen :  a^ix^yzd, 

x:y=p. 


Es  ist 


X         €k 

oder,  da  -3-=  — 
d       y 


a  ^  a    y     x 
d  "  y  '  X  '  d 


(aY__/a?Y_  a     x  __  a 
jf'KdJ-'d'J-'d'^' 


a       X 
also  ist  — =  -^  bekannt,  und  folglich  x  und  y, 

(a  V  18  x 

—  1  =  9.4  =  86,  also  —  =  6,  -^  =  6, 

d.h.  x  =  12,  y=zS,  ^  ^ 

XVII.  Si  fuerint  quatuor  numeri  proportionales,  primusque 
et  quartus  dati,  fueritque  compositus  ex  primo  et  secundo  ad 
tertium  datus,  singulos  eorum  datos  esse  conueniet. 
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Sint  proportionales  nomeri  a,  &,  c,  d,  datiqae  sint  a  et  d,  et  ah  ad 
e  datas.  Et  quia  proportio  ah  sd  c  constat  ex  proportione  ah  sA  a  et  a 
ad  c,  sed  proportio  ah  ad  a  est  ut  proportio  &  ad  a  et  anum,  erit«  ut 
proportio  a  ad  c  docta  in  proportionem  &  ad  a  et  nnom  faciat  proportionem 
ah  vid  c.  Sed  proportio  a  ad  c  dacta  in  proportionem  c  ad  eJ  facit  pro- 
portionem a  ad  d;  sicnt  igitur  proportio  a  ad  d  ad  proportionem  a&  ad  c  ita 
proportio  c  ad  d  ad  proportionem  6  ad  a  et  ad  nnam«  Sed  qnia  proportio  c 
ad  d  ad  nnum  sicut  nnnm  ad  proportionem  6  ad  a,  ntrumqne  ad  medium 
datnm  esse  conseqnitar,  quare  ntraque  data,  et  sie  6  et  c  data  emnt. 

Yerbi  gratia  primum  sitXVI,  quartnm  tria,  atqne  primus  et  secandns 
qaadmplnm  eit  tertio.  Cumque  sit  XVI  continens  III  quinqnies  et  eins 
tertiam,  V  et  tertia  continebunt  IUI  et  eorum  qnartam  et  duodeeimam. 
Itaque  tres  quartae  qaater  sunt  tria,  quibns  addatur  unum,  et  fient  IUI, 
cuius  radix  est  duo,  de  quo  subtracto  uno  et  reliquo  mediato  proueniet 
medietas  unins.  Secundns  ergo  medietas  XVI,  et  est  VIII,  tertius  duplas 
tribus ,  et  est  VI.  Aliter  sumatur  quarta  XVI ,  quae  est  IUI ,  sicut  tertius 
est  primi  et  secundi ,  et  ducatur  III  in  IIII ,  et  fient  XII ,  cuius  quadruplum 
addito  quadrato  IIII  faciet  LXIIII,  cuius  radix  VIII;  de  quo  demptis  IIII 
et  reliquo  mediato  fient  duo,  quae  cum  IIII  facient  VI,  et  ipse  est  tertius, 
secundns  VIII. 

XVII.  Desgleichen,  wenn  aasser  den  beiden  Aussengliedern  das 
Verhältnits  der  Summe  des  ersten  und  zweiten  Qliedes  zam  dritten 
gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen :  a:x=:y:d, 

(a  +  a?):y  =  in. 
Es  ist 

a  +  rc     a-^x    a      fx      \    a 

y  a       y      \a       /    y 

femer  ist 

^      a     y        :%    a     y     a  ( x  .  A      y    ( x  ,  A 

d      y     d  y     d     y  \a       /      d    \a       / 

das  heisst 


a 

~d 
Es  ist  aber  auch 


i:"d-^' 


X  iJ 

man  kennt  also  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  sowohl  --  als  ~-i  und  daher 
auch  X  und  y. 

Beispiel:  a  =  16,  d  t=.3,  m  =^  4;  dann  hat  man  also 

X 

Man  erhält  also  für  —  die  Gleichung 
oIbo  ißt  —  =  ^  Iglich  X  =  8,  ^  —  ^. 


Commentar  z.  d.  .Tractatns  de  Nomeris  Datis*  d.  Jordanns  Nemorarias.     91 


Oder  man  erhält  für  ^  die  Gleichung: 
daraus  folgt  dann 

XVIII.  Quatuor  nnmeris  proportionalibus  si  compositns  ex 
primo  et  seeundo,  itemque  ex  tertio  et  quarto  dati  fuerint, 
primusqne  ad  quartam  datus,  singulos  eorum  datos  esse  ne- 
cesse  est. 

Cum  enim  compositi  dati  sunt  et  proportio  eornm  data;  sed  quae  pro- 
portio  compositi  ex  primo  et  secundo  ad  compositum  ex  tertio  et  quarto, 
ea  primi  ad  tertium,  ergo  haec  data.  Cumque  primi  ad  quartum'  data,  erit 
primi  ad  compositum  ex  tertio  et  quarto  data.  Datum  ergo  primum,  sicque 
tertium,  sicque  secundum  et  quartum. 

Yerbi  gratia  compositum  ex  primo  et  secundo  XXV  et  ex  tertio  et 
quarto  X,  sed  et  quartus  sit  quatuor  quintaedecimae  primi;  cumque  sit  X 
duae  quintae  XXV,  erunt  quartus  et  tertius  decem  yigesimae  quintae  primi, 
cumque  tertius  et  quartus  sit  X,  erit  primus  XV,  secundus  X,  tertius  VI, 
quartus  IUI. 

XVni.  Kennt  man  ebenso  in  einer  Proportion  die  Summe  derVor- 
dergliederi  die  der  Hinterglieder  und  das  Verhältniss  der  beiden 
Anssenglieder,  so  sind  sämmtliohe  Glieder  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  ^  .*,_#. « 

X=:tV. 

Es  verhält  sich 

(x  -^  y)  :  (e  +  v)  =  X :  B,  d.  b.  «, :  s,  =  rc :  0, 

also  ist 

e         8m  ,     V  1 

—  =■3.  und  — a-T-. 
X      81  X      i 

daher  auch 

5  +  r  _^     J__«, 

X    ""  «1       t  "  x' 

Hieraus  ist  x  gegeben,  also  auch  y,  b  und  v. 

Beispiel:  «,  =  26,  «,  =  10,  «  =  15;    dann  ist  —  =  4fr,   4"  =  ^»  »l«®  —  =  1J» 

^  «I  V  X 

d.  h.  x  =  15,  und  folglich  j/  =  10,  v  =  4,  5  =  6. 

XIX.  Si  vero  compositus  ex  primo  et  quarto  atque  ex  se- 
cundo et  tertio  dati  fuerint,  et  proportio  primi  ad  tertium 
data,  quilibet  eorum  datus  e^rit. 

üt  sit  ad  atque  hc  dati,  itemque  proportio  a  ad  c  data.  Erit  ergo 
proportio  ah  ad  cd  data,  cumque  totus  ah  cd  datus,  erunt  ah  et  cd  dati. 
Differentia  ergo  &  ad  d  data  atque  differentia  a  ad  c.  Sed  quae  proportio 
dififerentiae  a  ad  c  ad  differentiam  &  ad  (2,  ea  est  proportio  ac  ad  dh^  toto 
ergo  ahcd  dato,  dati  erunt  ac  et  2»d,  cumque  differentiae  a  ad  c  et  &  ad  ^ 
dato  8mt,  eoa  omnea  datos  esse  conBeqmtoT. 
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Verbi  graiia  sit  primiu  cum  quarfto  XVI,  secondiu  cum  teriio  XIIII, 
atqae  primns  sesqaialter  tertio.  lancto  igitur  ono  com  ono  et  dimidio  erit 
compositos  ex  omnibas,  hoc  est  XXX,  ad  compositum  ex  tertio  et  quarto 
duplns  sesquialter,  ipse  ergo  erit  XII.  Sed  quartus  cum  primo  erat  XVI, 
ergo  primus  raperat  tertinm  Uli,  ergo  quartum  est  dimidium  tertii,  ipse 
ergo  erit  VIII,  et  primus  XU,  seeundus  VI,  quartns  Uli, 

XIX.  Desgleichen,  wenn  die  Sammen  der  Aasaen-  und  der  Innen- 
gliedert  sowie  das  Verh&ltniss  des  ersten  Gliedes  znm  dritten  be- 
kannt sind. 

Gegebene  Gleichungen :  ^ .  -.  _  ^ .  ^ 

«  +  !>  =  «,,      y  +  Bz=:8ff 
X^tB. 

Es  yerh&lt  sich  wieder  (x-f  y):(r  +  v)  =  x:r,  also  hat  man  die  Gleichung  x-hy 

X  -t-  f/ 
+  jP4.9  =  S|-fSt«  -=t     Daraus  kann   man   x-hy  =  Ji,  /-fv  =  fft   bestimmen. 

Also  ist  auch 

Es  ist  aber 

(X  -  iP) :  (y  -  r )  =  («  +  iP) :  (y  +  r) , 

also  kennt  man,  da  wieder  x  +  y-j-z  +  v^Si  +  tf  ist, 

x  +  z=^li,   y-hv  =  ßi, 
hat  also  jetzt  alle  GrOssen  einzeln. 

BeUpid:  S|  =  16,  8|=U,  ^  =  );  man  findet  leicht  x  =  12,  y  =  6,  2  =  8,  9  =  4. 

XX.  Si  fnerint  quatuor  nnmeri  proportionales,  totoque  ex 
Omnibus  composito  dato  fuerlnt  differentiae  primi  ad  secun- 
dnm  et  tertii  ad  quartum  datae,  omnes  eos  datos  esse  demon- 
strabitur. 

Si  enim  differentiae  primi  ad  secundum  et  tertii  ad  quartam  datae 
fnerint,  erit  differentia  primi  et  tertii  ad  secundam  et  quartum  data,  quare 
cum  compositus  ex  omnibus  datus  sit,  uterque  eorum  datus  erit.  Sed 
unius  ad  alium  proportio  ea  primi  ad  secundum  et  tertii  ad  quartum,  pri- 
mus ergo  ad  secandum  et  tertius  ad  quartum  est  datus.  Primus  igitur  et 
tertius  ad  differentias  suas  ad  illos  dati  erunt,  cumque  sint  differentiae 
datae  et  ipsae,  erunt  dati  et  reliqui. 

Verbi  gratia  compositus  ex  omnibus  sit  XXXV,  et  differentia  primi  ad 

secundum  V  et  tertii  ad  quartum  duo.     Primi  ergo  et  tertii  differentia  ad 

secundum   et  quartum  erit  VU,   quo  subtracto  de  XXXV  residui  meidietas 

erit  XUn,  qui  componitur  ex  secundo  et  quarto;   compositusqne  ex  primo 

et  tertio  XXI,  qai    cum   sit  triplus  ad  VII,   quae  est  differentia  ipsius  ad 

XlUly  erit  primus  triplus  ad  V  et  tertius  ad  duo,   quae  sunt  differentiae 

ipsorum  ad  secundum  et  quartum:  primus  ergo  XV,  seeundus  X,  tertius  VI, 

quartus  Uli. 

XX.  Desgleichen,  wenn  die  Summe  aller  vier  Glieder  und  die 
Differenzen  '  und  zweiten  und  des  dritten  und  vierten  Glie- 

^^»  gegeb 
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Gegebene  Gleichungen: 

x-hy-hz-hv  =  », 

x  —  y  =  di,    z  —  v^df. 

Man  hat 

(x-^z)  -  (y  +  ü)  =  d,+  d,, 

kennt   also   aus  dieser  Gleichung  und  der   gegebenen  zweiten  x-i-z  und  y-^z 

einzeln.    Nun  ist  aber 

x:y  =  {X'hz):{y'hv)  =  z:v, 

folglich  kennt  man  auch  {x  —  y)  :x  und  {z-'V):z,  alao,  da  die  Differenzen  gegeben 
Bind,  X  und  z,  folglich  auch  y  und  v, 

Beispiel:  5  =  S5,  d,  =  5,  d,  =  2;  man  hat  also 

(a;  +  i;)-(y  +  t;)  =  7 
und  daher 

x  +  z=2  21f   y  +  t7  =  14. 
Es  verhält  sich  also 

a;:y  =  21:  U  =  3:2, 
folglich  auch 

xiix  —  y)  =3:1  und  ebenso  z:(z  —  v)  =  S:l. 

Man  erhält  so  x  =  16,  z  =  6,  und  daher  y  =  10,  t^  =  4. 

XXI.  Quatuor  numeris  proportionaliter  dispositis  et  com- 
posito  ex  Omnibus  dato  si  differentiae  primi  ad  quartum  et 
secundi  ad  tertium  datae  fuerint,  singulos  eorum  datos  esse 
consequitur. 

Composito  ex  a,  b,  c,  (2  dato  sit  e  differei^tia  a  ad  d^  et  h  differentia 
&  ad  c  data,  posito  quod  sit  a  maximus  et  h  maior  c.  Quia  igitur  differen- 
tiaaad&et&adcetcad(2,  sidee  tollatur  A,  remanebit  differentia  a 
ad  h  cum  differentia  c  ad  dl  faciens  qniddam  datum,  quod  erit  differentia 
ac  ad  bd  data,  cumque  totus  ah  cd  sit  datus,  erunt  ac  et  &dl  dati.  Quia 
igitur  differentia  a  ad  c  constat  ex  differentia  a  ad  &  et  A,  itemque  diffe- 
rentia &  ad  (2  ex  A  et  differentia  c  ad  dl  (sed  haec  quatuor  differentiae  sunt 
ut  e  et  h)y  erit  e  cum  h  differentia  ah  ad  cdl  data,  quare  et  ah  et  rdl 
data.  Sed  quae  proportio  a5  ad  cd,  ea  est  a  ad  c  et  5  ad  dl,  quare  haec 
data,  cumque  sint  ac  et  hd  dati,  erunt  a  et  c,  similiter  h  et  d  dati. 

Verbi  gratia  sit  compositus  ex  omnibus  XLV,  differentiaque  primi  ad 
quartum  VII  et  secundi  ad  tertium  duo.  Demptis  ergo  duobus  de  VII 
remanent  V,  quibus  detractis  de  XLV  reliqui  medietas  erit  XX,  et  ipse 
componitur  ex  secundo  et  quarto,  primusque  et  tertius  erunt  XXV.  Item 
iuncto  VU  cum  duobus  faciunt  IX,  quibus  demptis  de  XLV  residui  dimi- 
dium  erit  XVUI,  qui  constat  ex  tertio  et  quarto,  et  XXVII  ex  primo  et 
secundo.  Et  quia  XXV  addit  super  XX  eins  quartam,  primus  continebit 
secundum  et  eins  quartam.  Itaque  XXVII  continet  seoundum  bis  et  eius 
quartam,  ipse  ergo  erit  XII,  et  primus  XV,  sicque  tertius  X,  et  quartus  VIII. 

XXI.  Desgleichen,  wenn  ausser  der  Summe  aller  vier  Glieder  die 
Differenz  des  ersten  und  vierten  und  die  des  zweiten  und  dritten 
gegeben  sind. 
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Gegebene  Gleichangen:        .    -.-,_-.-, 

.    a;-i?  =  e,   y  —  z^h. 

J.  setzt  voraus,  dass  a;>y>«>«  ist.  Zonächst  ist  e  — Ä  =  (x  — y)  +  (;?- «) 
=  (o;  +  i?)  —  (t/ + 1?) ,  also  folgt  aas  Gleichung  2,  dass  x-\-z  und  i/  +  t7  gegeben  sind. 
Ebenso  ist  c  +  Ä  =  (ä  +  y)  —  (2?  + 1?) ,  also  wiederum  auch  x-\-y  und  <?  + 1?  gegeben, 
aber  x:z=iyiv=z{X'^y)'.{z-\-v)^  also  ist,  da,  x-hz  und  y  +  t?  schon  gefunden 
sind,  X  und  £^,  sowie  y  und  t?  gefunden. 

Beispiel:  s  =  45,  e=7,  ?i  =  2;  da  e  — ?i  =  6  ist,  so  erhält  man  y  +  v  =  20, 
x-}-z  =  26.  Da  ferner  c  +  /*  =  9,  so  erhält  man  5  +  »  =  18,  «  +  y  =  27.  ■  Nun  ver- 
hält sich  (x  +  2^) :  (y  +  9)  =  5 : 4,  also  ist  x  =  l|y  =  27,  also  x  +  y  =  2j-y  =  27;  das 
heisst  y  =  12 ,  x  =  16.,  ^  =  10,  v  =  8. 

XXII.  Si  tres  numeri  [continue]  proportionales  tribxis  aliis 
continue  proportionalibus  comparantur,  primique  ad  primanii 
atque  tertii  ad  tertium  fuerit  proportio  data,  medius  quoque 
ad  medium  datus  erit. 

XJt  Bi  a  &ä  h  sicut  5  ad  c,  itemque  dl  ad  e  sicut  e  ad  f^  sitque  pro- 
portio a  ad  dl  et  c  ad  /"  data:  erit  et  2»  ad  e  proportio  data.  Continuentar 
enim  proportio  a  ad  (2  et  proportio  c  2A  f,  et  composito  eztrahatur  radix, 
et  ipsa  erit  proportio  h  bA  e. 

Verbi  gratia  primus  contineat  primum  et  eins  octauam,  tertius  sit 
duplos  tertio.'  Ducantor  ergo  duo  in  unum  et  octauam,  et  fient  duo  et 
dao  octauae,  quod  erit  denominatio  proportionis  compositae,  si  continuentar. 
Eins  extrahatur  radix  et  prouenient  duodecim  octauae,  hoc  est  unum  et 
dimidium.  Itaque  medium  continet  medium  semel  et  eins  medietatem.  Pro- 
portio enim  ex  proportionibus  extremornm  continuata  est  tamquam  proportio 
mediorum  duplicata. 

XXÜ.  Kennt  man  in  zwei  stetigen  Proportionen  das  Verhältniss 
des  ersten  Gliedes  zum  ersten  und  das  des  letzten  zum  letzten,  seist 
auch  das  Verh&ltniss  der  beiden  Mittelglieder  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  aih-hic 

d:e  =  e:ft 
a:d=:mi,    c:f=mt. 

Man  findet  miirit  =  ^  =  JT»  *^*^  6 : «  =  ^m,ifit. 

Beispiel:  mt=l^,  m^  =  2i  man  findet 

m|mi*2^,  also  6:0  =  1}. 

XXIII.  Si  quotlibet  numeri  continue  proportionales  totidem 
aliis  continue  proportionalibus  comparantur,  fuerintque  primi 
ad  primum,  secundi  ad  secundum  proportiones  datae,  reliquo- 
rum  ad  reliquos  per  ordinem  proportiones  datas  esse  conneniet. 

Quae  enim  dififerentia  proportionis  primi  ad  primum  ad  proportionem 

aeouDdi  ad  Aeonndnm,   ea  erit  proportionis  primi  ad  secundum  ad  propor- 

tioneir  Mondiuxi,  ea  etiam  pro^Ttioiu&  «^xxn^  %dL  X^c^k^xx^  %d 


Commentar  z.  d.  „Tractatus  de  Numeris  Datis**  d.  Jordanus  Nemorarius.     95 

proportionem  secundi  ad  tertium ,  et  ita  per  ordinem.  Sed  quae  differentia 
proportionis  secundi  ad  iertiam  ad  proportionem  secundi  ad  tertium,  ea 
proportionis  secundi  ad  secundum  ad  proportionem  tertii  ad  tertium ,  quare 
continue,  quae  differentia  proportionis  primi  ad  primum  ad  proportionem 
secundi  ad  secundum ,  ea  proportionis  secundi  ad  secundum  ad  proportionem 
tertii  ad  tertium  similiter  in  addendo  et  diminuendo  et  ista  ad  extremos. 
Illa  ergo  differentia  continue  dempta  relinquetur  reliquorum  ad  inuicem 
proportio. 

Yerbi  gratia  quatuor  comparantur  ad  quatuor.  Primum  continet  pri- 
mum et  eins  tertiam,  secundus  est  secundo  aequalis.  Itaque  per  unum,  a 
quo  denominatur  aeqaalitas,  diuidatur  unum  et  tertia^  et  exibunt  unum  et 
tertia,  et  per  unum  et  tertiam  diuidatur  unum,  et  exibunt  tres  quartae. 
Tertius  ergo  tertii  erit  tres  quartae;  atque  tres  quartae  diuidantur  per 
unum  et  tertiam,  et  exibunt  novem  sextae  decimae,  quartus  ergo  quarti 
erit  novem  sextaedecimae. 

XXUl.  Wenn  eine  beliebige  Anzahl  stetig  proportionirter  Zahlen 

mit  einer  ebensolchen  Anzahl  anderer  stetig  proportionirter  Zahlen 

verglichen   werden,   und   man   kennt  das  VerhältnisB  der  ersten  zur 

ersten  und  der  zweiten  Zahl  zur  zweiten,  so  ist  das  VerhältnisB  je 

zweier  entsprechender  Zahlen  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

a  :b  =  b  :  c  =  c:  d  =  d  i  e  ='"t 

Ol :  &|  =  &i :  C|  =  Ci :  d,  =  (2| :  6|  =  •  •  •  f 

a  b 

Es  ist  der  Reihe  nach 

a     b_a<ii_bb_be        ,    ^  ,  ^t  ^  c    Ct  _  e     d 

— :  -f-  —  -7-  •  -^—  —  ~~-  i       —  -T"  I        unQ        I       —  —j- 1  —j-  —       :  -j-  u,  8.  w.  • 

a,    0,       0    bf       c    Cx       0\    C|  c    Ci       a    di      Ci    Oj 

also  die  Aufgabe  gelöst    Hierbei  muss  man  sich  erinnern,  dass  proportionem  a 

proportioni  subtrdhere  im  Mittelalter  bedeutet  das  erste  VerhältnisB  durch  das 

zweite  dividiren,  während  proportiorem  proportioni  addere  die  Multiplication  der 

Verhältniese   andeutet.     Man   sehe    den   Älgorismus  proportionum   des    Nicole 

Oresme. 

Beispiel  für  vier  Grössen:  l>i  =  U,  l>t  =  l;   dann  ist  PtiPt  =  H  ^u^d  also 

c  d 

—  =l>t ••  H  =  f ,  femer  ^  =  f: H  =  -fg. 


(SohluMM  folgt.) 
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Des  Oeminos  Isagoge  nach  Inhalt  and  Darstellung  kritisch  beleuchtet  von 
Dr.  Karl  Manitius.  Sonderabdruck  aus  den  Commentationes  Fleck- 
eisenianae.     Leipzig  1890,  bei  B.  6.  Teubner.    25  S. 

Zu  den  mannigfachen  Fragen,  welche  in  der  Geschichte  der  alten 
Mathematik  und  Astronomie  noch  ungelöst  oder  doch  wenigstens  nicht  mit 
allgemein  anerkannter  Lösung  dastehen ,  gesellt  sich  durch  die  Bemühungen 
der  Herren  F.  Blass,  Max  C.  P.  Schmidt,  Manitius  auch  eine  Gemi- 
nus- Frage.  Hat  es  nur  einen  Geminus  gegeben,  der  ebensowohl  die  daa- 
ynyr}  sig  xa  q>aiv6(iBva^  als  auch  ein  geometrisches  Werk  Qtmgla  tcdv 
lAaQfjiiaTfov  schrieb,  von  welchem  letzteren  ein  Abschnitt  den  besonderen 
Titel  xd^g  rmv  (Aa^rniaxav  führte,  und  wenn  es  nur  Einen  gab,  wann  hat 
er  gelebt?  Eine  kurze  Besprechung  ist  nicht  der  Platz,  an  welchem  das 
gesammte  Streitmaterial  vorgeführt  werden  kann.  Wer  für  dasselbe  sich 
interessirt,  wird  an  den  Stellen  nachlesen  müssen,  welche  Herr  Manitius 
genau  angiebt.  Er  selbst  behauptet:  Erstens  sei  der  in  der  Isagoge  an- 
geführte Boethius  ein  Studiengenosse  Strabon's,  der  früheste  Zeitpunkt, 
in  weichem  jenes  Buch  verfasst  sein  könnte,  falle  demnach  etwa  auf  30 
vor  Christi  Geburt;  zweitens  seien  in  der  Isagoge  Fehler^  die  er  des  Näheren 
nachweist y  welche  eines  bedeutenden  Mathematikers  unwürdig  seien;  folglich 
sei  drittens  der  Verfasser  der  Isagoge,  wenn  er  überhaupt  Geminus  hiess, 
von  dem  Mathematiker  Geminus  zu  unterscheiden.  Auf  die  Frage  nach 
der  Lebenszeit  des  Letzteren  wird  gar  nicht  eingegangen  und  eine  Beant- 
wortung nicht  einmal  versucht.  Dem  Referenten  liegt,  der  ganzen  Rich- 
tung seiner  eigenen  Forschungen  gemäss ,  gerade  am  meisten  an  dieser  letzt- 
erwähnten Frage,  und  er  möchte  nicht  gern  auf  die  Isagoge  zur  Lösung 
derselben  verzichten.  Sollte  aber  dieses  wirklich  nothwendig  sein?  Wir 
wollen  Herrn  Manitius  zugeben,  die  Isagoge  leide  an  Fehlern,  welche 
mehr  sind  als  Abschreibesünden.  Wir  wollen  ihm  zugeben,  die  Isagoge 
sei,  wie  sie  heute  vorliegt,  das  schriftstellerische  Werk  eines  Fabrikanten, 
der  etwa  im  ersten  nachchristlichen  Jahrhunderte  aus  verschiedenen  an  sich 
tadellosen  Einzelheiten  recht  unverständig  ein  Granzes  zusammenstellte.  Aber 
zwingt  uns  das  Citat  bei  Alezander  von  Aphrodisius  nicht,  einen 
Bastandtheil  doch  einem  Geminus  zuzuschreiben?  Ist  dieser  Geminus 
von  dem  >'  r  verschieden?    'Wvt  g\^u\>«ii  «a  Tkkht.    Die  beider- 
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seitigen  Beziehungen  zu  Pol; bias,  die  Thatsache,  dass  Proklaa  nur  von 
GemiDos  schlecbtweg  redet,  ohne  ein  unterscheidendes  Beiwort,  ja  die 
Umwandlung  einiger  Cspitel  der  Isagoge  zur  Sphaera  Prodi  iu  Vereinigung 
mit  der  vielfachen  Benutzung  dea  Mathematikers  Geroinua  durch  Pro- 
klaa,   das  scheinen  uns  gewichtige  Gründe,   an  jener  Einheit  festzuhalten. 

CaNtor 


L 


Die  Arithmetik  und  die  Schrift  bber  Polygonaliahlen  des  Diophantns 
von  Älexandria,  Übersetzt  und  mit  Anmerkungen  begleitet  von 
G.  Wertheim,  Oberlehrer  an  der  Realschule  der  iartiol.  Gemeinde  zu 
Frankfurt  am  Main.  Leipzig  1890,  bei  B.  G.  Teubner.  IX,  346  S. 
Die  Scbulz'sche  Diophant-Üebersetzung,  die  letzte,  welche  in  eine 
neuere  Sprache  veraucht  wurde,  ist  68  Jahre  alt  und  nachgerade  zu  einer 
bnchbSndleriBchen  Seltenheit  geworden.  Die  Bearbeitung  von  Herrn  Heath 
(Cambridge  1885),  soviel  Schätzbares  in  ihr  enthalten  ist,  ist  keine  Ueber- 
eetzuDg.  Wir  begrtlssen  daher  den  neuen  deutschen  Diophant  des  H^rrn 
Wertheim  mit  Freuden,  und  wir  hegen  die  Zuveraicht,  er  werde  unter 
den  Lehrern  an  unseren  Mittelschulen  diejenige  Benutzung  finden,  welche 
er  heute  noch  verdient.  Mögen  anderthalb  Jahrtausende  vergangen  sein, 
seit  Diophant  schrieb,  mag  die  griechische  Algebra  der  modernen  in  ganz 
anderem  Maaase  untergeorduet  sein,  als  dieses  bei  der  griechischen  Geo- 
metrie der  Fall  ist:  die  KunstgrilTe,  mittels  deren  Diophant  schwierige 
Anfgaben  zu  l'^sen  wusst«,  seine  Fertigkeit  in  der  Wahl  der  zweckmSssig- 
sten  Unbekannten  sind  heute  noch  unübertroffen,  sind  heute  noch  wie  ftlr 
den  Schulunterricht  geschaffen,  bei  welchem  es  gerade  um  so  mehr  auf 
HhnUcbe  Dinge  in  der  Gleich ungs lehre  ankommt,  je  weniger  eine  allgemeine 
Theorie  der  Algebra  mit  MittelacbUlorn  durchgenommen  werden  kann.  Herr 
Wertheim  hat  sich  aber  nicht  mit  einer  einfachen  Uebersetzung  begnügt, 
er  hat  zahlreiche  Erläuterungen  hinzugefügt.  Dieselben  sind  zweifacher 
Natur.  Erstens  hat  Herr  Wertheim  alle  diejenigen  Anmerkungen  über- 
nommen, beziehungsweise  übersetzt,  weiche  seinerzeit  Peter  Fermat  ver- 
fasste  und  welche  mit  der  Diophant-Änsgabe  von  1670,  in  welcher  sie  zum 
Abdrucke  kamen,  kaum  mehr  aufzutreiben  sind.  Er  hat  überdies  diesen 
Fermat'schcn  Anmerkungen  Erläuterungen  beigegeben,  welche  sie  kaum 
entbehren  künnen.  Zweitens  hat  Herr  Wertheim  auch  eigene  Anmer- 
kungen zum  Teste  des  Diophant  hinzugefügt.  Sie  sind  meistens  elemen 
tarer  Art,  aber  gerade  dadurch  nur  um  so  geeigneter,  im  Unterrichte  Ver- 
werthung  zu  finden.  Insbesondere  ist  der  Grund  gewisser 
die  an  die  Lösung  geknUpft  sind,  scharf  hervorgehoben  und  ist  häufig  ge- 
zeigt, wie  eine  Verallgemeinerung  der  Aufgabe  raüglich  ist.  Eine  Gattung 
von  Anmerkungen  findet  sich  nicht:  solche  von  geschichtlicher  Natnr. 
Wertheim  hat  sie  nicht  etwa  vergessen,  sondern  in  voUhowuaatAt  At 
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weggelassen,  wie  er  im  Vorworte  erörtert.  Er  meint,  die  Brgebni 
seither  angeetallten  PorBchungeD  seien  nicht  so  gMicberter  Natur,  i: 
sie  al9  geschichtliche  Wahrheiten  ansasprechen  vermijgä,  welche  von  <1 
Le§er  einracb  anznerkenoea  seien,  auch  ohne  dass  er  in  den  Gang  i 
ünteraucfaungen ,  welche  za  jeueD  Ergebuiäsen  führten .  eingeweiht  werde, 
und  darin  hat  er  unbedingt  Kecht.  Er  meint  ferner,  die  Auseinandersetzung 
der  widerstreitenden  Ansiebten  und  der  dafür  und  dagegen  geltend  gemachten 
Umstände  würde  zu  weit  gefüiirt  haben.  Das  ist  eine  persönliche  Meinung, 
zn  der  jeder  Schriftaf«ller  berechtigt  ist.  Er  hat  es  mit  sich  auszumacben, 
wie  weit  er  gehen  will.  Jedenfalls  bat  aber  Herr  Wertbeim  seinen  Lesern 
nicht  vorenthalten,  was  sie  nicht  bei  ihm  suchen  dürfen,  und  er  hat  mehr 
gethan:  er  hat  sie  an  den  betreffenden  Stellen,  wo  geschichtliche  Fragen 
sieb  aufdrängen  müssen,  auf  Werke  verwiesen,  wo  dieselben,  wenn  nicht 
immer  Erledigung,  doch  ausfäbrliehe  Erörterung  fanden.  So  smd  änch 
diese  Lücken,  wenn  man  sie  als  solche  empfindet,  nicht  uuausfüllbar.  und 
die  Werke,  wo  man  Weiteres  au  suchen  hat.  sind  nicht  unauffindbar.  Die 
Uebersetzung  selbst  liest  sich  leicht  und  angenehm.  Sie  ist  dem  grieebi. 
sehen  Geiste  so  treu  als  möglich  geblieben  und  hat  nur  eine  Neuerung  sich 
gestattet,    welche  wir  durchaus  billigen  mllssen:    das  diopbantische  Zeichen 


inbekannten  Grösse  ist  fortwährend  durch  3 


Cantou. 


Inhalt  nnd  Methode  des  planiraetriBohen  Unterrichts.    Eine  vergleichend! 

Planimetrie  von  Dr.  Heinrich  .Schotten.     Leipzig  1890,  bei  B,  < 

Teubner.     IV,  370  S. 
Der  erste,    aus  fünf  Capiteln   bestehende  Band  liegt  nns  hente  tM 
Die  Ueberschriften  der  Capitel  lauten :  Der  Raum.    Geometrie.   Uaumgebildl 
Die  Ebene.     Die  Gerade.     Ihnen  voraus  gebt  eine  einleitende  Abhaudiim^ij 
Deber  die  Keformbestrebungeu  auf  dem  Gebiete  den  planimetriscben  ünteF'Jl 
richte.     Die  Anordnung  ist  folgende.     Der  Verfasser  spricht  Ansichten  Hl« 
die  in  Frage  stehenden  Dinge  aus.     Er  vertheidigt  diese  Ansichten  mitte 
einer  Vertheidigungsweise ,  welche  längst  auf  allen  Gebieten  als  die  zwedki 
massigste  sich  bewährt  hat:  durch  Angriff  auf  ihnen  entgegenstehende  An'' 
sichten.     Er  stellt  ^um  Schlüsse  jedes  Abschnittes  in  genauen  Citaten  fest, 
dass    er   den    einzelnen  Seh rirtü teile rn    gerecht   geworden    ist.     Er  begleitet 
diese   Citate    selbst   mit   fortwährenden    Anmerkungen.      Die    Eigenartigkeit 
dieser  Anordnung  leuchtet  ein;  Referent  hat  wenigstens  kein  ähnliches  Werk 
in  Erinnerung.     Wenn    wir  eine    kleine  Ausstellung  an  der  Anordnung  zu 
machen  haben .  so  bezieht  sich  dieselbe  auf  die  Reihenfolge  der  Citate.    Wir 
hätten    gewünscht,   sie   der  Zeitfolge   genau   angepasst    zu  sehen.     Es  wAre 
sehr  interessant  gewesen,  zu  erkennen,  wie  diese  oder  jene  Schrift  gewirkt 
oder  nicht  gewirkt  b«^^A^dmgüAtii  ^iäBiYftgtt'aj  ^woA,  tÄ^o-rt.  odet  atttt 


nach  längerer  ZwiscbsDzeit  ihren  Einfliiss  aaaObte,  und  zu  dieser  auch  voiu 
Verfasser  gewünschten  Einsicht  führt  keine  andere  Ordnung,  als  die  chro- 
nologtBcbe.  Vielleicht  eotschliesst  aich  Herr  Schotten  für  den  II.  Band, 
dem  wir  mit  Begierde  entgegentehen ,  unserem  Wunsche  zu  entsprechen. 

Iq  diesem  Wunsche  liegt  zugleich  die  Anerkennung,  welche  wir  aber 
noch  besonders  aussprechen  wollen,  daas  wir  die  Ucteratichungen  des  Ver- 
fassers für  höchst  fruchtbare  halten,  und  dass  sie  geeignet  sind ,  geschicht- 
lichen und  pitdagogi sehen  Forschungen  ab  nahezu  unentbehrliche  Grundlage 
zu  dienen,  jedenfalls  das  Material  für  solche  vorzubereiten.  Eine  von 
dieser  Anerkennung  durchauä  unberührte  Frage  ist  die,  ob  wir  Herrn 
Schotten'»  Ansichten  tbeilen  oder  nicht.  Referent  bat  niemals  an  einer 
Mittelschule  unterrichtet.  Was  er  für  dort  erreichbar  hält,  beruht  also 
.  Dicht  auf  Erfahrung  au  der  Schule,  sondern  nur  auf  der  an  einzelnen  Schü- 
lern ,  die  ihm  näher  standen ;  auaaerdeci  hat  Referent ,  wie  vermuthlich  jeder 
denkende  Gelehrte,  seine  eigenen  balbphilosophischen  Ansichten  über  Dieses 
und  Jenes,  und  aus  diesen  beiden  ungleichen  Bestandtheilen  bat  sich  sein 
Glaubensbekenntniss  mathematischen  Schulunterrichts  gebildet 

Herr  Schotten  will,  der  mathematische  Unterricht  solle  mit  Geo- 
metrie beginnen.  Erst  in  Secunda  solle  Arithmetik  hinzutreten.  Vielleicht 
handelt  es  sich  bei  unserer  hier  schnurstracks  entgegengesetzten  Meinung 
um  einen  geringeren  Unterschied,  als  man  zunächst  glauben  sollte.  Will 
Herr  Schotten,  wollen  seine  zahlreichen  Gesinnungsgenossen  den  Recben- 
unterricbt  sofort  auf bi'ken  lassen ,  sobald  der  mathematische  Unterriebt  be- 
ginnt? Soll  dann  in  Secunda  unvermittelt  die  allgemeine  Arithmetik  auf- 
treten? Wenn  das  die  Meinung  sein  sollte,  dann  würde  freilich  eine  un- 
überbrückbare Kluft  uns  trennen.  Das  Gymnasium,  und  zwar  auch  das 
hntnanistische  Gymnasium,  zu  dessen  Freunden  wir  mit  Stolz  nns  zUhlen, 
bat  freilieb  nicht  die  Aufgabe,  lauter  Zacharias  Dase  zu  bilden,  aber  das 
kann  man  verlangen,  dass  der  Gymnasiast  immerhin  rechnen  lernt,  und 
dazn  reichen  Sexta  und  Quinta  nicht  aus.  Quarta  muss  zum  Recbnenlernen 
noch  mithelfen.  Dann  aber  halten  wir  es  für  geboten,  das  Reehn 
Quarta  mit  Zahlen  und  Bachstaben  zn  treiben,  die  allgemeine  Arithmetik 
hier  schon  zu  beginnen.  Freilieh  setzt  dieses  Eines  voraus:  dass  der  Unter- 
richt im  Rechnen  von  Seita  an  durch  einen  wirklichen  Mathematiker  ertheilt 
werde,  damit  der  Qoartaner  nicht  als  erste  Aufgabe  vor  sich  seh 
gessen  zu  müssen,  was  er  zwei  Classen  hindurch  gelehrt  wurde. 

Nun  zur  Geometrie  und  ihren  Grand  begriffen.  Wie  kommen  dieselben 
zu  Stande?  Herr  Schotten  lässt  sie  aprioristisch  bilden  Wir  gebi'i 
zu  Denen,  welche  in  der  Geometrie  eine  Erfahrungs Wissenschaft  sehen,  d. 
die  Grundbegriffe  sind  für  ans  aus  den  Anschauungen  abstrahirt.  Dieser 
Gegensatz  i»t  ein  wirklicher  und  nimmt  uns  die  Berechtigung,  den 
Verfasser  verfochtenen  SStzen  nnsem  eigenen  Maassstab  anzulegen, 
eine  Bemerkung,    welche  S.  255   Note  '2   tiicdeTgcVe?,\.  '\%\.,  ^*A  -q.«.« 


I 
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anlaunng,   einen   Sats   aDMnsprecheo ,   welchen,   soweit   luisere 
reicht,  nach  die  Erfabrnngsmathemattker  noch  nicht  geSasaert  haben. 

, Etwa«  Anderes  nie  ECrper  finden  wir  im  Leben  nicht.'  So  heiastdie 
geführte  Note.  Wir  behaupten  umi^ekebrt:  KQrper  finden 
nur  Oberäficheti;  daae  hinter  der  Oberflfiche  ein  Korper  steckt,  du  ist  erst 
secondKre  Folgening,  aber  nicht  Anschanaugeergebniss.  Der  erste  geo- 
metriscbe  Begriff  ist  deshalb  fUr  ons  der  der  Oberfläche  oder  kürzer  gesagt 
der  Fläche.  An  ihr  and  mit  ihr  sind  die  Grenzen,  also  Linie  und  Punkt 
gegeben.     Der  luletzt  auftretende  Begriff  ist  nna  der  des  Körpers.  4 

Ausser  diesen  wenigen  Bemerknngen  zu  mehr  als  Über  Herrn  Schot*^ 
len's  Buch  möchten  wir  noch  auf  zwei  matbematiscb  interessante  Dinge 
hinweisen,  welche  als  sein  Eigenthnm  betrachtet  werden  dürften.  S.  261 
und  ebenso  S.  272 — 273  sind  die  Deünitionen  von  Kugel,  Ebene  und  Ge- 
rade in  einen  hUbscbcn  Zusammenhang  gebracht.  Geometrischer  Ort  der 
constanten  Entfernung  von  einem  Punkte  ist  die  Kugel,  der  gleichen  Ent- 
fernung von  zwei  Punkten  die  Ebene,  der  gleichen  Entfernung  von  drei 
Punkten  die  Gerade.  Das  Andere  finden  wir  auf  S.  127,  wo  Herr  Schotten 
das  an  Stelle  des  Parallelenaiioms  vorgeschlagene  Axiom  von  der  Summe 
der  Dreieckswinbel  in  die  Worte  kleidet:  Die  Winkelsumme  in  [ebenen] 
Polygonen  ist  constant.  Ans  diesem  Aiiome.  welchem  wir  nur  das 
bei  Herrn  Schotten  weggelassene  Wort  „ebenen"  eingeHigt  haben,  folgt 
sofort  (S.  13'l)  die  wirkliche  Winkelsumme  jener  Polygone.  Sei  x  die  Win- 
kelsumme des  Dreiecks  ABC.  Aus  einem  inneren  Punkte  0  zerlegt  man 
es  durch  Ojl ,  OB,  OC  in  drei  Dreiecke,  deren  Winkel  die  des  ursprOog- 
lichen  Dreiecks  nebst  den  Winkeln  um  0  sind;  also  x  +  x  +  x^t.  +  4R 
nnd  x  =  2R.  Beim  Viereck  AB  CD  findet  wieder  von  einem  inneren 
Punkte  0  aus  die  Zerlegung  in  vier  Vierecke  statt  durch  Hilfslinien  von  ft' 
nach  Punkten  der  vier  Seiten,  die  zwischen  deren  Endpunkten  liegen.  Heisst 
die  constante  Winkelsumme  wieder  x,  und  überlegt  man,  dass  die  Winkel 
der  vier  kleinen  Vierecke  aus  den  Winkeln  von  0,  aus  vier  Paar  Neben- 
winkeln und  den  Winkeln  des  ursprtlnglichen  Vierecks  besteben,  so  ist 
4x  =  jr  +  4Ä  +  4.2fl,  also  x  =  AR  u.  s.  w.  Cantor. 
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WoLDBKAR  Hbviiann,  Stadien  aber  die  Transformation  und  Integration 
der  Differential-  nnd  Differenzenglelohnngen  nebst  einem  Anhang 
verwandter  Aufgaben.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1891.     X  u.  436  8fc.J 
In  dem  vorliegenden  Werke  bat  der  Verfasser  seine  Abhandlungen  ani 
dem  Gebiete  der  Differentialgleichungen,    die  in  verschiedenen  ZeitichriftentJ 
veröffentlicht   waren,    unter    einheitlichem    Gesichtspunkte   Kusammengefasst 
durch    neue   Studien   vervollständigt   und    bereichert   —   ein    tUchtiget'J 
1  stattlichen  Band  fftWl  \iaä  äoa  ti(s\A.\).&ft  <!«  Uol 
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maük  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  weiter  ausbaut,  um  in  dieser 
Beziehung  Einiges  sogleich  hervorzuheben,  erscheinen  dem  Ref.  die  Trans- 
formationen gewisser  hjperelliptischer  Integrale,  welche  sich  unter  Umständen 
auf  elliptische  reduciren  lassen,  die  Untersuchungen  über  Differenzengleich- 
ungen und  besonders  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichung  n^^  Grades 
mittels  Differentialgleichungen  von  besonderer  Bedeutung. 

Gehen  wir  nunmehr  auf  den  gesammten  Inhalt  des  Buches  näher  ein. 
Das  erste  Capitel  enthält  die  Transformation  und  Integration  verschieden- 
artiger Differentialgleichungen  und  beginnt  (Studie  I)  mit  der  Transforma- 
tion der  Differentialgleichungen  von  Punkt-  in  Liniencoordinaten.  Dies  ist 
der  geometrische  Ausdruck  für  die  Substitution  von  u  und  v  an  Stelle  von 
X  und  y  mittels  der  Gleichungen 

dv  dv  dy  dy 

du     ^         du  dx  dx 

Dieselbe  wird  auf  Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ordnung  an- 
gewandt und   führt  meist  zu  bequemerer  Integration,    wie  z.  B.  bei  der 

ff cfg  T  Ug  y  T  ^y 

^  "^  ax  +  ßy  +  yxy' 

welche  auf  eine  integrirbare  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zurückgeführt  wird.  Nach  Einführung  und  Besprechung  homogener  Co- 
ordinaten  (welche  u.  A«  die  Integration  der  Gleichung 

(dv\^  dv 

auf  eine  nach  bekannter  Methode  integrirbare  der  ersten  Ordnung  zurück- 
führt) folgen  Beiträge  zur  Integration  der  Gleichung  Mdy  +  Ndx  =  0^ 
worin  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  zweiten  Grades  in  x  und  y 
sind.  In  dem  Falle,  dass  M  eine  Function  zweiten  Grades  für  x  allein 
ist,  wird  die  Gleichung  integrirt,  d.  h.  auf  integrirbare  Gleichungen  zweiter 
Ordnung,  und  zwar  im  allgemeinen  Falle  auf  die  Gleichung  der  hjpergeo- 
metrischen  Reihe ,  reducirt  und  dann  untersucht ,  unter  welchen  Umständen 
sich  die  allgemeine  Gleichung  auf  diese  speciellere  zurückführen  lässt. 

Andere  Fälle  der  allgemeinen  Gleichung  werden  mittels  quadratischer 
Substitution  behandelt  resp.  integrirt. 

Die  folgende  Studie  zeigt,  wie  im  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  der 
Form:  «  ^     "  i        ^     '  •  ^  a 

worin  tp  und  f^^  f^^  f^  ganze  Functionen  von  x  sind,  transformirt  werden 
kann,  so  dass  sie  den  Factor  tp  ausscheiden  lässt,  und  lehrt  im  Besondem 
die  Integration  der  Gleichung: 

(a  +  &a;  +  ^ic*)*^  +  (a  +  2>Ä  +  <?  «*)(«,  +  &!  a?)^  +  (ao  +  6o«  +  «o«*)<'« 
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gleichung: 


uiid  die  nächste  beapricbt  ausfllhrlich  die  Differentialgleichungen  zweiter  und 

erster  Ordnung,  denen  durch  hypergeometriBche  Functionen  höherer  Ordnung 
genügt  werden  kann.  Daran  schliesaeu  sich  Untersuchungeo  Über  siniul- 
tane  DifierentiulgleichungeD,  welche  durch  bypergeo metrische  Punctiouen 
integrirt  werden  können,  und  die  Ableitung  zweier  Sätze  über  die  Determi- 
nante der  Integrale  simultaner  Differentialgleichungen,  welche  eich  ihrer 
Natur  nach  an  den  Satz:  ~, ,  , 

?  1  .Vi  — ," ä y,  =  Const.  X  e  •'  ''"'     , 
und  y,  die  particulären  Integrale  der  linearen  Differentiat- 

bedeuten,  anscbliessen.  Dieser  Äbscbnitt,  der  von  Differentialgleichungeo 
verschiedener  Art  handelte,  wird  durch  zwei  Studien  beschlossen,  deren 
erste  die  Differentialgleichung 

Mdx+Ndy+P(xdy^Sdx)  =  0,  1 

Jacobi's  Dntersuchungen  erweiternd,  in  dem  Falle,  dass  M  und  N  homo- 
gene Functionen  vom  n"",  P  die  Summe  dreier  homogener  Functionen  vom 
bez.  «  —  1"",  n— l+a"",  n  — 1— a""  Grade  sind,  auf  eine  Riccati'eche 
Gleichung  reducirt  nud  z.B.  für  n^2,  a  ;=  1  (nach  Auflösung  einer  cubi- 
schen  Gleichung)  durch  hypergeo metrische  Functionen  integrirt,  während 
die  andere  Studie  einige  hübsche  Beispiele  für  die  Anwendung  integrirender 
Factoren  bei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  liefert. 

Die  beiden  folgenden  Studien  beschäftigen  sich  mit  der  Auflösung  ge- 
wisser algebraischer  Gleichungen  {und  hiermit  im  Zusammenhange  mit  der 
Auswerthung  gewisser  irrationaler  Integrale)  mittels  Differeutialgleicbungen 
und  bereiten  dadurch  auf  ein  späteres  bereits  erwähntes  Capitel  vor. 

Und    nun    folgen    in    Studie  XIII   Beiträge   zur  Transformation    hypi 
elliptischer  Integrale.     Der  Verfasser  beginnt  mit  einem  Satze  über  die  Di^- 
criminante  ^x  der  Gleichung: 

worin   die  Af  Constanten  sind  und  J  bis  auf  einen  constanten  Factor  di 
Form  hat;  _,,  .         .    ,   ,  „   ,,  , 

Setzt  man  hierin  filr  a:  seinen  Werth  x  =  v"  +  ■  •  •  -i-  A„='  {p{v)  e 
sich  aus  jf<f{v)  der  Factor  (<p'v}^  ausscheiden,  wobei  der  Quotient  I^{w):n* 
vom  (n- 1)(m  — 2)'"  Grade  ausftllt.  Dieser  Satz  wird  in  der  Art  zur 
Transformation  angewandt .  wie  folgendes  Beispiel  zeigt.  Sei  <p  (u)  ^  v* 
+  t}Bv*  +  iCv+D,  so  folgt  d{x)  =  x^  +  3p!i^  +  3qx  +  r,  wobei  p,  q,  r 
in  bestimmt«r  rationaler  Art  von  B,  C,  D  ahh&ngen.  Ist  nnn  das  Diffe- 
rential : 


{ 


rir= 


dx 


gegeben,  so  p"^ 


yr'  +  3px'+'S(/x  +  r 


dFz 


4dy iäv 

und  63  kann  nnn  nmgekehrt  dos  letztere  »pecielte  byperellip tische  Differen- 
tial, wenn  man  die  Gleichung  ifi{v)^=x  nach  v  auflöst,  in  ein  elliptisches 
umgeformt  werden,  Verf.  führt  dies  Verfahren  für  eine  Reihe  Annahmen 
über  (p{v)  durch  und  verallgemeinert  es  noch,  indem  x,  statt  zu  ^4,,  zu 
einem  andern  Ä  snbtractiv  hinzutritt,  wodurch  die  T  ran  sformatio  na  forme! 
eine  gebrochene  wird,  Sodann  wird  noch  eine  andere  Transformation  vor- 
getragen, durch  die  ein  Differential  von  der  Form  vP  dv :  p' iii {v ) ,  wobei 
Tli{v)  eine  reciproke  Function  {im  Sinne  wie  bei  den  reeiproken  Gleichungen) 
2«'*''  Grades  und  p  von  «  abhängig  ist,  in  die  Summe  zweier  Differen- 
tiale, bei  denen  je  eine  Function  n  +  V"  Grades  oder  eine  Function  des 
«"°  und  eine  des  n  +  2"°  Grades  im  Nenner  unter  der  Wurzel  steht,  zer- 
legt wird.     Dabei  zeigt  sieb  z.  B. ,  dass  die  Integrale 


{'-\y 


1)    ""  V  |/(»"-Z«,.  +  l)(.--2«,.  +  l) 
elementar  ausgewerthet    werden   können. 


pseudoelliptisch    sind, 

Raum  verbietet  es,  den  Inhalt  dieser  besonders  interessanten  Studi 
schöpfen,  und  aus  gleichem  Grunde  sind  wir  gezwungen,  über  den  weiteren 
(etwa  noch  zwei  Drittel  des  Buches  füllenden)  Inhalt  uns  erheblich  kUrzer 
zu  fassen.  Dies  ist  auch  um  so  eher  möglich,  als  das  Material,  das  in  den 
folgenden  Capiteln  verarbeitet  wird,  durch  die  Ueberschrift  derselben  voll- 
ständig cbarakterisirt  wird ,  was  bei  dem  besprochenen  ersten  Capitel  nicht  in 
dem  Maasse  der  Fall  ist. 

Dos  zweite  Capitel  behandelt  die  Integration  linearer,  nicht  homo- 
gener Differentialgleichungen  durch  Supplemen tarintegrale.  Der  Verfasser 
versteht  unter  diesem  Ausdrucke  nach  dem  Vorgange  anderer  von  ibm  ge- 
nannter Mathematiker  (zu  denen  noch  Boole  hätte  iiinzugefUgt  werden 
können)  ein  articuläres  Integral  der  nicht  reducirten  Gleichung,  welches 
zu  dem  vollste  'igen  Integral  der  reducirten  hinzugefügt,  das  vollständige 
Integral  der  ersteren  ergiebt  Der  Verfasser  lehrt  dieselben  unter  gewissen 
Voraussetzungen  fUr  die  rechte  Seite  der  Gleichung  methodisch  finden  und 
discutirt  sie;  und  die  gewonnenen  Resultate  erscheinen  dem  Ref.  besonders 
darum  wichtig,  weil  in  vielen  Fällen  die  Variation  der  Constanten  wegen 
der  Form  des  Integrals  der  reducirten  Gleichung  (z.  B.  als  bestimmtes  Inte- 
gral) in  jirtKCt  undurchführbar  wird ;  der  Verf.  kommt  dabei  öfters  durch 
einer  ähnlichen  Form  des  Supplementär-  oder  des  vollständigen 
bei  den  redncirten  Gleichnngen  zum  Ziele,  wobei  die  Auf- 
tter  mit  dem  Integralzeichen  behafteter  Functionalgleichungi 
sich  nothwendig  erweist  und  geleistet  wird.  Auch  Systeme  simultaner  nicl 
redacirter  Differentialgleichungen  sind  in  Betracht  gezogen  WMden. 


1 

en-    ^^1 

bea     ^1 
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Das  dritte  Capitel  ist  der  transcea deuten  Äuflösang  der  algebraisoheB 
Gleichungen  und  der  Theorie  der  Di  Seren  tialregolventen  gewidmet.  Nach  einer 
Einleitung,  ia  der  u.  A.  aüch  auf  die  vorhandenen  Arbeiten  auf  diosem 
Gebiete  (von  denen  übrigens  unabhängig  die  ersten  Untersuchungen  des 
Herrn  Verfassera  ausgeführt  wurden)  hingewiesen  wird,  wendet  sich  der 
Verf.  der  trinomischen  Gleichung  i"~az  —  b  =  0  lu,  sucht  die  Differen- 
tialgleichung auf,  welcher  die  Wurzeln  der  genannten  algebraischen  Gleicb- 
img  oder  eigentlich  zweier  aus  ibr  abgeleiteter  geuUgeu,  und  entwickelt 
deren  Integral  in  Reihen,  so  dass  sümmtliche  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  dnrch  convergente  Keihen  dargestellt  werden  kiinnen.  Dasselbe 
geschieht  nun  auch  für  die  allgemeine  algebraische  Gl« 
n*°°  Grades,  ron  deren  sSmmtlichen  Wurzeln  beliebige  Potenzen  durch 
bestimmte  Integrale  oiler  convergente  Reihen  ausgedruckt  werden.  Dias 
Capitel  erscheint  dem  Bef.  höchst  beacbtenswerth ,  sowohl  des  Princips 
der  allgemeinen  Gesichtspunkte  wegen,  wie  auch  wegen  der  glücklichen 
Ausführung  im  Einzelnen. 

Das  vierte  Capitel  endlich,  betitelt:  „Transformation  und  Integrotion 
der  linearen  Differenzen^leichungen",  bringt  diese  mit  den  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen in  Zusammenhang  und  lehrt  sie  auf  diese  Art  £u  inte- 
griren,  wobei  eine  Anzahl  von  Analogien  zwischen  den  Differenzen-  und  den 
Differentialgleichungen  aufgefunden  wird.* 

Wie  die  mehr  oder  weniger  ausführliche  Inhal tsangabe  zeigt,  bietet 
Herrn  Heymann's  Werk  vielfach  wissenttchaftlich  werthvolle  Resultate  und 
mannigfache  Anregung,  die  noch  durch  den  Anhang,  welcher  130  theils 
vollständig,  tbeils  andeutungsweise  gelOste  Aufgaben  enthillt,  reichliche 
Nahrung  findet,  —  Wo  der  Herr  Verf.  bei  seinen  Untersuchungen  Anschluse 
gefunden  hatte,  wird  der  Leser  durch  genaue  Literaiuran gaben  orientirt, 
und  durch  ein  ausführliches  Inhaltsverzeichniss  wird  ihm  die  üebersicht 
erleichtert.     Wir   empfehlen    das  gediegene  Buch  dem  Studium  der  Mathe- 

'°*'^"-  SAAI.8CK0TZ. 


I 


W.  Wolff:  Tollständiges  Sachregister  zu:  Die  Physik  auf  Grundlage  du 
Erfahrnng   von    Mousson.     3  Blinde.     IIL  umgearbeitete   und    ver- 
mehrte Auflage.     ZOrich,  Verlag  von  Fr.  Schulthess.     1890.     78  8., 
Preis  3  Mk. 
Monsson    glaubte,    mit   ROcksicht   auf  die   übersichtliche  Anordnong 

seines  Werkes,  auf  ein  alphabetisches  Inhaltsverzeichnies  verzichten  zu  dürfen. 


I 


*  Bef.  möchte  dabei  in  formaler  Beziehung  bemerken,  daee  es  aweckmäsaig 
pmchienen  wäre,  die  za  Beginn  der  Untersuchung  aus  der  Differentialgleichung 
abgeleitete  Gleichung  in  die  leicht  xu  erdelende  Form  einer  wirklichen  Differen- 
xengleichunn  omzuHetzen,  während  sie  jetzt  eigentlich  als  Functionalgleicbung  be- 
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Indessen  giebt  es  eine  Reihe  von  physikalischen  Erscheinungen,  die  bald 
da,  bald  dort  untergebracht  werden;  in  diesen  Fällen  wird  ein  ausführliches 
Sachregister  ungemein  förderlich  sein,  zumal  wenn  es  sich  um  ein  rasches 
Nachschlagen  handelt.  Durch  die  nachträgliche  Herausgabe  dieses  Registers 
haben  sich  sowohl  Verfasser,  als  auch  Verleger  volle  Anerkennung  erworben. 

B.  Nebel. 

A.  Glbiohbn,  Die  Haaptersoheinangen  der  Breohnng  und  Reflexion  des 
Lichtes,  dargestellt  nach  neuen  Methoden.  Mit  Figuren  im  Text. 
Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1889.    47  S. 

Der  Inhalt  zerfällt  in  vier  Capitel ,  die  sich  mit  den  Grund  Vorstellungen 
über  das  Wesen  der  Lichtwirkungen,  der  Reflexion  des  Lichtes,  der  Brech- 
ung an  ebenen  Flächen  und  der  Brechung  durch  Kugelflächen  beschäftigen. 
Dabei  geht  der  Verf.  nicht  von  einzelnen  Lichtstrahlen  aus,  sondern  legt 
seinen  Betrachtungen  immer  einen  Strahlenkegel  zu  Grunde,  dessen  Spitze 
dem  betreffenden  leuchtenden  Punkte  angehört  und  dessen  Basis  mit  der 
Pupille  unseres  Auges  zusammenföllt.  Zunächst  wird  das  Entstehen  zweier 
Bildpunkte  bei  der  Brechung  an  einer  sphärischen  Fläche  nachgewiesen  und 
hierauf  die  diesbezüglichen  Formeln  abgeleitet.  Diese  bilden  die  Grundlage 
für  das  Folgende ,  indem  sie  einer  Reihe  von  speciellen  Fällen  als  Ausgangs- 
punkt dienen.  Bei  der  Reflexion  am  Concavspiegel  wäre  es  wohl  einfacher 
gewesen ,  den  Sinn  fttr  den  Kugelradius  anzugeben ,  wie  dies  zuvor  auch  für 
die  anderen  Strecken  geschehen  ist,  statt  den  leuchtenden  Punkt  und  den 
Bildpunkt  mit  einander  vertauscht  zu  denken,  was  schliesslich  zu  dem 
gleichen  Resultat  führt. 

Sehr  anregend  und  lehrreich  sind  die  vorliegenden  Entwickelungen  für 
solche  Schüler,  welche  mit  der  Grundlage  der  Physik  schon  bekannt  sind; 
indessen  sind  wir  nicht  damit  einverstanden ,  dass  die  Reflexion  und  Brech- 
ung des  Lichtes  in  dieser  doch  etwas  schwierigen  Weise  dem  Schüler  zum 
ersten  Male  mitgetheilt  werden  soll.  Ausserdem  glauben  wir^  nach  unseren 
Schulverhältnissen  zu  schliessen,  dass,  wenn  auch  die  übrigen  Theile  der 
Physik  in  der  gleichen  Ausführlichkeit  behandelt  werden  sollen ,  die  hierfür 
ausgesetzte  Zeit  nicht  ausreichen  wird.  g^  Nebel 


J.  Bischoff,  lieber  das  Oeoid,  mit  einer  Figurentafel.     Inaugural- Disser- 
tation.    München  1889,  F.  Straub*s  Buchdruckerei.     32  S. 

Der  erste  Theil   dieser  Schrift  enthält  einige  Sätze  in  Bezug  auf  das 
Geoid ,  die ,  mit  Hilfe  des  Dreikantes  hergeleitet ,  höchst  einfache  Beziehungen 
zwischen   Punkten   des  Geoids  zum  Ausdruck  bringen.     Der  zweite  TY 
sucht  aus  Mondbeobachtongen  die  Gestalt  der  Erde  zu  ergründen  und  i 
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1  Weise,  die  von  den  biaber  ao gegebenen ,  nelcbe  &af  die 
Ermittelang  des  Eadius  vectors  hinauslanfen ,  völlig  abweicht  Der  Verf. 
weist  hier  na^h,  dass.  wenn  die  Geobachtaagea  des  Mondes  iu  einer  belie- 
bigen Äz  im  uUilebene  dieselbe  Sicherheit,  wie  jene  im  Meridian  haben ,  Ano- 
malien der  Erdgestalt  aufgedeckt  werden,  welche  diese  letztere  bei  Erhöhung 
der  PrBcision  genauer  bestimmen  lassen.  Das  Problem  ist  bis  jetzt  rein 
theoretischer  Natur,  indem  solche  Mondbeobachtungen ,  wie  sie  für  den  vor- 
liegenden Fall  nüthig  sind,  zur  Zeit  noch  nicht  vorliegen  und  vielleicht  auch 
in  absehbarer  Zeit  nicht  erreicht  werden  können.  Verf.  unterlässt  es  nicht, 
auf  die  Schwierigkeit  solcher  correspondirender  Beobacbtungen  hinzuweisen. 

B,  Nebbi« 


W.  BtNDt:»,    Das   graphiBche  Rttckwärtteinschneiden  (Stationieren)   aül ' 
praktische  Hesstisch Operation.      24.  Jahresbericht   der  nieder<jster- 

reichischen  Landes  -  Oberrealschule  und  der  Fachschule  für  Mascbinen- 
weeen  in  Wiener  -  Neustadt  188!^.  Selbstverlag  der  Lehranstalt. 
19  (51)  S. 
Verf.  weist  zan&cbst  darauf  bin,  dass  der  Messtischapparat  in  jeder 
Beziehung  in  Oesterreich  eine  grosse  Ausbildung  und  Verbesserung  erfahren 
hat,  weil  daselbst  nach  gesetzlicher  Bestimmung  die  Detailaufnahme  stets 
mit  dem  Messtische  zu  erfolgen  hat.  Nach  einer  kurzen  geschieh  tliclien 
Notiz  wird  das  Pothenot'ache  Problem,  um  dessen  Losung  es  sich  bier 
handelt,  erlSutcrt  und  die  Construction  von  Tobias  Mayer  mitgetheilt. 
Zu  den  directen  Methoden,  von  denen  die  Bohnenberger-Bessel'scfae, 
sowie  die  Grunert'sche  auseinandergesetzt  werden,  gehurt  anch  die  vom 
Verf.  angegebene,  welche  auf  die  Anwendung  der  Punkt-  resp.  Strahleninvo- 
lutionen der  neueren  Geometrie  basirt.  Dieselbe  Methode  wurde  in  ihren 
GrundzUgen  schon  im  83.  Bd.  der  Sitz.-Ber.  der  Wiener  Akad.  d.  Wissensch., 
Jahrg.  1881 ,  S.  059  veröffentlicht.  Soll  jedoch  diese  Methode  nicht  rein 
mechanisch  ausgeführt  werden,  so  müssen  die  Geometer  auch  mit  der  syn- 
thetischen Geometrie  vertraut  sein,  was  nicht  Überall  der  Fall  sein  wird. 
In  dem  zweiten  Theile  werden  die  indirecten  Methoden  behandelt,  wobei 
namentlicb  den  praktischen  Arbeiten  Rechnung  getragen  wird. 

B.  Nebel. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Commentar  zu  dem  „Traotatos  de  Nmneris  Datis'' 

des  Jordanus  Nemorarius. 

Von 

Maximilun  Curtze 

in  Thom. 
(So  hl  na  8.) 


lordani  Nemorarii  de  Nnmeris  Datis  Liber  IT. 

I.  Si  duo  nnmeri  per  alios  duos  dinidantur,  et  istorum  et 
illornm  fnerint  proportiones  datae,  diuidentia  quoque  pro- 
portionem  ad  innicem  habebnnt  datam. 

Ut  si  a  et  &  per  c  ei  d  diuidantur,  et  exeant  e  et  f,  faeritque  a  ad  6 
et  c  datnm  ad  d.  Diuidatur  proportio  a  ad  &  per  proportionem  c  ad  (2, 
et  exibit  proportio  e  ad  /*,  qaoniam  proportio  a  ad  5  continnatur  ex  pro- 
portione  c  ad  (2  et  proportione  e  ad  /l 

Verbi  gratia  diuisoris  ad  dinisorem  sit  proportio  dupla  et  inter  diai- 
SOS  sit  tripla  proportio.  Diaidantur  ergo  tria  per  duo ,  et  exibnnt  nnum  et 
dimidiam,  quare  inter  diuidentia  erit  proportio  sesqaialtera.  [Nota  quod 
diuisor  uoeator  hie  numerus ,  per  quem  fit  diaisio ,  numerus  diuidens  uoeatur 
numerus  quotiens.] 

I.  Kennt  man  von  zwei  Brüchen  das  Verhältniss  der  Zähler  und 
das  der  Nenner,  so  kennt  man  auch  das  VerhältnisB  der  Brüche  selbst 

Gegebene  Gleichungen: 

Gesucht  ist  —  :^.    Man  hat  direct  — :i^=  — . 

e     V  e     V       n 

Beispiel:  w  =  8,  n=  2;  dann  ist  also  — :^-=i  \, 

II.  Quod  si  inter  diuisores  et  diuidentia  fuerint  datae  pro- 
portiones, et  numeri  diuisi  erunt  ad  inuicem  dati. 

Ducatur  siquidem  altera  in  alteram  et  prodncetur  illorum  proportio 
simili  de  causa. 

aiBt-Ut.  AbtbJg.  d.  Zeittohr.  f.  Math.  n.  Phj«,  XXXVl,  4.  ^^ 
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Terln   grai»  draidcsif  dinideiiti  ait  sesquialterum  et  diniM»'  diuisori 

•etqoitertiiu.     Itaqne  osom  et  dimidium  is  annm  et  tertiam  doemotar,    et 

fient  diio,  quare  namenu  dinitiu  alii  dopliu  erit. 

U.   KeDDt  man  ebenso  das  Verhältnitt  der  KeDner  and  da«  der 
Brflebe,  to  kennt  man  aneh  da«  Yerhältnitt  der  Zähler. 


X    y 

£      V 

Getocht  wird  x-.y.    Mas  findet  omgekehrt  wie  Torher  sofort  X'.y=  m.it. 
Beifpid:  aslj,  m  =  H;  also  ist  x:y  =  2. 

IIL  Si  nnmemt  datot  per  doot  nnmeros  dinidatiir,  qao- 
rom  differentia  atqne  dioidentimn  differentia  datae  foerint, 
ipti  etiam  datae  eront. 

Sit  Dumemt  datat  a,  qni  diaidatnr  per  h  ei  e,  qooram  differentia  d 
data,  et  exeant  e  et  f,  qoorom  differentia  g  data,  sitqne  sicut  6  ad  d  ita 
h  9d  c;  sed  sicat  6  ad  d  ita  /*  ad  ^,  qnare  f  2Ä  g  sicnt  A  ad  c.  Sed  f  in 
e  facit  a,  ergo  et  A  in  ^  facit  a.  Item  h  in  c  faciat  2;  igitor  et  d  in  A 
faeiet  l,  Itaque  a  ad  2  sicnt  p  ad  d,  qnare  a  ducatar  in  d  et  productom 
diaidator  per  p,  et  exibit  l  datom,  qoare,  cnm  differentia  5  ad  c  sit  data, 
erit  &  et  c  data  et  ob  hoc  e  et  /. 

Verbi  gratia  XXIIII  dinidatar  per  dnoe  nnmeros«  quoram  differentia 
tit  annm,  et  exeant 'dno  nameri,  qaomm  differentia  duo.  Dncatur  ergo 
nnnm  in  XXIIII,  et  emnt  XXIIII,  qui  dinidantar  per  duo,  et  fient  XII, 
qaomm  quadruple  addator  quadratum  unins,  fientque  XLIX,  cuius  radix 
YII;  de  quo  sublato  uno  et  reliquo  mediaio  prouenient  tria,  et  ipse  erit 
minor  diuisorum  et  maior  IUI,  diuidentia  VIII  et  VI. 

lli,  Theilt  man  eine  gegebene  Zahl  durch  zwei  andere,  deren 
Differenz  man  kennt,  und  ist  zugleich  die  Differenz  der  beiden  Quo- 
tienten bekannt,  so  sind  auch  die  beiden  unbekannten  Zahlen  ge- 
geben. 

Gegebene  Gleichungen:  x^y=d^ 

y      x"^' 

Jordanus  setzt  —  =  c,  —  =  /  und  xid=^h:y.    Es  ist  aber  — :( ) 

XX  X        '    y      '  ^  y    \y       xJ 

= ~=j'*  folglich  ist  f:g=iX:d  und  daher  auch  fig^^hiy.   Da  aber  f,y=:a 

X  —  y     a  , 

ivt,  so  ist  auch  g.h  =  a.   Ist  nun  xy  =  lf  so  ist  auch  dh^l^  — ^f  also  kennt  man 
xy,  und  d&  x  —  y  gegeben  ist,  so  ist  nach  Buch  I,  m  auch  x  und  y  einzeln  bekannt. 

Beispiel:  a  «  24,  d  =  1,  g=-2\  hier  ist  -^  =  12,  also  ist  aj  —  y  =  1,  xy  =  12, 
woraus  in  gewohnter  Weise  o;  =  4,  y  =  3  folgt.  Die  beiden  Quotienten  aber  sind  6  und  8. 

IV.  Si  vero  diuidentium  differentia  data  fuerit,  compositusque  ex  diui- 
soribuB  datus,  quilibet  eorum  datus  erit. 

Dispositio  superior  remaneat,  praeter  quod  hc  datus  est  et  non  d;  sed 
etiam  pro  g^  quae  l  ^A  d,     Si  igitur  l  per  d  diuidatur  proueniet 
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quiddam  datum,  cumqne  d  sit  differentia  c  et  &,  qui  faciunt  nnnm  datum, 
et  l  fiat  ex  e  in  &,  erit  c  ei  h  datnm,  et  sie  e  et  f  data  erunt. 

Yerbi  gratia  XX  diuidantur  per  duos  nnmeros,    ex  quibus  componitnr 

VII,  et  proueniant  duo  numeri,  quorum  dififerentia  est  VI.  Diuidatur  ergo 
XX  per  VI,  et  exibnnt  tria  et  tertia,  cuius  quadruplnm  est  XIII  et  tertia, 
caias  qnadratnm  si  addatur  qnadrnplo  quadrati  VII,  fient  CCCLXXIII  et 
Septem  nonae,  cuius  radix  est  XIX  et  tertia.  De  quo  subtracto  XIII  et 
tertia  reliqui  medietas  est  III,  quo  subtracto  de  VII  reliqui  dimidium  est 
duo,  qui  est  unum  diuisornm,  reliquus  V,  diuidentia  quoque  X  et  IUI. 

IV.  Ebenso,  wenn  statt  der  Differenz  der  Divisoren  ihre  Summe 
gegeben  ist,  sonst  aber  die  Aufgabe  unverändert  bleibt. 

Gegebene  Gleichungen:  Ä4-t/=Ä 

Genau  wie  vorher  kann  man  ableiten 

a:g=xy:  {x-y). 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen  zu  lösen 

x  —  y      g  * 
was  Buch  I ,  Nr.  XVQ  gezeigt  ist. 

Beispiel:  a  =  20,  s  =  7,  y  =  6;  es  ht  a:g  =  ^  und  nach  I,  XYli  erhält  man 

also  für  x  —  y  die  Gleichung: 

(a:-y)(x-y+18i)  =  49. 

Aus  ihr  folgt  in  gewohnter  Weise  x  —  y  =  S^  also  ist  y  =  2,  x  =  6^  also  die  Quo- 
tienten 10  und  4. 

V.  Si  duo  numeri  fuerint  ad  inuicem  dati,  et  unus  in  alium 
ductus  fecerit  numerum  datum,  uterque  eorum  datus  erit. 

üt  si  a  ad  &  datus,  et  unus  in  alium  fecerit  e  datum.  Esto  ergo 
aliquis  ad  c  sicut  a  ad  &,  qui  fit  d  et  datus,  atque  ipse  fiet  ex  a  in  se; 
extracta  ergo  radice  illius  babebitur  a  datus,  et  sie  h  datus  erit. 

Verbi  gratia  unus  alteri  sit  sesquitertius ,  unusque  in  alterum  faciat 
XLVIII.     Addatur  ergo  XLVIII  sua  tertia,  et  fient  LXIIII,  cuius  radix  est 

VIII,  et  ipse  est  ille  unus,  et  reliquus  erit  VI. 

V.  Kennt  man  das  Verhältniss  und  das  Product  zweier  Zahlen, 
so  sind  beide  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen :  /»..•#  —  •« 

« .  y  =  c. 

Aus  x:y  =  t:xy  folgt  t  =  x*  =^mCy  es  ist  also  x  und  daher  auch  y  gegeben. 
Beispiel:  m  =  IJ,  c  =  48;  es  ist  mc  =  64,  also  ä*  =  64,  «  =58,  y  =  6. 

VI.  Duobus  numeris  ad  se  datis  si  quadrata  eorum  con- 
iuncta  fecerint  numerum  datum,  ipsi  etiam  dati  erunt. 

üt  si  a  ad  &  datus,  et  ex  a  in^se  fiat  c,  et  ex  h  in  se  fiat  d,  sitque 
cd  datus.     Est  autem  c  ad  d  proportio  a  ad  &  duplicata,   quare  et  d^ 
sie  ergo  et  c  et  d  datum  erit. 
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Yerbi  gratia  alter  alteri  dnplus  erit,  et  qoadrata  eoram  conioncta 
faciunt  D.  Quia  ergo  anum  uni  qnadruplam  erit,  erit  D  eidem  qaintoplum, 
et  ipsum  erit  C,  cuius  radix  est  X ,  et  ipse  est  minor,  maior  autem  erit  XX. 

VI.  Kennt  man  von  zwei  Zahlen  das  Yerhältniss  und  die  Samme 
ihrer  Quadrate,  so  sind  beide  Zahlen  bekannt. 
Gegebene  Gleichungen:  «..-,_-« 

Man  hat 

und  also  fQr  x*  und  y*  als  Unbekannte  nach  I,  xix  zu  lösen. 

Beispid:  m  =  2,  «  =  500;  man  findet  ä«  =  4y*,  also  5^  =  600,  y»  =  100,  y  =  10, 
x  =  20. 

VIL  Datis  numeris  duobns  ad  inuicem  si,  qnod  fit  ex  com- 
posito  ex  ipsis  in  eorum  differentiam,  datum  erit,  nterque 
eorum  erit  datns. 

Quod  enim  fit  ex  composito  in  eorum  differentiam,  est,  qood  addit  qus* 
dratum  maioris  super  quadratum  minoris,  cumque  qnadrati  ad  quadraton 
sit  proportio  data,  et  iUius  ad  ipsum  data  erit,  quare  quadratum  datom^ 
ob  hoc  latus  eins  et  similiter  reliquum. 

Yerbi  gratia  alterum  alteri  triplum  sit,  et  compositum  ex  ipsis  io 
eorum  differentiam  faciet  XXXII.  Cum  ergo  quadratum  quadrato  sit  no- 
nuplum,  et  ipsum  erit  eidem  octuplum,  quare  quadratum  minoris  erit  IUI, 
et  ipse  erit  duo,  et  reliquus  YI. 

YII.    Ebenso,  wenn  ausser  dem  Yerhältniss  das  Prodnct  aus  der 
Summe  und  der  Differenz  zweier  Zahlen  gegeben  ist. 
Gegebene  Gleichungen:  «. .  -,  ^  «, 

(x  +  y)  («  -  y)  =  d. 
Man  hat  sofort  die  Gleichungen 

X» :  y«  =  m', 

««-y«  =  d, 

also  (m»-l)y«=d,  y  =  j/-^. 

Beispiel:  m  =  3,  (1=32;  es  ist  m'— 1  =  8,  also  y*  =  4,  y=2  und  dalw 
«  =  6. 

YIIL  Si  quadratus  cum  additione  radicis  suae  per  datum 
numerum  multiplicatae  datum  numerum  fecerit,  ipse  etian 
datus  erit. 

Sit  quadratus  a,  radix  eins  h  multiplicata  per  cd,  ut  et  c  et  d  sit 
eins  medietas,  atque  ex  &  in  cd  fiat  e,  sitque  ac  datus.  Quia  igitur  hei 
secundum  h  multiplicatus  facit  aß,  quadrato  d  adiuneto  ad  ae  fiat  aef^  entqne 
aef^  quod  fit  ex  hc  in  se,  cumque  sit  aef  datus,  erit  et  hc  datus.  Sab- 
tracto  igitur  c  remanebit  h  datus,  et  sie  a  datus  erit. 

Yerbi  gratia  sit  quadrataB,  cnius  radix  si  multiplicatur  per  V  et  pro- 
ductum  ei  a^ "  ^      ^^  addatur  quadratum  duorum  et  di- 

midii  ^  quarta,  cuius  radix  est  sex 
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et  dimidinm,  de  quo  ablaids  duobus  et  dimidio  remanent  IUI,  qui  est  radix, 
et  quadratns  est  XYI. 

Vni.  Addirt  man  zu  einem  Quadrate  das  Product  aus  der  Wurzel 
und  einer  gegebenen  Zahl,  so  kann  man  Wurzel  und  Quadrat  be- 
stimmen, wenn  jene  Summe  bekannt  ist. 

Gegebene  Gleichung:  x*+px  =  q. 

Jord.  setzt  p^c-^d^  wo  c  =  d  =  ^  ist;  dann  hat  er 

x^  +  2cx  =  q; 
addirt  er  daher  c'  =  d^  hinzu,  so  entsteht 

also  erhält  er 

x  +  c=^yd*  +  q. 


x=ydPTq-c  =  j/q  +  ^-^. 


Beispiel:  p=^5,q  =  36;  dann  ist  c  =  ci  =  2i,  (J«  =  6J,  q-hd!^  =  42^,  f^g-fd*  =  6J, 
also  Ä  =  4 ,  o;"  =  16. 

Man  vergleiche  hiermit  die  Auflösung  I,  vn. 

IX.  Quadratum,  qui  cum  additione  dati  numeri  faeit  nume- 
rum,  quem  radix  ipsius  per  datum  numerum  multiplicata  pro- 
ducit,  contingit  dupliciter  assignari. 

Sit  enim  idem  qnadratus  a,  radix  &,  numerus  datus  additus  c,  atque 
de  datus,  in  quem  h  ductus  faeit  ac^  cuius  medietas  d^  et  ipsius  quadra- 
tum f,  atque  differentia  h  B,d  d  sit  g,  Quia  igitnr  h  in  d  bis  faeit  ac, 
addunt  a  et  f  super  ac  quadratum  g,  Itaque  a  utrobique  dempto  addit  f 
super  c  quadratum  g,  Dempto  ergo  g  de  d  potest  remanere  &,  et  addito 
g  Sid  d  potest  fieri  h,  quare  duplicitur  assignabitur  a. 

Verbi  gratia  sit  quadratus,  qui  cum  additione  YIII  faciat  numerum, 
quem  radix  sua  per  VI  multiplicata'  produoit.  Medietas  ergo  VI ,  quae  est 
III,  in  se  ducta  faeit  IX,  qui  addit  unum  super  VIII,  cuius  radix  unitas, 
quae  erit  differentia  radicis  praedicti  et  temarii.  Hac  igitur  differentia 
dempta  et  addita  temario  habebimus  duo  et  IIII,  quorum  quadrata  IUI  et 
XVI.  ütrique  igitur  addantur  VIII,  et  fient  XII  et  XXITII,  quae  fiunt 
ex  ductu  senarii  in  duo  et  quatuor,  secundum  quod  propositum  fuerat. 

IX.  Wenn  ein  Quadrat  plus  einer  gegebenen  Zahl  gleich  dem 
Producte  aus  seiner  Wurzel  in  eine  andere  gegebene  Zahl  ist,  so 
lässt  sich  dasselbe  auf  doppelte  Weise  bestimmen. 

Gegebene  Gleichung:  ^, _^  ^  __^^^ 

Auch  hier  setzt  Jord.  ^  =  d  =  e;  er  setzt  ferner  d^  =  f  und  x  —  d^^g.    Er  findet 

X«  + /•  =  2  d «  +  (oj  -  d)»  =  a^  +  c  +  («  -  <i)', 
folglich  ist  (x  —  d)*  =  f'  c.    Nun  kann  in  der  Differenz  x  —  d  sowohl  x  als  d  die 

grössere  Zahl  sein,  folglich  kann  sowohl  x-^d^^yf—c  sein,  wie  d^x=.yf-^c. 

also  ist  X  entweder  d  —  yf—c  oder  d  +  yf  —  c, 

Beispiel:  c  =  8,  p  =  6;  es  ist  yf-c  =  f^9  — 8  =  1  und  daher  x  a 
oder  4,  also  x*  entweder  i  oder  16,  und  es  ist  sowo\A  4  -V  ^  =-  ^  •^•»  ^  «ns^W 
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X.    Si  ex  moltiplioatioiie  radiois  8uae  per  datum  n 
addito  dato  nnmero  fiat  qaadratns,  ipse  etiam  datus  < 

Sit,  ut  priua,  a  quadratus  et  b  radix,  et  cd  daXas  numerus  multipH- 
cans  et  e  additus.  Differentia  igitur  b  sd  cd  sit  g,  ut  Sit  ff  cd  tamquara  b, 
et  quia  b  in  se  facit  a,  quam  etiam  producit  in  cd  addito  e.,  constat  e 
fieri  es  Ii  in  g;  et  quia  gc  in  se  est,  quautam  6  Id  ^  et  ri  in  se,  erit 
etiam  quautam  d  in  se  cum  e,  quae  cum  data  sint,  erit  et  gc  datum, 
quare  et  g  datum  atque  ged,  qui  est  b,  sicque  a. 

Verbi  gratia  sit  quadratus,  qui  fit  ei  additione  XU  super  multipUca- 
tionem  radicis  per  Uli.  Itaque  qiiadrato  dtmidii  IUI ,  quodestllll,  super- 
addatur  XII,  et  fient  XVI ,  cuius  radii  est  Uli ,  de  quo  dimidio  Uli  dempto 
remanebunt  duo,  quae  addito  aimiliter  IUI  faciunt  VI,  et  ipso  est  radix, 
quadratusqne  XXXVI. 

X.  Hultiplicirt  man  eine  Zahl  mit  ehier  gegebenen  Zahl  and  ent- 
steht durch  Addition  einer  andern  gegebcncD  Zahl  zu  den  Producte 
das  Qaadiat  der  ersten  Zahl,  so  kano  man  diese  bestimmea- 

Oegebene  Gleichimg:  h 

(c  +  <i)a;  +  «i  =  j:'    (c  =  rf).  ^M 

lab  x-{e  +  d)=g,  &Uo  x  =  g  +  c-i-d,  »o  int  ^H 

(.d  +  c)x-i-gx  =  {c  +  d)x-i-e,  d.  h.  gx^e.  ^J 

Es  ist  aber  g  +  c=:x-d,  aUo  (g  +  c)*  =  x'-2äz  +  tP  =  xg  +  d^  -  ^-i-e,  folgUofa 

g-i-c  bekannt,  daher  anch  g  +  c  +  d  =  Xf  also  auch  x*. 

Beiipiel:  c  +  d=^i,  e:=vi;  dann  ist  t{'-f-e  =  l6,  also  g+e  =  i,  x=6,  a!*=M. 

XI.  8i  numerus  ad  qnadratum  datus  cum  additione  aumeri 
ad  radicem  ipaius  dati  fecerit  uumerum  datum,  et  radicem  et 
qnadratum  datos  esse  consequitur. 

Sit  a  radix  et  Et  quadratue,  et  c  datus  ad  a,  et  d  datuä  ad  b,  ut  ait 
cd  datus;  esto  autem  aicnt  b  ad  <j  ita  ^  ad  c,  ifoque  gh  ad  cd  Bicut  b 
ad  dt  quare  bg  datus.  Est  autem  et  ^  ad  a  datus,  ipstusque  ad  illum 
proportio  sit  e,  quare  a  la  e  datum  facit  g,  qui  cum  b  quadrato  facit  na- 
memm  datum;  erit  igitur  et  a  et  I»  datus. 

Verbi  gratia  tertia  radiois  et  qiiarta  quadrati  facient  XI,  igitur  qua- 
dratus cum  radice  et  tertia  eius  faciet  XLIIU.  Haio  itaque  addatur  qua- 
dratum  duarum  tertianim,  quae  sunt  dimidium  uaiua  et  tertiae,  et  fient 
XLIIII  et  quatuor  nonae,  cuius  radix  est  viginti  tertiae,  hoc  est  VI  et  doM 
tertiae.  Ablatis  igitor  duobns  tertiis  remanent  VI,  et  ipse  est  radix,  qua- 
dratus vero  XSXVI. 

XI.  Haben  zwei  Zahlen,  von  denen  die  eine  z\i  einer  Zahl,  die  an- 
dere za  deiea  Wurzel  in  einem  gegebenen  VerbfLltnisse  steht,  eine 
gegebene  Summe,  so  ist  sowohl  die  Zahl,  ah  die  Wurzel  gegeben. 

Gegebene  Gleicbnng; 
Man  findet  leicht 

'lacli  VJ3I  aufzulösen  ist 
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Beispiel:  in=:j-;  n=:^,  8=11;  dann  heiast  die  zu  lOBende  Gleichang 

ic*  +  Jx  =  44. 
Aus  ihr  folgt  (a;  +  J)«  =  44J,  also  aj  +  |  =  6^,  a;  =  6,  a5«  =  36. 

XII.  Si  numerus  ad  quadratum  datus  cum  numero  dato 
fecerit  numerum  datum  ad  radioem,  et  radix  et  quadratus 
datus  erit. 

Sit,  ut  prius,  a  radix  et  h  quadratus,  et  d  datus  ad  &,  qui  cum  c 
dato  numero  faciet  cd  datum  ad  a.  Sicut  igitur  d  ad  &,  ita  sit  e  ad  c, 
quare  e  datus,  atque  be  erit  numerus  datus  ad  a\  erit  ergo  similiter  et  a 
et  b  datus. 

Yerbi  gratia  yicesima  pars  quadrati  cum  XXV  faciat  triplum  radiois. 
Itaque  quadratum  cum  quingentis  faciet  sexagintuplum  radicis.  Medietas 
igitur  LX  in  se  faciet  DCCCC,  qui  addit  CCCC  super  D,  cuius  radix  XX, 
et  ipse  est  differentia  radicis  quadrati  et  XXX.  Addita  ergo  hac  dififerentia 
et  ea  dempta  a  XXX  habebitur  radix  et  X  et  L,  quorum  quadrata  C  et 
HD.  ütriusquae  yicesima  sumatur,  quae  sunt  V  et  CXXV,  utrique  additis 
XXV  fient  hinc  XXX ,  triplum  X ,  illinc  CL  triplum  L ,  ut  propositum  fuerat. 

XII.  Ist  die  Summe  aus  einer  gegebenen  Zahl  und  einepi  aliquoten 
Theile  eines  Quadrates  gleich  einem  aliquoten  Theile  der  Wurzel 
desselben,  so  sind  Wurzel  und  Quadrat  gegeben. 

Gegebene  Gleichung:  mo;«  +  c  =  nx. 

Man  hat  ähnlich  wie  vorher 

c        n 
x^-\ —  =.  — X, 
m       m 

also  ist  nach  IX  die  Rechnung  leicht  durchzuführen. 

Beispiel:  m  =  ^j,  n  =  8,  c  =  26;  die  zu  lösende  Gleichung  ist  dann 

o:* -f  600  =  60x. 

Daraus  folgt  x  =  bO  oder  10,  also  x^  =  2600  oder  100,  und  es  ist  sowohl  126  +  26 

=  3.60,  als  6  +  26  =  3.10,  wie  verlangt  wurde. 

XIII.  Si  numero  ad  radicem  dato  addatur  numerus  datus, 
ut  proueniat  numerus  ad  quadratum  datus»  uterque  similiter 
datus  erit. 

Dispositio  eadem  sit,  praeter  quod  d  sit  datus  ad  a,  et  cd  totus  datus 
ad  &.'  Eadem  autem  modo  sicut  &  ad  cd  ita  sit  e  ad  c  et  /*  ad  d,  quare 
e  datus  I  et  /*  ad  a  datus ,  atque  c/'aequalis  b.    Itaque  ex  hoc  et  a  et  &  datus. 

Verbi  gratia  triplum  radicis  cum  XII  facit  sesquialterum  quadrato ,  ergo 
duplum  radicis  et  VIII  facit  quadratum.  Secundum  operationem  ergo  de- 
cimae  praesentis  proueniant  radix  IUI,  et  quadratus  XVI. 

Xni.  Desgleichen,  wenn  ein  aliquoter  Theil  einer  Wurzel,  ver- 
mehrt um  eine  gegebene  Zahl,  gleich  einem  aliquoten  Theile  des 
Quadrates  ist. 

Gegebene  Gleichung:  ^x  +  c  =  nx^. 

Die  zu  lösende  Gleichung  lautet  diesmal: 

m         c         , 

—  a?  H —  =  ar. 
n         n 

Es  ist  also  nach  X  die  Lösung  gegeben. 
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Beispiel:  tn  =  3,  ^»=1^,  c  =  12;  die  za  lösende  Gleichung  wird: 

2x-f-8  =  a:*. 
Daraas  folgt  also  a;  =  4,  0:^  =  16. 

XIV.  Si  compositus  ex  duobns  numeris  fuerit  ad  tertiam 
datus,  quique  ex  illis  producitur  ad  quadratum  ipsins  datus, 
uterque  ipsorum  ad  eundem  datus  erit. 

üt  si  ad  a  sit  hc  datus,  atque  ex  a  in  se  fiat  dj  et  eis.  h  in  c  fiat  e 
datus  ad  d.  Sit  autem  proportio  hc  ad  a  fg^  composita  ex  proportione  h 
ad  a  et  c  ad  a ;  proportio  autem  6  ad  d  sit  /t ,  et  ipsa  producitur  ex  f  in  g. 
Cum  ergo  fg  datum,  et  eis  f  in  g  fiat  daium,  erit  et  f  ei  g  datum, 
itaque  et  ^  et  c  ad  a  datum. 

Verbi  gratia  sit  compositus  ex  duobus  ad  tertium  quintuplus,  et  quod 

ex   uno  in  alterum   fit,   sit   quadrato  eius  sextuplum.     Igitur  VI    toUatur 

quater  de  quadrato  V,  et  remanebit  unum ,  cuius  radix  unum ,  quod  toUatur 

de  V,   et  reliqui  medietas  erit  duo.     ünum  ergo  illi  duplum,  et  reliquum 

'  erit  triplum. 

XIY.  Wenn  die  Summe  zweier  Zahlen  zu  einer  dritten  ein  ge- 
gebenes YerhältnisB  hat,  das  Product  aber  zu  dem  Quadrate  derselben, 
80  kennt  man  das  Yerhältniss  jeder  einzelnen  zu  der  dritten  Zahl. 

Gegebene  Gleichungen: 


^-/•„«^  y_ 


cg  =  nt^. 


Setzt  man  —  =  f  und  -^  =  ^,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

e  +  f=m, 
ef=n; 

aus  ihnen  findet  man  e  und  /,  was  verlangt  ist. 

Beispiel:  f»  =  5,  n  =  6;  die  zu  lösenden  Gleichungen  sind 

c-f-/'=6,    e/'=6, 
also  e  =  2,  f=S,  so  dass  a?  =  2ir,  y  =  Se  ist,  oder  umgekehrt. 

XV.  Si  yero  compositus  ad  tertium  datus,  et  quadrata 
eorum  simul  ad  quadratum  illius  data,  illa  quoque  ad  ipsum 
data  erunt 

Dispositio  superior  remaneat,  praeter  quod  quadrata  &  et  c  sint  feig 
atque  ex  f  in  se  fiat  h,  ei  ez  g  in  se  fiat  l,  Eritque  h  proportio  6  ad  d 
et  l  proportio  c  ad  d,  sicque  hl  datum  erit,  cumque  fg  datum,  erit 
f  et  g  datum,  itaque  et  &  et  c  erit  datum  ad  a. 

Verbi  gratia  compositum  sit  triplum  illi,  et  compositum  ex  quadratis 
additis  sit  simili  modo  quintuplum  quadrati  eius. 

XV.  Desgleichen,  wenn  nicht  das  Yerhältniss  des  Productes, 
sondern  das  der  Summe  der  Quadrate  der  gesuchten  Zahlen  zu  dem 
Quadrate  des  dritten  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  x-i-y=zniz, 
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Auf  dieselbe  Art  wie  vorher  gehen  die  Gleichangen  über  in: 

e-hf=m, 
e«  +  /^  =  n, 
80  dasB  also  e  und  f  nach  Früherem  bekannt  ist,  was  verlangt  wurde. 

Beispiel:  m  =  3,  n  =  5;  die  Gleichungen  sind  dann  6  +  /= 8,  e*  +  /'  =  5,  also 
e  =  2,  /*=  1  oder  umgekehrt,  also  ist  e  =  25,  f=g  oder  umgekehrt. 

Hier  brechen  die  bis  jetzt  zur  .Herausgabe  benutzten  Handschriften 
beide  mit  demselben  Worte  ab.  Da  mir  bekannt  wurde,  dass  in  Dresden 
in  der  Handschrift  „(7.80^^  sich  ein  vollständiges  Exemplar  befönde,  so 
erbat  ich  mir  dieses  Manuscript  von  der  Eönigl.  öffentl.  Bibliothek  zu 
Dresden,  und  wurde  mir  dasselbe  bereitwilligst  zur  Benutzung  überlassen, 
wofür  ich  hier  auch  öffentlich  meinen  ergebensten  Dank  zu  sagen  nicht 
unterlassen  kann.  Leider  ist,  obwohl  die  Lehrsätze  vollständig  sind,  der 
sonstige  Text  darin  gänzlich  abgeändert.  Es  sind  nur  die  in  Jordanus  mit 
„Verbi  gratia*^  eingeleiteten  Abschnitte  und  auch  diese  mit  veränderten 
Zahlen  und  verändertem  Texte  hinzugefügt,  so  dass  man  aus  „2f5c.  C7.80** 
nur  ersehen  kann,  welche  weitere  Probleme  Jordanus  noch  behandelt  hat 
Eine  Bitte  an  die  Kais.  Königl.  Hofbibliothek  zu  Wien  um  üeberlassung 
eines  vollständigen  Exemplares  des  Jordan' sehen  Werkes  aus  dem  14.  Jahr- 
hundert ist  absolut  unbeantwortet  geblieben,  so  dass  ich  mich  genöthigt 
sehe  im  Folgenden  den  unvollständigen  und  veränderten  Text  des  ^ßodex 
Dresd.  C7.80''  hier  folgen  zu  lassen,  um  so  wenigstens  ein  abschliessendes 
ürtheil  über  das  von  Jordanus  Behandelte  gewinnen  zu  lassen,  um 
einen  Vergleich  der  Texte  zu  ermöglichen,  werde  ich  mit  dem  eben  be- 
handelten Lehrsatz  XV  die  aus  diesem  Manuscript  zu  entnehmenden  Ab- 
schnitte nochmals  beginnen.* 

XV.  Si  vero  compositus  ad  illum  datus,  et  quadrata  eorum 
similiter  ad  quadratum  illius,  illa  quoque  diuisim  ad  ipsum 
data  erunt. 

Exemplum.  Compositus  ex  a  et  &  est  triplus  ad  c,  et  quadrata  a  et 
b  simul  continent  quadratum  c  4  et  ^,  quaeritur,  quae  sit  proportio  eorum 


*  Die  fragliche  Handschrift  C,  80  ist  von  Wappler  in  seinem  Zwickauer 
Programm  von  1887:  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  16.  Jahrhundert, 
eingehend  beschrieben  und  gewürdigt  worden.  Auf  einige  Stücke,  welche  aber 
weder  er,  noch  der  Verfasser  des  Dresdner  Handschriftenkataloges  erkannt  hat, 
möchte  ich  jedoch  noch  hinweisen.  Blatt  201  —  207*  enthält  den  AJgorismus  Pr(h 
portionum  des  Nicolaus  Oresme  ohne  Figuren  und  nicht  in  Allem  mit  der  von 
mir  besorgten  Angabe  (Berlin  1868)  übereinstimmend.  Ebenso  enthält  Blatt  234 
bis  241  die  andere  Abhandlung  des  Oresme  über  Proportionen.  Beginnt:  „Incipit 
Über  Proportionum.  Omnis  rationdlis  opinio  de  vehcitate  mciuum  ponit  eam 
sequi  aJiguam  proporiionem.'*  Am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  steht  ein  Pfeil  und 
der  griechische  Buchstabe  9,  was  Beides  auf  Blatt  20*1  am  Anfang  des  Algorismus 
proportionam  wiederholt  ist.  Der  Schreiber  oder  Adnotator  kannte  also  den  9 
sammenhang  beider  Abhandlungen  und  die  Identit&t  de«  VetCaif»et&. 
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quadratorum  diuisim  ad  quadratum  c.  4|^  duplentnr  et  fient  9^,  de  quibus 
toUatur  quadratum  3,  scilicet  9,  et  remanet  ^,  cuins  radice  subtraeta  de 
3  et  reliqao  mediato  proueninnt  -f.  Alteram  ergo  daoram  a  vel  h  erit 
sesquitertium  ad  c  et  alter  am  superpartiens  j^;  c  ergo  3,  a  4,  quare  b  5, 
Xit  ah  Sit  triplam  ad  c. 

XV.  Gegebene  Gieichangen:   x-^y  —  mz 


Beispiel: 
Es  ist 


m  =  8 ,  n  rz  4j. 


also  durch  Subtraction 


'(t)"-(J)'=*>- 

(7-|)'=t. 


folglich  —  =  fi  — =);    setzt  man  ir=:3,  so  erhält  man  also  :c  =  4,  y=r6. 

z  z 

XVI.  Item  si  differentia  eorum  fuerit  ad  ipsum  data,  qui- 
qne  ex  uno  in  alterum  producitar  ad  quadratum  datus,  uterque 
ad  eum  datus  erit. 

Exemplum.  Differentia  a  ad  ^  sit  dupla  ad  c,  et  quod  fit  ex  a  in  b 
Sit  octuplum  ad  quadratum  c.  8  quadruplentur,  et  fiunt  32,  quibus  ad- 
datur  quadratum  2  et  fiunt  36,  a  quorum  radice  subtrahatur  2,  et  reliquo 
mediato  remanent  2.  ünus  ergo  erit  duplus  ad  c  et  alter  quadruplus ,  qnare 
de  8,  a  6,  &  12,  c  3. 

XVI.  Wie  XIV,  nur  dass  statt  der  Summe  die  Differenz  der  Zahlen 
ein  gegebenea  Verhältniss  zu  einer  dritten  hat. 

Gegebene  Gleichungen:  x-v=imz 

Man  hat  wieder,  wie  früher, 

e  —  f^m^  ef=:nf 

woraus  leicht  e  und  f  zu  finden. 

Beispiel:  m  =  2,  n=8;  man  hat  m'-f  4n  =  (c-f /)•,  also  e-f /"rrö,  c  — /'=s2, 

so  dass  e  =  4,  f=2  und,  wenn  z=2.s  gesetzt  wird,  rt;=12,  ^  =  6  wird. 

XVII.  Cumque  sit  differentia  ad  eum  data,  si  quadrata 
simul  ad  quadratum  eins  data  fuerint,  ipsa  etiam  ad  illud  data 
erunt. 

Exemplum,  Differentia  inter  a  et  ^  sit  dupla  ad  c,  quadrata  vero  a 
et  h  simul  contineant  quadratum  c  yigesies.  Duplum  20  est  40,  de  quo 
sublato  quadrato  2  relinquuntur  36,  de  quorum  radice  demptis  2  residui 
medietas  erit  2,  quare  unum  duplum  et  reliquum  quadruplum.  Proportio 
quadratorum  semper  dupletur  et  ab  eo  subtrahatur  quadratum  proportionis 
aZ>  ad  c,  et  a  radice  residui  proportio  a2)  ad  c,  et  tunc  relicti  medietas 
xmtum. 
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XVn.  Wie  XV,  nur  das  auch  hier  an  Stelle  der  Summe  der  Zahlen 
ihre  Differenz  tritt. 

G egebene  Gleichungen :  x-y  =  mz, 

Hier  heissen  die  Gleichungen  e  —  /"=  m,  i^'^P=n,  Es  ist  2n  —  m«  =  (e  +  /)*,  also 
Alles  gegeben.  Unser  Manuscript  giebt  eine  allgemeine  Kegel,  wobei  man  freilich 
ab  nicht  a  +  &,  sondern  a  —  b  lesen  muss. 

Beispiel:  n=r20,  m=i2;  es  ist2n-m*=26,  also  e-f/sö,  «  — /'=2,  d.h. 
c  =  4,  /'=2,  wie  vorher. 

XVIII.  Si  dno  numeri  ad  tertium  fuerint  dati,  atque  et 
ipsis  prouenerit  ad  eundem  datus,  omnes  eos  esse  datos  con- 
aeniet. 

Exemplum,  Sit  a  sesqualterum  et  b  sesquitertiom  ad  c,  et  productos 
ex  a  in  &  contineat  c  octogesies  quater.  Ducatur  proportio  a  ad  c  in  pro- 
portionem  2»  ad  c  et  prouenient  2 ,  per  quem  diuidatur  84 ,  et  proueniet  42, 
quae  erit  c. 

XVni.  Kennt  man  das  Verhältniss  zweier  Zahlen  und  ihres  Pro- 

ductes  zu  einer  dritten  Zahl,  so  sind  alle  drei  Zahlen  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

a=imCf  b  =  n€t  ab=:p,c. 

Aus  1  und  2  folgt  ab  =  mnc^=ipc,  also  c  =  -^- 

Beispiel:  m=),  n  =  },  jp  =  84;  mau  findet  tnn  =  2,  also  c» 84: 2  =  42  und 
daher  a  =  63,  6  =  66. 

XIX.  Si  quod  fit  ex  latere  in  latus  datum  fuerit,  et  con- 
iunctus  ex  quadratis  datus,  quilibet  eorum  datus  erit. 

ExempHum.  a  in  ^  sit  35,  et  quadrata  eorum  simul  74,  cuius  qua- 
dratum  5476,  de  quo  sublato  quadrato  35,  scilicet  1225,  quater,  remanent 
576,  quorum  radix  subtracta  de  74  reliqui  dimidium  est  25,  qui  erit  qua- 
dratus  minoris,  quadratus  maioris  49. 

XIX.  Gegeben  das  Product  zweier  Zahlen  und  die  Summe  ihrer 

Quadrate,  dann  sind  die  Quadrate  einzeln  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen:  ^^._« 

xy  —Pf 

x'  +  y*  =  «. 
Es  ist  (Ä*  +  y»)*  =  «*,  4Ä*y*  =  4jp*,  also  (a:«-y«)*  =  8*  — 4i>',  daher  ist  x«-y*  ge- 
geben, also  auch  a^  und  y*  einzeln. 

Beispiel:  |)  =  86,  «=74;  es  ist  ««  =  6476,  4i)«  =  4900,  also  («« - y«)«  =  676, 
x«-y*  =  24,  also  Ä«  =  25,  y«  =  49. 

XX.  Si  produeto  ex  lateribus  dato  fuerit  quadratorum  dif- 
ferentia  data,  singuli  eorum  dati  erunt 

JExemplum.   a  in  b  fiet  15,  et  differentia  quadratorum  16.   Itaque  unum 
quadratum  in  aliud  fit  225,  quo  quater  sumpto  addatur  quadratum  16,  et 
fiunt  1156,   cuins   radix   34.      De   hac  subtractis   t6  reliquoque  med'« 
fiunt  9,  minor  quadratus,  alter  25. 
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^      ^      .^      ^       *■     .0-    ^      .^      ^      ^   „0^    >-   . 


XX.  Desgleichen,  wenn  nicht  die  Somme  der  Qaadrate,  tonderi 

ihre  Differenz  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichongen:  xv  =  i> 

Hier  ist  (a^  +  ^;'  =  <n  +  4j>',  and  folglich  wieder  alles  bfikmant 

Beispiel:  p  =  \h,  d=l6;  es  ist  d«  =  256,  4/)^=900,  fol^^idli  (x«+fV  =  ll5«, 
also  a;*  +  y«  =  34,  y*  =  9,  ä*  =  25. 

XXr.  Si  conianctns  ex  lateribns  et  prodaetas  ex  qumdratii 
dati  fuerint,  singulus  eos  datos  esse  conteqnitar. 

Exemplttm.  Conionctos  ex  lateribos  8,  productos  ex  qojidrmtis  225, 
caius  radix  15,  et  ipse  erit  productos  ex  lateribns,  caniqiie  sit  datos  ex 
illis  coniunctns,  enint  secnndnm  praemissam  3  et  5.  MelivB  aeeondinB 
primam  et  tertiam  primi  hnins  a  qnadrato  8  snbtrahatiir  15  qnmler,  et  radix 
residai  est  differentia  a&,  per  primam  ergo  primi  haias  habentor  muneri 
qai  prios. 

XXI.  Kennt  man  die  Somme  zweier  Zahlen  ond  das  Prodnct  ihrer 
Qoadrate,  so  kennt  man  aoch  die  Zahlen  selbst 

Gegebene  Gleichongen:  -  .  ^  —  . 

Man  hat  xy=^p,  kann  also  nach  Buch  I,  m  ond  i  ohne  Weiterea  x  imd  y  be- 
stimmen. 

Beiepiel:  «=  8,  j^  =  225,  also  p-  15.  Dann  ist  nach  BaA  I,  m  x  — y-S, 
also  «  =  6,  y  =  8. 

XXII.  Item  si  differentia  laternm  atqoe  prodaetas  ex  prae- 
dietis  dati  foerint,  singola  data  eront. 

Ezemplum.  Prodoctos  ex  qoadratis  est  100,  differentia  lateram  est  3. 
Qoadratos  differentiae  addator  qoadrnplo  radicis  100,  et  fiont  49.  Haios 
radix  7  componitar  ex  lateribas,  modo  per  primam  primi  haiaa  enmt 
latera  2«  5. 

X,XIL  Desgleichen,  w«nn  die  Differenz  der  Zahlen  und  das  Pro- 
doct  ihrer  Qoadrate  bekannt  ist 

Gegebene  Gleichongen:  x  —  v  —  d 

Ks  ist  xy  —  p,  ond  also  nach  dem  ersten  Boche  leicht  x  +  y,  daher  aach  x  und  y 
einzeln  zo  finden. 

BeisjAel:  d  =  3 ,  />'  =  IW;  es  ist  xy  =  10,  x  +  y  =  7,  x  =  5,  y  =  3. 

XXIIL  Item  si  differentia  laterum  et  differentia  qaadra- 
torom  datae  foerint,  et  haec  et  illa  data  necesse  est. 

Differentiae  radicom  3,  qaadratorom  51.    Diuidatar  differentia  qoadra- 
torom  per  differentiam  lateram,  et  prooeniet  conianctos  ex  lateribas, 
17.     Modo  per  primam  primi  hu'iua  ex\\>\xii\.  1  «\>  \^. 
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XXIII.  DeBgleiohen,  wenn  ausser  der  Differenz  der  Zahlen  die 
Differenz  ihrer  Quadrate  gegeben  ist. 

Gegebene  Gleichungen:  -,_^ 

Es  ist ^  =  a;-f-y=^,  also  wieder  nach  Buch  I,  i  zu  rechnen. 

x—y  ^      d  ' 

Beispiel:  ci  =  3,  |)'  =  51;  es  ist  a;-Hy  =  17  und  daher  a?  =  10,  y  =  7. 

XXIV.  Si  fuerint  duo  nnmeri,  quornm  qnilibet  ad  quadra- 
tum  alterius  sit  datus,  uterque  eornm  datus  erit. 

Exemplum,  Quadratum  a  continet  h  quinquies  et  ^,  et  qnadratmn  h 
continet  a  decies  octies.  Dneatur  ergo  18  in  quadratum  &},  qui  erit  2&|, 
et  fiunt  712,  cuius  latus  cubicum  est  8,  et  ipse  est  minor  siue  a.  Si 
uero  ducatur  5^  in  quadratum  18,  proueniet  1728,  cuius  latus  cubicum  est 
12,  et  ipse  est  maior  siue  6. 

XXIV.  Ist  von  zwei  Zahlen  das  Verh&ltniss  einer  jeden  zu  dem 
Quadrate  der  andern  bekannt,  so  sind  beide  gegeben. 

Gegebene  Gleichxmgen:  t/«  =  m« 

x^  =  ny. 

Es  ist  y*  =  m*x\  also  y*  =  m^ny^  y'  =  m*ny  y  =  Vn^n,  und  ^ebenso  rc*  =  n*y*, 

x*  =  n*mXj  a^  =  n*in,  x  =  Yn^m. 

Beispiel:  in  =  5i,  n  =  18;  m«n  =  712,  also  y  =  8;  n*m  =  1728,  also  «=12. 

XXV.  Si  numerus  ex  duobus  coniunctus  fuerit  datus,  atque 
ex  illis  productus  ad  eins  coniunctum  datus,  caetera  esse  data 
conueniet. 

Exemplum.  Quod  fit  ex  a  in  &  duplum  est  ad  coniunctum  a&,  sitqne 
ah  lOf.  Ducatur  8  in  a^  et  prouenient  85^,  quae  diuidantur  per  4,  et 
prouenient  2l-|-,  quod  fit  ex  a  in  h.  ülterius  per  tertiam  primi  huius  ope- 
rando  erit  a  2f ,  h  8. 

XXV.  Wenn  die  Summe  zweier  Zahlen  und  das  Verh&ltniss  ihres 
Productes  zur  Summe  gegeben  ist,  so  sind  beide  Zahlen  gegeben. 
Gegebene  Gleichungen:  ^  •  ^«o 

xy  _ 
x+y"^' 
Man  hat  xy=^p8y  also  ist  nach  Buch  I,  ni  x  und  y  bekannt. 

Beispiel:  s  =  10} ,  p  =  2.  Der  Verf.  multiplicirt  erst  p  mit  4,  dann  mit  s  und 
dividirt  dann  wieder  durch  4,  um  a;y  =  21}  zu  erhalten.    Er  findet  so  o;  =  8,  y  =  2}. 

XXVI.  Si  fuerint  duo  numeri,  quorum  quadrata  pariter 
accepta  fuerint  ad  compositum  ex  ipsis  data,  atque  qui  ex  eis- 
dem  numeris  producitur  fuerit  ad  ooncunctum  datus,  uterque 
eorum  datus  erit. 

Exemplum.     Sint  a  et  &,  quorum  quadrata  coniuncti  a&  3f ,  et  p 
ductus  ex  a  in  &  continent  coniunctum  ah  1^.     Productus  ergo  bis  «J 


M 


v»t^l/f90t^   wNPiiiMgir   ^   ^yi«    Avt*    uMir—i    ^Ksnoi   iaetitfia       ubbi^    m 


I  »»i<»H(i   ^»^f^^Mt  1^  iMt  ^  <|TWMlfartL    &s<afltBr  ergo 

IST,  ^  ^A'vwMriinki  &  inrUiipr»  4i  /f.    3ra««rft»  hrtegrornSr  seüäeet  5, 

^ffH^fid^f,  H  fmndf»nm^  mYt^M  /^ ^  «m«  |«  fttrti  ad  nuficem.  Ergo  ^  qi 
4kiMUf  mm  I  f«kfi«Ni  fnkMi  M«  qm/n^  qmdnUm  tmm  f  ndieis  ^mfent  laSf. 
N44Mt#f  jf  f»4i«i»  «t  un^kUm  dtteüar  n  te  et  prooeinaiit  ^,  quae  addmB- 
Ir»^  «4  lf//9{  ^  fffiAi  ^^f-^f  enitm  rmiit  Y,  ^^  ^^^  demptb  {  reliquiiiiliir 
Y  ^^  '^f  ^1*^  ^^  f^'^^  Cloadrili  «ioe  nameros  qaaentas.  Itemm  aliter 
iKliifiilfrf»«  (^Mf(t«/fiiibii(»  Uhso  niimenitoraiD  doeatar  namenu  datös  addendiia, 
im^iUmi  ftf  in  tmf  ^  fluni  {^^  qoae  tollaoiar  de  66«  ei  de  residno  Bat  nt 
|ff)tm,  #i  frr/mufiiiifii  |  /|Madniii  ei  -fj  radicis,  qaae  yalent  57.  Beliqoi 
Mftttii  pfir  i|tfadraiiim  diotdi^  »eilieei  per  1,  ei  proueniani  |  radieis  et  171, 
fiyhn  mmhtiUir  ni  flent  |^  medieta«  in  ae  dneaior,  ei  finni  ^,  quae  ad- 
lUiiiur  171  «i  «xetint  '^A'^«  Momm  radiz  Lp,  a  qua  snblatis  f  rema- 
fmrii  VJ. 

XXVtl.  Addiri  mun  ku  swei  VielfaoheD  einer  Zahl  dieselbe  ge- 
UnliurtM  /alili  NO  (Iann  da«  i'roduot  beider  Sammen  gegeben  ist,  so  ist 
iIlM  VMrvlMtfAMliio  /#ahl  bekannt. 

Ilipr  Ui  itld  KunbiiiitiK  nnr  an  dorn  Beispiele  und  so  durchgeführt,  dass  der 
lllMtflllkn|l||l4||^  Nliih  tddhi  klarlngon  ItUit. 
IHn  ^^iffihniin  (Hnliduing  istt 

(|Ä?  +  8)(ia;  +  8)-66. 
Mmi   VnilHsiittr  dnr  ll^arbctitunK  formt  <)ioHolbo  einmal  um  in: 

\ai^ 4  I« rn (U,  ulio  x»  +  J .r  =  IMJ , 
HiiN  wptohftr  <i*-  IM  fol^ti  ein  andoro«  Mal  in 

|<r»-f  ^gire=ft7,  also  a?»-f  l«=  171, 
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Da  die  gegebene  Gleichung  nar  aaf 

2 

redacirbar  ist,  so  ist  augenscheinlich  der  Gedankengang  ein  sehr  eigen thüm Hoher, 
Jordanns  dürfte  kaam  so  gerechnet  haben. 

XXVIII.  Item  si  alteri  addatnr  datns,  nt  totus  in  reliqunm 
ductns  faciat  numeram  datum,  et  idem  datus  est. 

ExemjihAfn,  Dimidinm  radicis  addito  1  in  qnartam  facit  10.  Sed  dimi- 
dium  in  qnartam  facit  octanam  qnadrati,  et  l  in  quartam  facit  qnartam 
radicis ,  quare  10  iuxta  praemissam  tertiam  nt  qnarta  radicis  et  octana  qna- 
drati, et  8  exit  radiz. 

XXVIII.  Ebenso,  wenn  dem  einen  eine  Zahl  hinzugefügt  und 
die  Summe  mit  dem  andern  multiplicirt  wird. 

Gegebene  Gleichung:  ^^^  +  n)  jpo:  =  q. 

Es  ist  einfach  mpa^-^-npx^qy 

welche  Gleichung  schon  früher  gelGst  ist 

Beispiel :  m  =  J,  n  =  1,  p  =  j^,  9  =  10.  Die  Gleichung  heisst  daher :  J o;'  +  ^a:  =  10 
oder  rc*-f-2a;  =  80,  also  «=8. 

XXIX.  Si  a  duobns  numeris  ad  unum  datis  duo  numeri  dati 
auferantur,  ut  ex  ductu  reliqui  in  reliqunm  proueniat  datus, 
et  ille  unus  numerus  datus  erit. 

ExempHum.  ünus  numerus  radicis  duplus,  alter  trlplus.  A  triplo  toi- 
latur  6  a  duplo  4,  et  residuum  in  residuum  faciant  150.  Sed  duplus  in 
triplum  facit  sextuplum  qnadrati  et  6  in  4  24.  Iterum  triplum  in  4  facit 
duodecuplum  radicis  et  duplus  in  6  similiter  duodecuplum  radicis ,  ergo  sex- 
tuplum qnadrati  et  24  sunt  in  radice  vigesies  quater  et  150.  Demptis  ergo 
24  de  150  remanebunt  126  et  radicis  vigesies  quater  nt  quadratum  sexies, 
quare  quadratum  similiter  est  ut  radix  quater  et  21.  Quadratum  ergo  di- 
midii  4,  quod  est  4,  addatnr  ad  21,  et  erit  25,  cuius  radix  5;  cui  addatur 
dimidinm  4,  et  fiunt  7,  et  ipse  est  radix. 

XXIX.  Zieht  man    zwei  Vielfachen   einer  Zahl    zwei    gegebene 

Zahlen  ab,  und  das  Prodnct  der  beiden  Differenzen  ist  bekannt,  so 

ist  auch  jene  Zahl  gegeben. 

Gegebene  Gleichungen: 

(mx  —p)  (nx  —  g)  rr  r. 

'^'  ^°^®*  mx*-¥pq^(mgi'^np)x-¥r 

welche  er  nach  der  in  diesem  Buche  X  auseinandergesetzten  Methode  löst. 

Beispiel:  m  =  3,  |)  =  6,  n=:2,  g[  =  4,  r  =  160;  hier  wird  die  Gleichung 

«•  =  4a:-H21, 
aus  welcher  o?  =  7  folgt. 

XXX.  Si   vero  ab  altero  detrahatur  numerus  datus   ut  p 
residuo  in  reliqunm  fiet  numerus  datus,  ille  quoque  datus  ei 


im 


fUouifM.  m-^t,  n^\^  p=^^.  r^Vt.  ^^  G^H\mmt  «irö  «ür  fx£»|jr  — 12. 

XXXf  Hi  f Christ  4«o  avaieri  ad  naiiai  dati,  altcriqve  dmtvt 
ftttn^fv%  »ddator^  «t  ab  zlitro  detracto  dato  n^mero  ai  pro- 
4u0^Xttii  m^4*ß  t%  %t  dataiB  aomemm  faelant,  aiiBeriiai  illam 
datun  ^%%t  <;<»DueDi«L 

/2i^<»»i/i4iMa«  K»V/  a  |c  et  6  ^c,  ab  a  toHatnr  1,  et  fr  addatur  3,  et  sie 
ei  et«  fUrt  25.  8ed  a  is  fr  et  3  üiiat  f  qoadrati  et  qoadmpliim  csm  ^ 
radiei«,  et  1  in  fr  et  3  maoebit  ^  radieis  et  3,  qoaie  |^  qoadrati  et  4^ 
radiei»  nojoti«  f  radi^is  et  3  Talent  25«  qoaie  nlterios  \  qoadrati  eam  4 
TMAuAhnu  iralent  2M«  Itaqoe  tozta  praemiMas  operationes  palet  radiz,  sd- 
Iteet  4. 

XXXr  Dergleichen,  wenn  man  zo  dem  einen  Vielfachen  eine  ge- 
gebene Zahl  «ddirt,  von  dem  andern  aber  sabtrahirt,  und  wieder  dai 
l'r^dnct  dnr  Summe  ond  Differenz  gegeben  ist. 

Oegel^  Gleichung:       (fnx^p)lnx--q)  =  r, 
J,  nonei  suolcbst  mnx^-^pnx-qnx—pq^^r, 

und  daraue  mna^  +  (pn- qn)x  =  r-hpq, 

WIM  wieder  unter  Nr.  VI  11  fällt 

JieiifHel:  m^-l,  p  =  3,  n  =  {,  ^=1,  r  =  26.  Die  Gleichung  wird  hier 
I o;*  f  4  a;     3i.    Au«  ihr  folgt  x^i. 

XXXII.  8i  yero  ii^dem  numeris  dati  nnmeri  addantnr  vel 
(leirahantur,  ut  post  hoc  proueniat  numerus  vel  ad  quadratnm, 
vi)l  ad  rudicem  datus,  et  radix  et  quadratus  datus  est. 

J*kfmplu9n.  Sit  a  |c  et  fr  2c,  a  addentur  2  et  fr  3,  et  ex  ipsis  tune 
proueniat  Nextuplum  quadrati.  De  quo,  quod  fit  ex  solo  a  in  solum  fr, 
dornpio  romanot  3}  quadrati,  quod  valet  octuplum  radicis  et  6.  ülteriaa 
iuxia  priMuniMHa  et  decimum  huius  erit  radix  3  et  quadratum  9. 

XXXII.  MboiiHo,  wenn  den  beiden  Vielfachen  gegebene  Zahlen 
hitiKugofagi  oder  weggenommen  werden  und  das  daraus  gebildete 
l*r(Mluct  oin  Vielfaches  der  gesuchten  Zahl  oder  von  dessen  Qua- 
drat» jjii. 
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Von  den  vier  möglichen  Fällen  dieses  Satzes: 

(mx  +p) (nx -f  gr)  =  rx,   (mx—p) (nx -'q)z=:rx, 

(mx  +  p){nx -h q)  =  rx«,  (mx - p) {nx  —  gr)  =  rrc*, 

behandelt  das  Beispiel  der  vorliegenden  Bearbeitnng  nur  den  dritten.     Da  dem 

Wesen  nach  nichts  geändert  wird  bei  den  übrigen  Fällen,  hat  der  Bearbeiter  dies 

wohl  für  genügend  gehalten. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  liefern  die  Form 

mnx«  ±  (pn  +  «ig  +  r)  Ä +|>gr  =  0. 

Die  beiden  anderen  .      «.-a/^— /^-.  •  ^^\ «.     *>^ 

(r  -  mn)  ar -f  (|)n  +  mg)  Ä = jpg, 

wodurch  die  Lösung  sich  von  selbst  nach  Früherem  ergiebt. 

Beispiel:  m  =  f ,  n=:2,  psz  +  2y  g  =  +  8,  r=  6. 

Die  gegebene  Gleichung  ist  also 

(|a;  +  2)(2a;-f  8)  =  6a;*. 

Die  umgeformte  Gleichung  liefert  also  die  Form: 

^a^=Sx^^6y  so  dass  also  x  =  Sj  x*  =  9  folgt. 

XXXII.  Item,  si  alteri  datus  numerus  addatur  yel  detra- 
hatur,  deinde  in  reliquum  ductus  produxerit  numerus  ad  qua- 
dratum  vel  radicem  datus,  radiz  cum  quadrato  data  erunt. 

Exemplum.  Esto  a  ^c  et  h  ^Cj  addatur  2  ad  a,  ut  prodnotum  ex  con- 
iuncto  in  &  I  quadrati.  Sed  \  radicis  in  |-  eiusdem  faeit  ^  quadrati  et  ^ 
radicis  in  2  faeit  \  radicis,  quae  Talent  ^  quadrati,  quare  radix  erit  \ 
quadrati,  ergo  radix,  sive  c,  erit  3,  a  4,  &  1. 

XXXIII.  Desgleichen,  wenn  man  dem  einen  eine  gegebene  Zahl 

addirt  oder  subtrahirt,  mit  dem  andern  multiplioirt,  und  das  Pro- 

duct  einem  Vielfachen  der  Zahl  oder  ihres  Quadrates  gleich  ist. 

Gegebene  Gleichung: 

(mx±p)nx  =  rx  oder  =rx*. 

m 

mnx*±npx  =  rx  oder  ra?*. 


Es  ist  also 


d.  h.  entweder  _  r-^np 

mnaj»  =  (r-f.njp)Ä,   x—    —   ^ 


oder 


(r  — «in)a;*  =  ±njpa;,  x  =  ± 


mn 
np 


r^mn 

Beitel:  m  =  f,  n  =  l,  l>  =  2,  r  =  |;  die  Gleichung  wird  (fa;  +  2).Jj?  =  fa:*, 
also  Ja:'  =  fÄ,  a;  =  8. 

XXXIV.  Si  vero  dato  numerö  uni  addito  et  ab  altero  ablato 
postmodo  fecerint  numerum  ad  quadratum  vel  ad  radicem  da- 
tum,  quadratus  cum  radice  datus  erit. 

Exemplum.  Sit  a  duplus  ad  c  et  &  triplus  ad  c  et  4  addatur  ad  a 
et  6  tollatur  de  &,  et  productum  per  coniunetum  contineat  quadratum  3^. 
Quia  autem  ex  a  in  ^  et  6,  et  ex  4  in  &  et  6  prouenerint  6  quadrata  iuxta 
24,  quae  valent  1^  quadrati,  24  valent  f  quadrati,  quare  quadratum  valet  9; 
et  radix  3;  a  ergo  erit  6,  et  b  9,  quod  fuit  propositum. 

XXXIV.   Desgleichen,    wenn    dem  Einen  eine  Zahl   addirt,   vom 
Andern  subtrahirt  wird  und   das  Froduct  ein  Vielfaches  der   Zi 
oder  des  Quadrates  wird. 

HJtL'UL  Abtblg,  d.  aMUohi.  f.  Mftth. «.  Phgri.  XXX\  1,  4  ^^ 


ix-4>  Xz-fS>  ^l^i^. 
j^  =,  Jr,  X  » :t. 


I«  WC  UiM  I  ^/'.Mrati  et  ^r-jua  M  fKisst  216,  csizi  faSKS  cdbienn,  »- 

K«t  6,  «t  radiz.  «      -  *►     -     .    - 

£t  t:e  eil  fmii  k-^i«!. 

XXXy«  WeAA  da»  ^^ladrat  <:iftef  Vielfaekes  des  Vfaadrmtes  et«er 
Zfthl  ein  Tielfaeke»  der  Zabl  aeltit  giebt,  lo  itt  die  Zakl  ^egebem. 

1  y 

Man  hat  aJiO  m^x^^px,  x^  =  '^t  jr=I/  A, 

BeUjrtd:  m  ■   J,  p  =  M;  es  ist  ^j=«U,  al*ox=  VfÜ^^ 

Und  10  bat  das  Werk  ein  Ende. 


Kecensionen« 


Ueber  die  Convergenz  einer  von  Vieta  herrührenden  eigenthümlichen 
Prodnotentwiokelimg.  Von  F.  Rudio.  (Aus  einem  Schreiben  an 
Herrn  Prof.  Dr.  M.  Cantor.) 

In  Ihrer  Besprechung  meiner  Abhandlung:  „Bbls  Problem  von  der  Qua- 
dratur des  Zirkels '^  (Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich,  Bd.  35  S.  1)  haben  Sie  einen  Beweis  für  die  Convergenz  der  eigen- 
thümlichen, von  Vieta*  herrührenden  Formel: 

1)         !L=  — ^  

als  wünschenswerth  bezeichnet.  Gestatten  Sie  mir,  dass  ich  Ihnen  nach- 
träglich einen  solchen  vorlege. 

Ich  habe  in  der  genannten  Arbeit  (Seite  17,  Anmerkung)  auf  die  Ver- 
allgemeinerung aufmerksam  gemacht,  welche  die  Vi eta'sche  Formel  später 
durch  Euler  erfahren  hat.  In  der  Abhandlung:  „Variae  observationes  circa 
angulos  in  progressione  geometrica  progredientes^  (Opuscula  analjtica  I, 
pag.  346)  giebt  Euler  für  den  Kreisbogen  s  die  Forniel: 

2)  5  = (5  <  ?r) 

COS-cT  •  cos  T  '  cos  -5-  •  cos  Tö  '  •  •  • 

2         4         8         16 
Da  diese  für  s  =  -^   mit  der  Vieta'schen  Formel   identisch  wird  (es 

istinderThatco5|-  =  /^,  cos^V^  +  ^Vl,  cos^^y^+^V^  +  ^j/l 
etc.V  so  handelt  es  sich  nur  um  den  Nachweis  der  Convergenz  des  unend- 
lichen Productes:  ^ 

ox  ^  s  s  s  s  JT         8 

3)  P  =  cos-^'Cos^'CoS'^'Cosyq*"=£j[  ^^2^' 

ii 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  C05w  =  1  —  2  sin^-^  kann  man  aber  schreiben: 


4)  ^=jnro-««'24i) 


*  FranciBci  Vietae  Opera  mathematica  (Ausgabe  besorgt   von  Scho 
Lttgdoni  Batavorum  1646),  pag.  898     400. 
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Historisch -literarisohe  Abtheilmiff. 


Gegebene  Gleichungen: 

(mx  +|>) (nx -{-qj^rx  oder  r:^. 


Es  ist 

also  entweder 

oder 


mnx*  +  (pn^mq)x^pq  =  rx;  rx^^ 
mna;«  +  (jp  n  —  mg  —  r)  a; =p  g 


(mn  —  r)  Ä*  +  {pn  ''mg)x=pq^ 
wodurch  beide  Male  die  Lösong  gegeben  ist. 

Beispiel:  w  =  2 ,  n  =  3 ,  i?  =  4,  g  =  6,  r  =  8J.  Die  gegebene  Gleichong  ist  also 

(2  «  +  4)  (Sa; -6)  =  34«:«. 
Da  sich  hier  die  Glieder  mit  x  heben,  so  entsteht  6a;*-24  =  d^«^  also  }a:*  =  U, 
folglich  ic«  =  9,  a;  =  3. 

XXXV.  Si  numerus  ad  quadratum  datus  in  se  feoerit  nome. 
rum  ad  radicem  datum,  radix  eiusdem  data  erit. 

Exemplum,  ^  quadrati  in  se  faciat  numerum  qui  contiaet  54  radices. 
In  se  facit  ^  quadrati  et  quater  54  faciunt  216,  cuius  latus  cubicnm,  sei- 

lioet  6,  est  radix.  t^.    ^         .  r-    -     ^.    - 

£t  SIC  est  finis  huius. 

XXXV.  Wenn  das  Quadrat  eines  Vielfachen  des  Quadrates  eiiier 
Zahl  ein  Vielfaches  der  Zahl  selbst  giebt,  so  ist  die  Zahl  gegeben. 

Gegebene  Gleichung: 

(mx*)^=px, 

8  / 

Man  hat  also  in^x*=px^  a;'=— ,,  x=:l/^. 

m*  r    m* 

p  3 

Beispiel:  w  -  |,  p  =  54 ;  es  ist  —,-  =  216,  also  x  =  ^216  =  6. 

Und  so  hat  das  Werk  ein  Ende. 


Kecensionen« 


Ueber  die  Convergenz  einer  von  Vieta  herrührenden  eigenthümlichen 
Prodnctentwiokelnng.  Von  F.  Rudio.  (Aus  einem  Schreiben  an 
Herrn  Prof.  Dr.  M.  Cantor.) 

In  Ihrer  Besprechung  meiner  Abhandlung:  ;, Das  Problem  von  der  Qua- 
dratur des  Zirkels*  (Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich,  Bd.  35  S.  I)  haben  Sie  einen  Beweis  für  die  Convergenz  der  eigen- 
thümlichen, von  Vieta*  herrührenden  Formel: 

1)         !L=  _- ^  

als  wünschenswerth  bezeichnet.  Gestatten  Sie  mir,  dass  ich  Ihnen  nach- 
träglich einen  solchen  vorlege. 

Ich  habe  in  der  genannten  Arbeit  (Seite  17,  Anmerkung)  auf  die  Ver- 
allgemeinerung aufmerksam  gemacht,  welche  die  Vi eta'sche  Formel  später 
durch  Eul er  erfahren  hat.  In  der  Abhandlung:  „Variae  obseryationes  circa 
angulos  in  progressione  geometrlca  progredientes^  (Opuscula  analjtica  I, 
pag.  346)  giebt  Euler  für  den  Kreisbogen  s  die  Forniel: 

2)  5  = (5  <  ^) 

S  8  S  S  \     ^      / 

COS-rr' COSt' COS-Q-' COS-r^'  '<• 

2         4         8         16 
Da  diese  für  5  =  -^   mit  der  Vie tauschen  Formel   identisch  wird  (es 

istinderThatco5j  =  /^,  cos^V^  +  ij/\,  cos^^f^^+lVl^  +  ^Vl 
etc.V  so  handelt  es  sich  nur  um  den  Nachweis  der  Convergenz  des  unend- 
lichen Productes:  ^ 

S  S  S  S  ■     ■  Q 

3)  P=C08-^'C0S-^'C0S-^'C0S-r^»"=££   ^^2^' 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  C08u=^  1  — 2fiiw*-g-  kann  man  aber  schreiben: 


4)  •p=jnr(i-«'»'2^.) 


*  Franciflci  Vietae  Opera  mathematica  (Ausgabe  besorgt   von  Scho' 
Lugdoni  Batavorum  1646),  pag.  898     400. 


Historisch -literarisohe  Abthellnng. 


Man  nennt  nun  bekanntlich  ein  unendliches  Prodact  /  1  (l  +  uv) 
absolut  coovergent,  wenn  II  (1  +  |«,|)  convergirt  (unter  |Uv|  den  ab- 
soluten Betrag  von  u,  verstanden)  und  unbedingt  convergent,  wenn  es 
nnabbSngig  von  der  Anordnung  der  Factoran  convergirt.  Dann  gilt  der 
von  Dini  (Annali  di  Mat.  2,  ser.  II  pag.  35.  Siehe  auch:  Stolz,  Vor- 
lesungen Über  allgem.  Arithmetik,  Bd.  2  S.  238)  vervollatändigte  Weier- 
strass'sche  Satz: 

Die  nothnendtge  und  hinreichende  Bedingung  fUr  die  absolute   Con- 


vergenz  des  unendlichen  Productes 


'S 


-i-Uv)  besteht  in  der  absoluten 


Convergenz  der  unendlichen  Reihe    ^,  Ug.     Das  absolut  convergente  Pro- 

duct  convergirt  auch  stets  unbedingt  (Pringsheim,  Mathem.  Annal., 
Bd.  33  8.  134.  £e  sei  übrigens  bemerkt,  dasa  ein  elementarer  Beweis 
des  in  Rede  stehenden  volUtfindigen  Satzes  schon  im  Sommersemester  1878 
von  Herrn  Weierstrass  vorgetragen  wurde). 

Es   bleibt  also  nur  übrig,   die  Convergenz  der  unendlichen,    aas  posi- 
tiven Gliedern  bestehenden  Reibe 


:  zweier   aufeinander 
eder  nßhert  sich  aber 

'2-    I  \    2^T^         2'    I 


u&cbzuweisen.     Der  Quotient  zweier  sufeiaander  folgender,   zu  den  Tut 
V  nnd  v-^-l  gehörender  Glieder  nllhert  sich  eher  wegen : 


I 


der  Grenze  g  =  i,  womit  die  Convergenz  von  S  und  folglich  auch  die  an- 
bedingte Convergenz  von  P  bewiesen  ist.     Es  convergirt  daher  auch  daa  in 
der  Vieta'schen  Formel   vorkommende  Product  und  zwar  unabbtingig  von 
der  Anordnung  der  Factoren. 
Zürich,  25.  März  1891. 


G.  Tq.  Fbchner,   Elemente  der  Paychophyiik.     Zweite  unveränderte  Auf- 
lage  mit  Hinweisen   auf  des  Verfassers  spätere  Arbeiten  und  einem 
chronologisch    geordneten  Verzeichniss  seiner  sSmmtlicbeii   Schriften, 
2  Bände.     Leipzig  1889,  Verlag  von  Breitköpf  &  Härtel. 
Da   Fechner    sich    nicht    entscbJieBsen    konnte,    eine    Neubearbeitung 
seines    Hauptwerkes    vorzunehmen    oder   auch    nur   eine    unveränderte    Neu- 
aasgabe   ''        ^n   zu    veranlassen,    so   nntern^m   es   nach  i 


W,  Wundt,  dos  sich  ISngst  ftlhlbar  gemachte  BedUrfnies  nach  einem  Neu- 
druck ZQ  befriedigen.  Die  neue  Auflage  wurde  dahin  erweitert,  dass  der 
Herauegeber  die  späteren  psychophyai sehen  Arbeiten  Feobner'a  an  den 
betreffenden  Stellen  mittels  Noten  hier  hereingezogen  hat.  Fechner'a  bahn- 
brechende Arbeiten,  namentlich  auf  dem  Gebiete  der  PsjchophjBik,  sind  so 
bekannt,  dass  es  tiberflQssig  ist,  noch  näher  darauf  hinzuweisen.  Der  An- 
hang mit  dem  chrono  logischen  Verzeichnisse  der  Werke  und  Abbandlungen 
G.  Tb.  Fechner's  muss  als  eine  äusserst  wünschenswerthe  Znthat  bezeichnet 
werden.  Diese  Neuausgabe  der  Paychophysik  wird  überalt  mit  Freuden 
begrüsst  werden.  jj^  TS^bkw 


K.  Klimpert,   LehibüCh  der  allgeraeinen  Phyaik   (Die  Grundbcgiiffe  und 
Grundsätze  der  Phyaik) ,  mit  549  Erklärungea,  84  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren  und  einem  Formelnvcrzeichniss  nebst  einer  Samm- 
lung von  120  geläslen  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den 
Resultaten  der   ungelüsten  Aufgaben,     Für  das   Selbststudium  und 
zum   Gebrauche    an    Lehranstalten    bearbeitet    nach    System    Kleyer. 
(Kleyer's  Encyklopädie  der  gesaiiimteu   inathem.,   techn.  u.  exacien 
Naturwissenschaften.)      Stuttgart  1889,    Verlag    von    Julius    Maier. 
372  S.     Preis  8  Mk. 
Das  Kleyer'sche  System   hat  den  Charakter  einer  wisäenschaft liehen 
Frage-    und  Antwortübung,   auf  dem    linken  Theile   der  Seiten    stehen  die 
Fragen,  auf  dem  rechten  die  Antworten.    Da  die  letzteren  stets  mehr  Baum 
in  Anspruch  nehmen,  als  die  ersteren,  so  entstehen  dadurch  grosse  LUeken, 
die    aber  in    den    meisten  FiLllen   durch    sogenannte  Erklärungen    ausgefüllt 
sind.     Ausserdem  macht  sich  hier  und  da  das  BedUrfniss  geltend,  einzelne 
Diuge    namentlich    geschichtlicher    Natur    doch    im    ZuBBramenhaug   zu   be- 
trachten; hierfür  sind  nun  grossere  Anmerkungen  vorgesehen.     Schliesslich 
finden  sich  noch  eingestreut  Figuren,  Tabellen,  gelöste  und  ungelöste  Auf- 
gaben ,    Hilfsreehnungen ;    Alles    ist    sorgfältig   mit  der   laufenden  Nummer 
versehen,  so  daas  man  beim  Umwenden  einiger  Blätter  lesen  kann:   Frage 
182,  Figur  24,  Erklärung  1Ö7,  Anmerkung  2.  Tabelle.  Aufgabe  41,  Hilfs- 
rechnung  3;   ein  Zustand,    der    bei    einem  Statistiker   ein   ungemein  wohl- 
thuendes  Gefühl  erregen  muss. 

Sehen  wir  von  der  äusseren  Form  ab  und  wenden  wir  uns  dem  Inhalt 
zu,  so  finden  wir  die  Anschauungen  bis  auf  die  neuest«  Zeit  verfolgt,  was 
sich  insbesondere  in  den  geschichtlichen  Theilen  zu  erkennen  gieht;  auch 
das  absolute  Maasssystem  kommt  zu  seiner  Geltung.  Der  Inhalt  erstreckt 
sich  auf  die  physikalischen  Grundbegriffe:  ßaum,  Zeit,  Ruhe,  Bewegung, 
Materie,  Kraft,  sodann  auf  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Körper  und 
sebliesslich  auf  die  allgemeinen  Kräfte:  allgemeine  Anziehung,  Schwe 
CohSsioB,  Adhäsion,  Affinität. 


l«f 


a.  L^jjfiftisj    l/eä&mA  tta  l>jiiiiirr  laMsr  'Eitrfm  (Tum^Ij  iiBiiil),  mit 

<}W  Jb/xJiiru&^tt .  4X  ü.  Uta.  1er:  ^vqtuccuk  Fipuzec  und  oiibb 
MüjfÜff^i/CMst  i*  (crB»eifrT*rst:ieiiiLK  xiei«:  «nur  fiMtnnnrng  von  <ä(lCl 
^{Mfvm  uffi  iJifiFtfiVua.  iiiuuf4|fBL  jLidpiMsL .  mc  öbl  IteBnhaten  der 
uf^ieiOvntti  X.vt|SbiMff^    Flir  öitt  SfLutsSESndiiiiL  n&c  xam  Gefairnngii  k 

i^isgl^fJLi'Jt   u»  ^jtMaDk  Klejer  »el  fcif  Ott  TariiBr«iiaiäe  ▼crvieseB. 

svMim^  '\0Wbaji^\.  iatruä,  «tiiJ^sbMsL  »'ji.  u.  die  In-namik  äe£  mKtenelks 
>'uu<:»f^   tüiC    Ä>/m:^  i«fl«r  IL^jryxr.     I>it  Lcdrt  tdk^  Bum»  fester  K5ipe 

wi^r,    ilj(   radus^eJxn^OL  h\StpJb^^   s^ac.    vo  ijuuer  ei   xD^^Sid    w^    dem 
f/fMCUn^OMa,  i^iMä,  tarjLi'miSum .   -osA  die  F:^i;7«b  &gkBxiai  den  Text  dnrtb 

j>tit  T<^ü^«ii^  W«r1c  flBjt  MÜihtf  giotteL  ZaU  Ai^gabeB  kmim  Jedeni. 
W  M»  A  ^  i/jmumlk  grOndlieh  eioarbeifea  will,  aizr  bestens  empfohlen 


•'^***'  B.  Nebbl. 


U^rnnmifUi  Ikm^uli,  Ia  eiseBstiem  i^plieito  mlle  icrlifne  ad  ubo  delk 
it^wM  d  M^VuMziotut  per  gli  ingegneri  degli  ingegnen«  e  eostmttori 
fi»«e«aioicL     Torino  1890,  Ermmono  Loeseber.     133  P. 

I>U;  ^^Uiti  Capitel  l/«baodeln  die  BewegQDg  eine?  Punktes  and  deren 
l/^rufthia^ih^  [iarktellang,  daran  reibt  sieb  die  Bewegung  eines  starren  KOr- 
Ißtn  im  Allgemeinen  nnd  diejenige  eines  nnreriUiderHeben  Systems,  welche 
fHM'alU;!  zu  einer  fetten  Ebene  erfolgt.  Dieses  fSbrt  zn  der  Trajeciorie  nnd 
der  niberen  Betraebtang  ihrer  Carve,  Die  beiden  letzten  Capiiel  sind  den 
('ykUMan  und  den  UmbQllangseorven  gewidmet  Sechs  Tafeln  mit  14ö 
Figuren,  welcbe  »ehr  fein  und  schOn  ansgefahrt  sind,  bilden  den  Anhang, 
tiuf  wtiU'Man  an  den  betreffenden  Stellen  des  Textes  verwiesen  wird. 

B.  Nebel. 

(l,  InKNKiiAfiis,  Ueber  die  Femkraft  und  das  durch  Paul  du  Bois-Bey- 
mond  aufgestellte  dritte  Ignorabimus.  Leipzig  1889,  Verlag  von 
U.  ü.  T«ulm<;r.     04  9. 

l)ttM  Vorliiigendo  iul  eine  streng  durchgeführte  Zurückweisung  der  von 
Paul  du  noiM-Uey rnond  geroachten  Einwände  gegen  die  mechanischen 
Erklärungen  der  (Iravitation,  inBbesondere  gegen  die  vom  Verf.  vertretene 
Aui,  ^,     Gleichzeitig   wird  die  Unhaltbark^vt  des  von  Paul    du 


BoiB-Beymond  gegebenen  Beweises:  „die  Erklärung  der  Fernkraft  geb&re 

In  die  Theorie  der  unlösbaren  Probleme"  nachgewiesen,  so  dosa  demnach 
daa  dritte  Ignorabimus  als  verfrüht  bezeichnet  werden  aiKsa.  Den  Schluas 
bildet  eine  kritische  Untersuchung  der  von  Paul  du  Bois  Reymond  als 
Ersatz  fllr  die  mecbaniache  Construction  der  Gravitationserscbeinungen  dar- 
gebotenen Anschauung.  Dabei  eigiebt  sich ,  dass  diese  letztere  nicht  neu  ht 
und  schon  niehrfacb  angegriffen  wurde.     Verglichen  wird  dieselbe  mit  den 


Anschauungen  ZöUner's  und  der  letzten  von  Newton. 


D.  Nebbl. 


Guido  Lamprecrt,  Wetter,  Erdbeben  nnd  Erdenringe.  BcitrUgo  zur  agtro- 
nomischen  und  physikalischen  Begründung  der  Wetterkunde.  Zittau 
1890,  Verlag  der  Pahl'achen  Buchhandlung  (A.  Haaae}.  40  S. 
Nach  Feststellung  der  Aufgabe  der  Meteorologie  wird  die  Dauer  der 
Sonnenrotation  auf  der  v.  Bezold'achen  PeriodicitSt  der  Ge  witterers  che  i- 
Qungen  und  mit  den  Periodenlängen  fttr  die  verachiedeneu  BethKtigungen 
des  Erdmagnetismus  verglichen.  Um  nun  aus  dem  ungeheuren  Zahlen- 
material der  Wetterberichte  einen  periodischen  Charakter  feststellen  zu 
können,  bedarf  es  vor  der  wirklichen  Berechnung  der  Perioden  mathemaÜ- 
Echer  Kennzeichen,  deren  der  Verf,  vier  angiebt.  Im  Folgenden  werden 
einige  Wetter perioden  wirklich  bestimmt,  und  zwar  wurden  bearbeitet  die 
Meldungen  gr5ssten  monatlichen  Kiederschlags  im  Königreich  Sachsen,  Be- 
obachtungen des  Thierkreislicbtes ,  Tage  mit  SonnenbSfen  und  scbliesBlich 
Erdbebentage.  Das  Ergebniss  dieser  Berechuimgeu  veranlasst  den  Verf.  zu 
einer  astronomischen  Erklärung  der  Wetterperioden,  auf  welche  hier  nur 
hingewiesen  werden  kann,  da  Derartiges  besser  im  Zusammenhange  gelesen 
wird.  Das  Letztere  gilt  auch  bezüglich  der  Hypothesen  über  die  Schwing- 
ungen, welche  der  WSrme  und  Elektricität  zu  Grunde  gelegt  worden.  Aus 
einer  Reihe  von  elektrischen  Erscheinungen  glaubt  Verf.  die  +  Elektricität 
auf  Längsschwingungen,  die  —  Elektricität  auf  Querschwingungen  zurück- 
fuhren zu  müssen.  Die  physikalische  Erklärung  der  WettervorgHoge  be- 
trachtet die  Wärmeunterächiede ,  die  elektrischen  Span  nun  gsunterscbiede  und 
die  Bewegung  der  elektrischen  Kraftflächen  als  die  Ursachen,  aus  welchen 
sich  sSmmtliche  in  der  Witterungskunde  bekannten  Wirkungen  ableiten 
lassen,  Auf  Grund  der  mitgetheilten  Perioden  stellt  Verf.  eine  angenUherte 
Vorausberecbnung  des  Wetters  an,  die  indessen  noch  sehr  allgemein  ge- 
balten ist.  Im  Schlusscapitel  macht  der  Verf.  noch  einige  Vorschläge,  die 
darauf  abzielen,  geeignetes  Beobachtuagsmaterlal  fUr  das  Auffinden  von 
Wetterperioden  zu  sammeln.  g   Nebbl 


Pricb,   A   treatise  on  infinitesimal   oalonlns;  containing  differential  and 
integral  calculus,  calculus  of  variations,  applications  U>  algebri 


ElSi 


3- 


Hßck^mmm     thm4^  M^iU  nna^rtmffiMiik  m/  Tier  Baisde  »aigeiikbi  werden, 

4L»r#»  f M^^i^  4m^  tk400§t^iMlm  VuUfOfuAmDg  tob  ArbeiUMiciuDca  eatkalten 
IM/Mt#r  ///uiNM!^  M^//44^#M  *^«4  j^MT  m  der  Zwitefaeazeit  tob  aiidera-  8eiie 
I^#(mm^H  W//r44MV  ^  #^/  4mmi  ^  Werk  mit  drei  ßiades  mbgeschloeseB  wurde. 
I/U  liHiy/i#  iMf^fun^  iß4tt$Ufhi  um  einer  Porteetxmig  der  Dampfmaschinen 
Mii/t  4#m  ¥,wttiUfU  TM\  *U$r  Wirmemoioren ,  d,  L  den  Lafimotoren.  Im 
l/nkriifHM   Mui^n  iiA4t  diif   Hewprecbuog  der  früheren   Lieferungen  verwiesen 


B.  Nebel. 


W.  HDnmin,  Xw0l  Maiitritn  mit  drei  Fundamental  -  Gesetzen  nebst  einer 
'riimiiiu  ilnr  Atomtt  Krkllirungon  der  verschiedenen  Zustände  der 
MüUrltiii ,  iittihllnli  (Icir  Aiomo,  Aggregatformen  und  chemischen  Ver- 
lillMluiigdii  I  Nowiit  clor  Wttrmo,  Elektricität  und  des  Magnetismus 
iimIimI  I»  'endungnn  der  Atomtheorie  auf  die  Himmelskörper. 

Hiul  rlag  von  Kohlhammer.    62  8. 


Verfasser,  ein  Gegner  der  kinetischen  Gastheorie,  legt  seinen  Unter- 
suchungen drei  Gesetze  zu  Grunde,  nämlich  die  Aoziebang  der  ponderableu 
Materie  oder  das  Gravi tationsge se tz ,  die  Äbstossung  der  Aetherth eilchen 
oder  das  Aethergesetz ,  und  die  Anziehung  zwischen  yionderabler  Materie 
nnd  Äether  oder  das  CohSsionsgesetz.  Dnbei  treten  Consta-nten  auf,  Ober 
deren  GrSsse  der  Verf.  Annahmen  macht,  nährend  der  Leser  nichts  von 
deren  greiflicher  Erwägnng"  erföhrt  und  somit  auf  das  Glauben  resp.  Nicht- 
glauben  verwiesen  ist.  Dasselbe  gilt  auch  bezQglicb  späterer  Ännahmeu, 
bei  welchen  jede  Begründung  fehlt;  so  ist  z.  B.  der  feste  Acther,  also  auch 
die  Wärme  wägbar.  Das  Capitel  über  ElektricitHt  und  Magnetismus  beginnt: 
„Elektricitat  ist  einfach  Schrauben-  oder  Korkzieherbewegung  des  Aethers." 
Verf.  hatte  dem  früher  ihm  gegebenen  Rathe  Folge  leisten  sollen,  nHmlich 
seine  Ideen  wissenschaftlich  durchzuführen,  statt  ünfeiiiges  dem  Druck  zu 
abergeben  in  der  Hoffnung,  doss  Andere  auf  diesem  Fundament  weiterbaueu 
sollen.     Derartiges  passt  nicht  in  die  heutigen  eiacten  NaturnissenEchafteD. 

B.  Nebel. 

Ueihricu  Webek,  Elektrodynamik  mit  BerQcksichtignng  der  Thermoelek- 
tricitat,  der  Elektrolyse  und  der  Thermochemie.  Braunschweig  1889, 
Verlag  Yon  Friedrich  Vieweg  &.  Sohn,  177  S.  Preis  6  Mk. 
In  dem  Vorwort  führt  der  Verf.  den  Grund  an ,  weshalb  als  Titel  des 
Buches  statt  Grundlagen  der  Elektrodynamik  kurzweg  Elektrodynamik  ge- 
wöhlt  worden  ist.  Als  Basis  dient  diesem  Werke  die  Anschauung  Wil- 
helm Weber's  Über  das  Wesen  galvanischer  Ströme,  womit  die  wichtig- 
sten Gesetze  aus  dem  grossen  Gebiete  der  Glektrodyuamik  einheitlich  ab- 
geleitet werden.  In  dem  Abschnitte  über  den  galvanischen  Strom  wird  nach 
allgemeinen  Betrachtungen  über  denijelben  das  Ohm'sche  Gesetz  hergeleitet 
und  die  Slitze  über  die  Strom verzweigvingen  aufgestellt;  daran  reiht  sich 
die  Einfuhrung  neuer  Maasseinheiten.  Das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  wird  einer  eingehenden  Behandlung  unterzogen,  und  sodann  die 
Energiegleichung  für  den  galvanischen  Strom  entwickelt.  Tn  der  Thermo- 
elektricität  werden  zuerst  die  experimentellen  Thatsachen  mitgetheilt,  an  die 
sich  sodann  theoretische  Betrachtungen  anschüessen.  Bei  der  Elektrolyse 
wird  TOD  stöcbio metrischen  Betrachtnugeu  ausgegangen  und  sodann  Fara- 
day's  elektrolytische  Gesetze  erlSutert.  Dies  führt  zu  den  secnndSren  Pro- 
cessen ,  den  galvanischen  Elementen  und  der  elektrolytischen  Strominten- 
sitätsmessung. Nach  den  thermocheiuiacben  Betrachtungen  wird  der  Strom- 
kreis mit  Elektrolytb  untersucht.  Das  grosse  SchluBScapltel  umfasst  die 
Wechselwirkung  linearer  galvanischer  Strüme,  Darin  wird  zuerst  das  Gesetz 
von  der  Erhaltung  der  Energie  auf  zwei  Stromkreise  angewendet,  sodann 
die  Arbeitsg rossen  bestimmt  und  die  Wirkung  des  einen  Stromkreises  r 
den   andern   ermittelt;    das  Letztere   bildet   den  Üeberg&ag  vi  d%ii^  (^c« 


HistoriBch- literarische  Abtheilimg. 


auf  die  Besprechung  des  ersten   Bandes   in  dieser  ! 
Möge  der  dritte  Band  dieses  klassischen  Werkes  1 

B.  Nebel.  ' 


Zetzbghe,   Der  Betrieh  und  die  Schal tongeti  der  elektrischen  Telegra- 
phen,    bearbeitet    unter    Mitwirkung    von    mehreren    FacbmünDern. 
Zugleich    als  II.  Hülfte  des  111,  Bandes    dee  Handbuchs    der   elehtri- 
acheo  Telegraphie,     Heft  1,   mit  117    in    den  Text   gedruckten   Ab- 
bildungen.    Halle  a.  S.   1890,  Verlag  von  W.  Knapp.      196  8.  ' 
Das  vorliegende  Heft  mit  zwei  weiteren,  welche  noch  vor  Ende   1890 
erscheinen    sollen,    bildet   ein   für  sieb  abgeschlossenes  Werk,    das  zugleich 
auch  betrachtet  werden  kann  als  zweites  des  dritten  Bandes  des  Handbuchs 
der  elektrischen  Telegrapbie.    Welchen  Wertb  die  Herausgabe  eines  solchen 
Werkes    für    die  Telegrapbie    besitzt,    darauf  hinzuweisen   ist  vBllig   über- 
flüssig,   zumal   dieselbe    von    einem  Manne    lierrUhrt,    der    frUber  selbst  im 
ßeichsdieuste    praktisch    thStig    war   und    mit   der   Literatur  auf's  Inoigate 
vertraut    ist.      Seitdem    die   Telegraphie    in    den  Lehrplao    der    technischen 
Hochschulen  aufgenommen  worden  ist,  war  deren  wissenschaftliche  Behand- 
lung   besiegelt;    denn    das    Telegraphenwesen    ist    heutzutage    derartig  au- 
gewachsen,  dass  ein  rein  praktisches  Erlernen  nicht  mehr  ausreicht.  —  Die 
erste  Äbthoilung  dieses  Heftes  behandelt  die  lelegraphischen  Betriebs-  und 
Schaltungsweisen  im  Allgemeinen,  während  die  zweite  die  Schaltungen  für 
die    einfache  Telegraphie  betrachtet.     Die   letztere   zerfällt  wieder  in  solche 
für  Leitungen  ohne  Ladung  und  in  solche  fttr  Leitungen  mit  Ladung.    Wer 
in   derartigen  Dingen  sich  Raths   za  erboten  hat,   findet  ihn  am  besten  in 
diesem  Werke,    weshalb   es    wUnschenswerth  ist,    das»  auch  die  beiden  an- 
deren Hefte  möglichst  bald  erscheinen.  jj   UbbbIi        ■ 


BoBCoe,    Sie   Spectralanalyse    in    einer  Beihe    von   sechs  Vorlesungen    mit 
wissenschaftlichen    Nach  trügen.      III,  Auflage,    neu    bearbeitet    vom 
Verfasser  und   Arthur   Schuster.     Mit  123  Holzstichen,   Chromo- 
lithographien ,    Spectrnl tafeln    etc.     Braunschweig  1890,    Verlag  von 
Friedrich  Vieweg  &  Sohn.     466  S.     Preis  16  Mk. 
Die  vorliegende  deutsche  Ausgabe  schliesst  sich  eng  an  die  viert«  eng- 
lische   an    und    enthalt   die  Errungenschaften    bis    in    die  neueste  Zeit;    nur 
solche   Fragen    wurden  ausgeschlossen ,    welche   von    den    Fachgelehrten    als 
noch    nicht   genügend  abgeschlossen    betrachtet  werden  können.     Schon  die 
äussere  Form,   die  gesammte  Spectralanalyse  in  sechs  Vorlesungen  wieder- 
z'  -tet   darauf  hin,   dass  dieses  Werk    zunächst   für  ein  grösseres 

ohnet  ist;  daför  spricht  awcfe  äw  «W^em«™  ■^iii«'Ofaii\\tta 
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läateroBg  der  Erscheinungen.  Gleichzeitig  bemerkt  man  das  Bestreben, 
auch  dem  Fachgenossen  eine  vollständige  Zasammenstellong  zu  liefern;  dies 
giebt  sich  namentlich  in  den  zahlreichen  Anhängen ,  sowie  in  dem  ausflihr- 
lichen  Literaturverzeichniss  deutlich  zu  erkennen.  Auf  den  reichen  Inhalt 
des  Buches  näher  einzugehen,  würde  zu  weit  fahren.  Dem  Laien  sowohl, 
als  auch  dem  Fachgelehrten  kann  es  nur  wärmstens  empfohlen  werden. 

B.  Nebel. 


W.  Wäge  ,  Netze  zum  Anfertigen  zerlegbarer  Erystallmodelle.  Für  höhere 
Lehranstalten  und  zum  Selbstunterrichte  herausgegeben  und  erläutert. 
13  Tafeln  und  Text.  2.  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Berlin 
1890,  L.  Qärtner's  Verlagsbuchhandlung  (H.  Heyfelder).    Preis  3  Mk. 

Gegenüber  der  ersten  Auflage  ist  die  vorliegende  bedeutend  erweitert, 
so  dass  sich  jetzt  über  60  verschiedene,  zerlegbare  und  unzerlegbare  Kry- 
Stallmodelle  anfertigen  lassen.  Derartige  Modelle,  von  den  Schülern  selbst 
hergestellt,  sind  in  jeder  Beziehung  nützlich;  einmal  wird  das  Interesse  des 
Lernenden  wesentlich  gesteigert,  wenn  er  genöthigt  ist,  selbst  Hand  anzu- 
legen, sodann  bleiben  diese  Gegenstände  in  seinem  Besitze,  wodurch  spä- 
tere Recapitulationen  ungemein  erleichtert  werden;  schliesslich  ruht  die 
Gehimthätigkeit  während  der  Anfertigung  mehr  oder  weniger  aus,  worauf 
bei  dem  heutigen  Unterricht  sehr  geachtet  wird,  während  die  stereo- 
metrische Auffassung  sich  gleichsam  spielend  befestigt.  Wenn  irgend  die 
Zeit  es  gestattet ^  sollten  derartige  üebungen  nicht  versäumt  werden. 

B.  Nebel. 

W.  Voigt  ,  ITeber  die  innere  Reibung  der  festen  Körper,  insbesondere 
der  Krystalle.     Göttingen  1890,  Verlag  von  Dieterich.    47  S. 

Mit  der  vorliegenden  Arbeit  eröffnet  der  Verf.  eine  Beihe  von  Unter- 
suchungen, deren  Zweck  ist,  die  Erscheinungen  der  inneren  Beibung  auf 
fundamentale  Constanten  zurückzuführen.  Während  die  erste  Mittheilung 
ausschliesslich  theoretische  Grundlagen  enthält,  so  sollen  die  folgenden  die 
Bestimmungen  der  Beibungsconstanten  ftlr  eine  Beihe  isotroper  und  aniso- 
troper fester  Körper  bringen.  j^  Nbbbl. 


Ch.  Aug.  Voolbr  ,  Geodätische  ITebungen  für  Landmesser  und  Ingenieure. 
Mit  36  eingedruckten  Abbildungen.  Berlin  1890,  Verlag  von  Paul 
Parey.    216  S.     Preis  7  Mk. 

Die  grosse  Zuhörerzahl  des  Verf.  war  die  Ursache  zur  Herausgabe 
dieses  üebungsbuches ;  denn  es  ist  in  diesem  Falle  unmöglich,  jeden  Ein- 
zelnen bei  seinen  praktischen  Üebungen  zu  unterweisen.     Daher  ist  e^ 


BadOrfBica  gewordes,  mm  Beil»  tob  Ao^Bben  tu  ISmh,  weJ^«  »b  Vor- 
irild  bei  d*B  weiteraii  Cefavagea  diesen  aoUen.  Dkbä  wurde  hanptaSch&ch 
dtnof  Wertb  gel«gt,  niclit  zariel  ADfg]^ieii  ni  geben,  MMidera  die  einselnen 
giUsdlicb  dnrchznflÜireB-  IHe  Anfgabeo  behtiideht  die  PlMtealbeünog  and 
Orroxregetong ,  du  Abiteekea  Ton  Oendes  und  KreiMB,  die  Polygoo-  und 
Kleinpunktc ,  din  TnBogtilBtiOB,  die  PankteiaaebBltaDg ,  das  NivelUreD,  die 
trigODometriicbe  und  barometrische  Habenmessnag ,  die  Tacbymetrie,  die 
InstromeDteDkiiade  nod  die  ADsgleichangirecbaatig.  —  Da  ein  derartiges 
Bucb  biab«r  fehlte,  »o  wird  es  gewiss  ancb  an  anderen  Hocbächolen  Tiel- 
facb  VerwendoDg  Soden.  g  Nkbei- 


Ä.  Vüi-fh,  Leitfaden  and  Anfj^beniammlong  für  den  Unterricht  in  der 
angewandten  Heohanik.  1.  u.  2.  Heft.  Leipzig  1890,  Verlag  von 
D,  G.  TcHbüer.  140  n.  180  8. 
OioHer  LeitCtuiea  ist  dem  ünlerricbt  an  einer  Geverbeachole  entsprangen; 
Indeiaeu  glaubt  der  Verf.,  daeB  auch  die  Lehrer  der  Pbj'sik  an  Gymnaeien 
nnil  Roalacbulen  Nutzen  daraus  ziehen  werden.  Mit  dem  Inhalt  des  ersten 
IIufUiN,  welcher  die  ElemeDtarmecbaDik  bebandelt  und  diese  auf  die  ein- 
fachen MaDchinen  anwendet,  künuen  wir  uns  ganz  einverstanden  erklären. 
Duielbo  gilt  auch  fdr  die  beiden  ersten  Abschnitte  des  zweiten  Heftes- 
Wa«  aber  den  3.  und  4.  Abgchnitt  des  letzteren  Über  die  Wärme  und  die 
Kiekt romech an ik  betrifft,  §o  scheint  der  Inhalt  fUr  die  genannten  Schul- 
kreiiu  denn  doch  zu  hoch  angelegt  zu  sein.  Dabei  zeigt  sich,  dass  der 
Verf.  eigentlich  Physiker  ist  und  die  genannten  Diaciplinen  zn  sehr  in  die 
Mechanik  bereimuzieheu  aucht,  während  das  Meiste  in  der  Physik  behan- 
delt werdeu  sollte,  Verf.  weicht  vielfach  von  dem  herkömmlichen  Wege 
üb,  wn»  derselbe  auch  in  dem  Vorwort  hervorhebt,  was  ja  anerkannt  werden 
muK.K,  wenn  nur  dns  VersUltidnies  nicht  Noth  leidet.  Der  üebergang  von 
dem  elektrostatischeu  zu  dem  etektro magnetischen  Maasssystem  scheint  für 
einen  liomo  novm  denn  doch  zu  schwierig,  da  würe  der  althergebrachte 
Weg  wohl  besser  gewesen.  Mit  §§  195  und  196  des  zweiten  Heftes  und 
iltiu  nntsprechundeu  Figuren  sind  wir  nicht  gauz  eiuverstanden.  WSre  als 
Einheit  der  Äbsciaae  die  Wideratandseinheit,  als  diejenige  der  Ordinate  die 
PotcDtialeinbeit  gewühlt  worden,  eo  h&tte  sieb  aus  der  Neigung  der  Geföll- 
liuio  die  StromattLrke  ergeben,  die  natürlich  fUr  alle  TheÜe  des  Stromkreises 
die  gleiche  sein  niuss.  Die  Diction  ist  durchweg  kurz,  die  nicht  gerade 
zithlroichon  Aufgaben  sind  prUeis  und  knapp  ausgedrückt,  ohne  Mittheilung 
boiw.  Andeutung  der  Lösungen.  Daraus  folgt,  dass  es  sich  nur  mit  Hilfe 
Hrers  verwenden  lilsst,  dass  es  aber  in  diesem  Falle  gute  Diet 
'*■''■  n.  NebblJ 
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A.  F.  MÖBius,  Hauptsätze  der  Astronomie.  7.  Auflage,  umgearbeitet  und 
erweitert  von  H.  Cranz.  Mit  29  Figaren  und  einer  Tabelle.  (11.  Bd. 
Sammlung  Göschen.)  Stuttgart  1890,  Verlag  von  0.  J.  Göschen, 
ms.     Preis  geb.  80  Pf. 

Das  kleine  Buch  enthält  eine  Menge  Wissenswerthes  aus  der  Astro- 
nomie und  wird  daher  von  Allen,  welche  sich  für  die  Astronomie  inter- 
essiren ,  sich  aber  nicht  näher  damit  beschäftigen  können ,  mit  Freuden  be- 
grttsst  werden.  Von  grossem  Werthe  ist  die  beigefügte  Tabelle.  Für  eine 
nächste  Auflage  möchten  wir  der  Verlagsbuchhandlung  empfehlen ,  statt  der 
Zusammenstellung  der  Namen  der  vorzüglicheren  bei  uns  sichtbaren  Stern- 
bilder ein  kleines  einfaches  Kärtchen  beizufügen ,  in  welchem  die  zu  einem 
Sternbilde  gehörigen  Sterne  durch  Linien  vereinigt  sind,  wodurch  es  dem 
Laien  ermöglicht  wäre,  sich  selbst  am  Himmelsgewölbe  zu  orientiren.  Dass 
hierdurch  das  Büchelchen  wesentlich  an  Werth  gewinnen  würde,  wird  Jedem 
einleuchten.  —  Die  ganze  Ausstattung  verdient  volle  Anerkennung. 

B.  Nebbl. 


Fr.  Buchholtz,  Die  einfache  Erdzeit  mit  Stundenzonen  und  festem  Welt- 
meridian  als  Zifferblatt  ohne  Störung  der  Tageszeiten  für  alle  Länder 
und  Völker  der  Erde.    Berlin  1890,  C.  F.  Conrad's  Buchhandl.   31  S. 

Verf.  ist  auch  für  die  Einführung  der  Stundenzonen,  glaubt  aber,  dass 
wir  Menschen  nicht  berechtigt  seien,  von  dem  Greenwicher  resp.  Pariser 
Meridian  auszugehen,  sondern  dass  wir  einen  sogenannten  Weltmeridian  zu 
Grunde  legen  müssen,  der  nur  durch  die  Behringsstrasse  gehen  könnte. 
Verf.,  ein  pensionirter  Prediger,  kommt  dabei  vom  Hundertsten  ins  Tau- 
sendste und  beschäftigt  sich  mit  Dingen,  die  keineswegs  Beweisgründe  für 
diesen  Weltmeridian  liefern.  g  Nebel 


F.  Kerz  ,  Weitere  Ausbildung  der  Laplaoe^sohen  Nebularhypothese.  Erster 
und  zweiter  Nachtrag.  Leipzig  und  Berlin  1888  und  1890,  Verlag 
von  Otto  Spamer.     127  und  66  S.     Preis  3  Mk.  und  1  Mk.  60  Pf. 

Der  erste  Nachtrag  ist  eine  rechnerische  Umgestaltung  seiner  früheren 
Arbeit,  in  welcher  einige  Hauptfehler  untergelaufen  sind.  Der  zweite  Nach- 
trag behandelt  die  ganze  Nebularhjpothese  in  populärer  Form,  wobei  die 
im  ersten  Nachtrag  gewonnenen  Bechnungsresultate  nur  mitgetheilt  werden. 

B.  Nebel. 


Historisch  -  literarisobe  Äbtbeilung. 

Die  Elemente  der  Geometrie  mit  RÜckticiit  auf  die  absolate  Qeometrie. 
Von  Dr.  Max  8ihok,  Oberlebrer  am  Lyceum  zu  Strassburg.  Straas- 
burger  Druckerei  und  Verlagaaastalt,  18Ü0.     8", 

Eine  gebaltvolle  und  anregende  Druckschrift  vou  IV  und  72  Seiten. 
Der  Verfasser  veröffentlicht  in  derselben  seinen  Lehrgang  in  den  Elementen 
der  Geometrie  und  führt  sodann  durch  eine  Reihe  von  ÄnmerkuDgen  den 
Leser  ein  in  die  Elemente  der  nicht -Euklidischen  oder  absoluten  Geometrie. 

Nach  den  Definitionen  und  Axiomen  der  Einleitung  folgt  als  erstes 
Capitel  die  Lehre  von  der  „Congruenz".  Ausgehend  von  dem  fruchtbaren 
Begriffe  der  Gegenpunkte  bezüglich  einer  Axe  begründet  der  Verfasser  u.  A. 
die  Sätze  von  den  Normalen  zu  einer  gegebenen  Geraden ,  von  den  Schnitt- 
punkten zweier  Kreise  oder  eines  Kreises  und  einer  Geraden,  von  den 
gleichschenkligen  Dreiecken,  sowie  die  Congruenzaätze.  Alle  diese  Sfitze 
gelten  unabhängig  von  dem  Parallelen axiom.  Da  zwei  Gerade  einer  Ebene 
sich  nicht  schneiden,  wenn  sie  zu  derselben  dritten  normal  sind,  so  tritt 
uns  im  zweiten  Capitel  vom  nParallelismus"  ahbald  die  Frage  entgegen: 
Giebt  es  in  der  Ebene  Nichtsichschneidende,  welche  nicht  auf  denselben 
Geraden  senkrecht  stehen?  Das  PHralleleoBiiom  Euklid's  verneint  diese 
Frage,  indem  es  in  der  Ebene  zu  einer  Geraden  durch  einen  Punkt  nur 
eine  N icbtsch neidende ,  die  Parallele,  zul&sst.  Dieses  von  Mathematikern 
und  Philosophen  so  vielfach  discutirte  Axiom  ist,  wie  der  Verfasser  nSher 
ausfuhrt,  identisch  mit  jedem  der  folgenden  Sätze ;  Durch  drei  Punkte,  die 
nicht  in  einer  Geraden  liegen,  ist  stets  ein  Kreis  möglich;  eine  Gerade  der 
Ebene,  welche  auf  der  einen  von  zwei  Parallele u  senkrecht  steht,  ist  auch 
zu  der  andern  normal ;  es  giebt  in  der  Ebene  ein  Rechteck ;  es  giebt  ein 
(endliches]  Dreieck,  dessen  Winkelsumme  zwei  Rechteist  (Lobatschewslcy); 
durch  jeden  Punkt  innerhalb  eines  Winkels  ISsst  sich  eine  Gerade  ziehen, 
welche  beide  Schenkel  schneidet  (Legendre);  zwei  Gerade  einer  Ebene 
sind  parallel ,  wenn  sie  von  irgend  einer  dritten  unter  gleichen  WechseU 
oder  Gegenwinkeln  geschnitten  werden.  —  Das  dritte  Capitel  handelt  „vom 
Kreise",  seinen  Sehnen.  Tangenten,  Peripherie  winkeln  etc.,  und  beüSufig 
von  den  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks.  Das  vierte  und  letzte  Ca- 
pitel ist  überschrieben  „StreifeDsysteme"  und  erörtert  die  Satzgruppe  des 
Pythagoras,  dann  die  Theilung  und  Messung,  endlich  die  Aehnlicbkeit. 
Die  Systeme  congruenter  Streifen,  welche  in  der  Ebene  von  äquidiatanten 
Parallelen  begrenzt  werden ,  bilden  die  gemeinsame  Grundlage  dieser  Erörte- 
rungen. 

Ein  besonderes  Interesse  bieten  die  Anmerkungen  Über  die  „Elemente 
der  absoluten  Geometrie'  auf  den  letzten  32  Seiten  der  Druckschrift.  Zu 
dieser  einwurfsfreien  nicht-Euklidischen  Geometrie  gelangt  man  bekanntlich, 
nenn  man  vou  dem  Parallelenaxiom  absiebt  und  zugiebt,  dass  in  der  Ebene 
zu  einer  'schiedeni^  Nichtschneidende  durch  einen  Punkt  möglich 

oder  ü'  n  einer  Geraden  geben  dann  zwei  Parallele  durch  jeden 


L 


PuDkt  und  unendlicli  viele  Nichtschneideude,  welche  ia  awei  von  den  Pual- 
leleu  gebildeten  Scbeitelwinkela  liegen.  Gauss  hat  schon  1793  mit  der 
nicht -Euklidiecben  Geometrie  sieb  beschäftigt;  doch  kenneu  wir  von  seineu 
Ergebnissen  nur  die  wenigen  bedeutenden  SUtze.  welche  in  seinem  1S60 
bis  1865  -veröffentlichten  Briefwechsel  mit  Seburaacber  (II,  S.  268  u. 
431;  V,  S.  S?46)  enthalten  sind.  Lobatsche wsky  und  J.  Bolyai  sind 
seit  1829  bezw.  1832  die  Begründer  der  absoluten  Geometrie  geworden, 
und  R.  B a 1 1 ze r  hat  das  Verdienst ,  zuerst  in  einem  Lehrbuche ,  seinen 
, Elementen  der  Mathematik"  (1874,  4.  Aufl.),  dieselbe  berücksichtigt  zu 
haben.  Während  aber  Baltzer  sich  auf  wenige  oben  angeführte  Sätze 
beschrankt,  dringt  die  vorliegende  Druckschrift  Dr.  Simon's  weit  tiefer  ein 
in  die  absolute  Geometrie. 

Da  in  wetteren  mathematischen  Kreisen  die  absolate  Geometrie  noch 
wenig  bekannt  ist,  so  dürfte  die  folgende  üebersicht  der  wichtigeren,  in 
der  Druckschrift  noch  enthaltenen  Sätze  von  allgemeinerem  Interesse  sein. 
Die  Lothe  aus  den  Punkten  einer  Geraden  g  auf  einer  zu  g  parallelen  Ge- 
raden g^  nehmen  in  der  absoluten  Geometrie  ab  nach  der  Seite  des  gemein- 
samen unendlich  fernen  Punktes  hin;  zugleich  werden  die  „  Parallel  Winkel ", 
welche  die  Lothe  mit  g  nach  dieser  Seite  bin  bilden,  immer  grösser,  Die 
Punkte ,  welche  in  der  Ebene  von  einer  Geraden  einen  gegebenen  Abstand 
haben,  liegen  nämlich  nicht  in  zwei  parallelen  Geraden,  sondern  in  zwei 
BAbstandsiinien",  die  mit  keiner  Geraden  mehr  als  zwei  Punkte  gemein 
haben.  Za  jedem  Abstände  zwischen  zwei  Parallelen  (d.  b.  eines  Punktes 
der  einen  von  der  andern)  gehört  ein  bestimmter  Parallelwinkel ,  und  um- 
gekehrt; zwei  beliebige  Streifen  zwischen  je  zwei  Parallelen 
sind  folglich  congrueut.  Zu  zwei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  der 
Ebene  giebt  es  nur  eine  gemeinsame  Normale;  die  Abstände  der  Punkte 
der  einen  Geraden  von  der  andern  nehmen  zu  mit  ihren  Abstünden  von 
dieser  Normale,*  und  der  kleinste  Abstand  fällt  auf  die  Normale. 

In  der  absoluten  Geometrie  geht  ein  veränderlicher  Kreis,  wenn  sein 
Mittelpunkt  von  einem  gegebenen  Kreispunkte  unendlich  sich  entfernt,  nicht 
in  eine  Gerade  über,  sondern  in  eine  Curve,  den  „Grenzkreis".  Jede  Tan- 
gente des  Grenzkreises  ist  zu  dem  Radius  ihres  Berührungspunktes  normal, 
jede  Sehne  desselben   bildet  mit  den  Radien   ihrer  Endpunkte  ein  gleich- 

*  Zum  Beweise  dieees  Satzes  fahrt  Dr.  Simon  an,  dasB,  wenn  die  letzteren 
Abelände  zunehmen,  die  ersteren  entweder  fortwährend  wacbeen,  oder  fortwährend 
abnehmen,  und  daaa  im  Falle  der  Abnahme  die  beiden  Geraden  zwei  Funkte, 
tei  es  im  Endlichen  oder  im  Unenillichen ,  gemein  haben  würden.  Dieser  Be- 
weis genügt  nicht;  denn  die  Abstände  könnten  trotz  ihrer  Abnahme  einer  end- 
lichen unteren  Grenze  sich  clLbem,  und  die  eine  Gerade  künnte  von  einer  Ab- 
«tandBÜnie  der  andern  eine  Aajmptote  sein.  Dieee  Lücke  iu  der  SewelefLibrung 
wird  um  so  empfindlicher,  als  gleich  hernach  aus  jenem  Satze  gefolgert  wird,  dass 
in  der  absoluten  Geometrio  die  Winkelaumme  jedes  DreiecltB  >!einer  nis  zwei 
Hechte  ist, 
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aoeeer  Augen  lusen.  Er  allein  begründet  die  Berechtigung  . 
matbematiacher  Aufgabensammlungen,  nnd  es  ist  nicht  abzusehen, 
die  ungewandte  Mathematik  in  dieser  Beziehung  übler  fahren  Bollte.  Nicht 
als  ob  «in  aus  Formolableiliuig  und  Forroelanwendung  veioinigt  hergestelltes 
Blich  —  ein  Seilentitück  zu  Dßlp's  vielgebrauchlen  Aufgaben  zur  DifTercn- 
liftl-  und  Integralrechnung  —  undenkbar  wSre,  aber  bei  der  grossen  Man- 
nigfalligkeit  der  naturwisaeuachaftlichen  Anwendungen  würde  es  zu  einem 
Umfange  anwachsen  und  einen  Preis  notbweiidig  machen,  bei  denen  die 
Bemitzbarki'it  thataSchlich  aufhören  mlls^te.  Man  lese  nur  in  den  von  dem 
Vurfftascr  den  beiden  bisherigen  Heften  angehüngteu  LiteraturTerzeichnissen 
die  Titel  der  kleineren,  aber  auch  der  grösseren  Schriften  nach,  auf  welche 
Herr  Fuhrmann  sich  ah  Quellen  beruft,  um  eine  Ahnung  toil  dem 
dienstbiir  gemachten  Material  zu  erhalten.  In  der  Vorrede  ist  der  Wnnsch 
ausgesprochen,  die  Studivenden  der  Chemie  möchten  bei  der  Richtung, 
welche  diese  Wissenschaft  in  dem  letzten  Jahrzehnt  etwa  eingeschlagen  hat, 
vorharren  und  sich  lu  diesem  Zwecke  mit  der  nöthigen  mathematischen 
Ausrüstung  versehen.  Der  Lehrer  der  Mathematik  an  Universität  and  Poly- 
technikum wird  sich  gewiss  damit  einverstanden  erkiitren,  aber  wird  der 
Lehrer  der  Chemie  seinen  Schülern  die  Zeit  dazu  übrig  lassen?  Dorthin 
scheint  nns  in  erster  Linie  die  Anforderung  gerichtet  werden  zu  mUesen, 
welcher  man  nicht  mit  der  wohlfeilen  Entschuldigung  ausweiofaea  kann, 
die  Mittelschule  solle  die  jungen  Leute  besser  vorbereitet  entlassen.  Der 
Infinitesimalcalcul  gehört  nicht  auf  die  Mittelschule,  deren  Zöglinge  ihrem 
Alter  nach  dafür  noch  nicht  reif  sind.  Will  man  auf  der  Hochschule  den 
Intinitesimalcalcul  anwenden,  so  muss  man  es  ermöglichen,  dass  er  dort 
von  Denen,  die  ihn  anwenden  sollen,  zuvor  erlernt  werde.  Cantor 


Einfache  Tersiohernn^Breohniuigeii   von   Karl   Lembdkb.    Seminarlebrt 

I.  Versicherungen    auf   den   Todesfall    mit   Beröcksichtigi 
der  Rechnungsgrundlagen  des  Lebensversicherungs- Voreins  für  nie< 
lenbiirgische  Lehrer;   II.  Versicherungen  auf  den  LebensfaU 
mit  Berücksichtigung  der  ftecbnungsgrundlagen  der  Kaiser  Wilheln 
Spende  elementar  entwickelt  und  dargestellt.     77  a,  49  8.    Parcll 
i.  M.  imo,  bei  H.  Wehdemann, 
Der   unmittelbare   Zweck    des  Verfasijers    ist  der,    seine   heimathlidl 
Berufsgeuossen    mehr  und  mehr  dem  Leb ens v e rii ich enings vereine  fUr  med 
lenburgieche    Lehrer    und    der    Kaiser  Wilhelms -Spende    zuzuführen, 
ersteren  Vereine    für  Versicherungen    auf  den    Todesfall,    dem    zweiten   I 
solche   auf  den  Lebensfall.      Er   sucht  diesen  Zweck    dadurch    zu    erfllltti| 
dass  er  r  Klarheit  die  Regeln  auseinandersetzt,  welche  die  jec 

aahmen  der  Veraicbecangsgesellaohaft  berechnen  lu 


und  dass  er  zeigt,  wie  die  beiden  von  ihm  empfohleuea  Vereine  in  ibren 
Satzungen  jene  Regein  befolgen.  Herrn  Lembcke's  Auseinandersetzungen 
zeichnen  sich  vor  manchen  Hhnlichtn  auch  dadurch  aus,  dass  von  der  Bil- 
dung der  Sterblichkeitsliüten  gehandelt  ist,  wBhrend  dieselben  sonst  einfach 
als  vorbanden  vorausgesetzt  zu  werden  pflegen,  und  durch  ein,  wenn  auch 
nur  kurzes  Verweilen  bei  dem  VertheilungsverbSllnisBe  iler  Jahres  Überschüsse 
in  Gestalt  von  Dividenden.  Einer  wichtigen  Bemerkung  sind  wir  allerdings 
bei  Herrn  Lembcke  nicht  begegnet,  der  nämlich,  dats  bei  sonst  gleichen 
Satzungen  diejenige  Versicberungsgesellschaft  die  grösste  Sicherheit  gegen 
die  Gefahren  einer  Debersterhlichkeit  bietet,  welche  ihre  Mitglieder  über 
den  grösBten  FlOcbenraum  vertheilt  besitzt,  weit  nur  dadurch  strichweise 
auftretende  Krankheiten  ibren  schädigenden  Einflus£  einbUsaen.  Freilich 
spricht  diese  Tbatsacbu  gegen  jede  eng  localisirte  Versicbeningsgemeinschaft, 
und  so  auch  gegen  jene  der  mecklenburger  Lehrer,  so  vortrefflich  eie  ge- 
ordnet und  verwaltet  sein  mag.  Auch  im  Versicherungswesen  gilt  das  Wort 
vom  grossen  Ganzen,  dem  man  mit  VorlheU  sich  anzugliedern  bestrebt  sein 
müsse ,  und  wir  würden  den  mecklenburger  Lehrern  viel  eher,  als  den  Rath 
zum  Eintritt  in  ihren  Sonderverein ,  den  entgegengesetzten  Rath  ans  Herz 
legen :  mit  ihrem  ganzen  Vereine  einer  der  bestehenden  grossen  deutschen 
Gegen seitigkeitsgesellschafteu  beizutreten,  die  in  Gotha,  Karlsruhe,  Leipzig, 
Stuttgart  ihren  Sitz  haben,  Die  Kaiser  WilheJmB- Spende  dagegen  iat  Über 
ganz  Deutschland  ausgedehut  und  kann  deshalb  fUr  Versicherungen  auf  den 
Lebensfall  um  so  unbedenklicber  empfohlen  werden,  als  jene  genannten 
Gegenseitigk ei tsgeseil Schäften  dieser  Gattung  von  Versicherungen  eohr  küU 
gegenüberstehen,  wenn  sie  überhaupt  sich  darauf  einlassen.  Cantor 
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Elementary  Algebra   edited    for  the  Syndics   of  the  University  preas  by 
W.W.  RouSB    Ball,    fellow    and    mathematical    lecturer    of  Triuity 
College,  Cambridge;    author  of  a  history  of  mathematics,  a  hiatory 
of  the   study  of  mathematics  at  Cambridge,   etc.     Cambridge  1890 
at  the  Dniversity  jiress.     XV,  486  pag. 
Das    uns  zur  Anzeige  vorliegende  Buch  ist  eine  durchaus  auf  die  An- 
fangsgrunde   sich    beschränkende    Buchstabenrechnung.      Irgendwelche    An- 
sprüche   auf    wisBenschaftliche   Strenge    oder   auf  neue   Entwickelungen   zu 
erheben,    wäre    dem    ausgesprochenen    Zwecke    dea    Buches   gegenüber   un- 
gerecht.    Unter  den  Lehrbüchern  niederster  Ordnung  wird  es  vermöge  der 
zahlreich    aufgenommenen    Beispiele    und    der    hübschen    Ausstaltung    eine 


immerhin  ehrenvolle  Stellung  einnehmen. 


Cantor. 
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Oeometry  in  Seligion  and  the  exact  dates  in  biblical  history  after  ihe 
monnments  or  the  fundamental  principles  of  christiaiiitj,  ihe  pre- 
cessioDal  year  etc.  as  based  on  the  teaching  of  the  ancients  bj  Ihe 
cube ,  Square ,  circle ,  pjramid  etc.  London ,  A.  Breusinger.  Leipzig, 
A.  Twietmeyer.     VII ,  96  S. 

Referent  glaubt,  der  Verfasser  beabsichtige  zu  zeigen,  dass  kein  ein- 
ziges Wort  und  keine  einzige  Zahl  in  den  Schriften  des  alten  und  des 
neuen  Testaments  so  zu  verstehen  seien ,  wie  der  Wortlaut  besage,  üeberall 
sind  dem  Verfasser  symbolische  Bedeutungen  klar,  zu  welchen  er  den 
Schlüssel  meistens  aus  Aegypten  sich  verschafft.  Indessen  scheint  auch 
rabbinische  Kabalistik  des  Buches  Yezirah  und  englisch  -  amerikanische  Frei- 
maurermystik ihr  Scberflein  beigetragen  zu  haben.  Gern  würde  Referent 
die  Hauptpunkte  hervorheben,  wenn  es  ihm  gelungen  wäre,  das  Büchlein 
zu  verstehen ;  allein  es  wurde  ihm  dabei  so  dumm ,  als  ging*  ihm  ein  Mühl- 
rad im  Kopfe  herum.  Cantor. 
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Dr.  Ernst  Schröder,  Torlesniigeii  über  die  Algebra  der  Logik  (Ezäö! 
Logik).     Erster  Band.     Leipzig,  Tenbner.    1890.   8".   XII  u.  717  S. 

Schröder  bat  in  seinem  „Operationskreis  des  Logikkalkuls"  (1877) 
eine  kurze  üebersi cht  der  von  Boole  ecbon  1847 — 1854  geschaffenen  recb- 
neuden  Behandlnnge weise  der  Logik  in  einer  Darstellung  gegeben ,  die  vor 
dem  Original  eine  consequentere  Behandlung,  die  systematische  Einftihmng 
der  Negation  und  die  Vermeidong  aller  ans  der  Arithmetik  herüber  genom- 
menen Symbole  voraus  hatte.  In  der  Zwischenzeit,  die  zwischen  dem  Er- 
Gcheineu  des  genannten  Schriftobens  und  dem  des  hier  anzuzeigenden  Buches 
liegt,  hat  der  Verf.  mit  unermüdlichem  Fleisse  die  Fortschritte  verfolgt, 
welche  wir  den  Engländern  und  Amerikanern,  vor  Allen  Charles  8. 
Peiree,  in  dem  Gebiete  des  Logikcalculs  verdanken,  und  giebt  nns  nun 
in  dem  oben  genannten  Werke  eine  ausführliche,  systematische,  mit  einer 
grossen  Zahl  von  werthvollen  eigenen  Untersuchungen  dnrchwebte  Darstel- 
lung der  ganzen  Theorie,  wie  sie  heute  vorliegt. 

Selbstverständlich  Hess  sich  an  manchen  Stellen  eine  Erörterung  und 
kritische  Würdigung  der  Ansichten  der  Philosophen  über  Sireitfragen  aus 
dem  Gebiete  der  Logik  nicht  vermeiden,  üeber  diese  Tbeile  des  Buches 
hier  ein  kritisches  Urtheil  abgeben  zo  wollen,  kann  mir  als  Mathematiker 
nicht  beifallen.  Ich  kann  nur  erklären,  dass  ich  mit  den  vom  Verf.  auf- 
gestellten Ansichten  UbereLnstimme  und  moss  mich  im  üebrigen  auf  den 
mehr  rechnenden  Theil  und  dessen  Behandlung  beschrilnken. 

Dies  i^t  sofort  der  Einleitung  gegenüber  am  Platze,  wo  zuuSchst  die 
schwierige  Frage  erörtert  wird,  wie  ein  folgerichtiges  Denken  mSglich 
ist,  dessen  Gesetze  die  Logik  geben  soll,  wie  die  Bedenken  und  Zirkel  zn 
vermeiden  sind,  die  sich  im  Begriffe  des  Widersproches  finden.  Schrö- 
der entscheidet  sich  fUr  die  Sigwart'sche  Ansicht,  derzufolge  das  Denken 
, logisch"  zu  nennen  ist,  wenn  eine  Denknothwendigkeit  uns  zwingt,  das- 
selbe zu  vollziehen  mit  der  üeberzeugung  absoluter  Gewissheit  und  der  Ver- 
bindlichkeit für  alle  Intelligenzen.  Dieses  logische  Denken  bat  die  Form 
der  Dednction  aas  identischen  ürtbeilen.  Und  die  Aufgabe  des  Logikcalculs 
in  seinem  ersten  Theile  ist  es  nun,  eine  Technik  zu  entwickeln,  welche  XU 
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gegebenen  Prämissen  oder  ADn&hmen  nufehlbar  alte  Folgerungen  liefert  oder 

etwaige  Widersprüche  anfzeigt.  Eine  philosophische  Abschweifung  Über  den 
Ursprung  des  logisoben  DeokeDS,  die  auch  die  Ansichten,  welche  Verf. 
nicht  theilt,  in  umsichtiger  Weise  beachtet,  leitet  dann  über  xu  einem 
Abschnitte  Über  Zeichen  und  Namen,  der  sich  hauptsUchlich  an  Tren- 
delenburg  anschliesst.  Es  wird  gezeigt,  wie  sich  allmUlig  in  einer  de- 
ductiven  Wissenschaft  das  Studium  der  Dinge  durch  das  Denken  mit  den 
Zeichen  ersetzt,  nnd  erörtert,  welche  Bedingungen  die  Zeichen  erfüllen 
müssen,  wie  sie  besonders  einsinnig  sein  mdssen.  Passende  Beispiele 
und  Hindeutungen  auf  interessante  psychologische  Fragen  beleben  die  Dar- 
stellung. Der  Beweis,  dass  neben  den  Eigennamen  noch  Gemeinnamen 
nothwendig  sind,  leitet  über  zu  dem  Begriffe,  in  dem  eine  bestimmte, 
von  anderen  unterschiedene  Gruppe  von  Merkmalen  zusammengefasst  wird. 
Je  nachdem  man  nun  den  Inhalt  des  Begriffs,  d.  h.  die  Gesammtheit  der 
in  ihm  vereinigten  Merkmale  betrachtet,  oder  den  Umfang,  nSmlich  die 
„Classe"  der  unter  den  Begriff  fallenden  Individuen,  kann  mau  eine  Logik 
des  Inhalts  oder  eine  des  ümfaugs  bilden.  Die  alte  Logik  hatte  das  erstere 
Ziel.  FUr  die  Logik  des  Umfangs  kämpft  SchrOder,  besonders  gegen 
Lotze,  und  sie  ist  es,  die  der  exakten  Logik  zu  Grnnde  liegt.  Aus  zwei 
Begriffen,  oder  vielmehr  den  durch  sie  bezeichneten  C lassen ,  setzt  sich  das 
Urtheil  zusammen,  das  aussagt,  dass  die  Subjectclssae  ganz  in  der  CJasse 
des  PrSdicate  enthalten  ist.  Die  Wortaprache  ist  häufig  nicht  sehr  geeignet, 
dies  VerhSltniss  mit  der  nGthigen  Oenauigkett  darzustellen,  während  die 
Zeichensprache  der  exakten  Logik  dies  mit  grösster  Kürze  und  Präcision  za 
thun  vermag.  Während  die  alte  Logik  unfruchtbar  war,  indem  sie  neae 
Probleme  nicht  aufzeigte,  hat  die  rechnende  Logik,  ähnlich  wie  die  gania J 
Mathematik,  den  Charakter,  dass  sie  stets  neue  Aufgaben  stellt.  I 

Das  Hauptzeichen  des  Logikcalculs  ist  das  Zeichen  ^  der  Subeanli 
tion,  das  in  der  Formel  a=^b  aussagt:  die  Classe  a  sei  in  der  b  enUial- 
ten  oder  mit  ihr  identisch,  und  das  gewöhnlich  mit  „ist"  übersetzt  werden 
kann.  Wie  in  Worten  ausgedruckte  kategorische  Urtheile  in  die  Zeichen- 
sprache der  Subsumtion  zu  übersetzen  sind,  welche  Vorsieh tsmassregeln 
bezüglich  der  Einsinnigkeit  der  Worte,  besonders  bei  solchen  wie  ^Einige" 
■a.  dergl,,  in  treffen  sind,  wird  ausführlich  erörtert.  Dann  wird,  zunILchst 
in  rein  formaler  Weise,  ein  Caicul  aufgestellt,  den  Verf.  als  „identischen 
Calcul'  bezeichnet.  Es  wird  angenommen,  es  sei  detinirt,  was  das  Zeichen 
=^  bei  irgend  einer  Mannigfaltigkeit  von  Dingen  bedeute.  Diese  Definition 
sei  derart,  dass  der  „Satz  der  Identität"  a^a  gelte  und  dass  aas  a^b, 
6 1^  e  folge  a-^e.  Ans  diesen  Annahmen  wird  dann  durch  strenge  Schlüsse 
bewiesen,  dass  a=^a,  dass  aus  a^b  und  b^c  a^c  folge.  Durch  die 
Subsumtionen  O^a,  o^l,  die  für  jedes  a  gelten  sollen,  werden  nun  zwei 
Ge>  t  1  adjnngirt,  von  welchen  besonders  die  Null  äusserst  wichtig 

^^^^^^^^  r  bei  ihrer  Einführung  «Ale  Op«tationea  ausführbar  werden. 
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Ea  folgt,  dass  a^O  die  Oleiclinn^  a  =  0,  and  l^a  a  =  l  nacfa  sicli 
zieht.  Nach  Peirce  werden  cvm,  wieder  rein  formal,  ah  und  a  +  6  definirt 
durch  die  Subsumtionen :  wenn  c^^n  und  ^ft  ist,  so  soll  gesetzt  werden 
C^ab  und  wenn  a  =^  c  and  b^c  ist,  so  soll  gesetzt  werden  o  +  6^C 
und  jeweils  umgekehrt.  Diese  Definitionen  faaben  die  Folge,  daas  ab^a 
und  ^ 6,  dasa  a  und  t  ^ a  +  &  sind ,  dass  0.a  =  0,  l.a  =  B,  0  +  a^a, 
1+0=1  ist.  Wiihrend  durch  die  gegebenen  Definitionen  ab  nur  als  PrS- 
dieat  und  a  +  b  nur  als  Subject  definirt  ist,  ergiebt  sich  aus  ihnen,  yer- 
möge  der  früheren  Definitionen  und  PrSniiBsen,  aach  wie  ah  als  Subject 
und  a-^-b  als  PrUdicat  zu  deflniren  ist,  indem  nümlich  ah^c  ist,  wenn 
aus  den  Subsumtionen  x^a  und  ü  =^  Et  stets  auch  X^c  folgt,  bezw. 
c^a-\-b  ist,  wenn  ans  a^x  und  b^x  c^x  folgt. 

Im  weiteren  Fortgang  werden  das  Commutations  -  und  das  Associations- 
gesetz  für  Addition  aud  Mnltiplicatioo ,  die  beiden  „ Tau tologiege setze" 
aa  =  af  a  +  a  =  (i,  und  die  Rechengesetze  bewiesen,  dass  ans  o=^&  folgt 
ac^he,  (i  +  c^ii  +  f,  als  specielle  Falle  der  Combination  der  Subsum- 
tionen a-^6,  a'^h'  zu  aa  ^bb'  nnd  a  +  a'=^6  +  b'.  Mit  Hilfe  der 
Multiplication  und  Addition  kann  man  die  Subsumtion  a^b  auch  in  Form 
der  Gleichung  a  =  ab  oder  in  der  a  +  6  =  Ö  schreiben.  Endlich  folgen 
noch  die  Gleichungen  a{a-\-b)^a,  a-\-  ab  =  a,  die  eine  der  wichtigsten 
Rechnungs regeln  giebt,  ab-\-ac-^a(fi-\-c),  o  +  6c^(a4-6){«  +  c),  die 
einen  Theil  des  Diatributionsgesetzes  ausdrücken,  und  wird  gezeigt,  dass 
aus  1  =  o  B  stets  a  =  1 ,    &  =  1,   aus  a  +  Zi  =  0  jeweils  a  =  0,    6  =  0  folgt, 

8o  weit,  aber  nicht  weiter  geht  die  strenge  formale  Dedaction  ans  den 
an  die  Spitze  gestellten  Prämissen  nnd  Definitionen. 

Freilich  wird  sie  im  Buche  nicht  in  der  nnnnterbrochenen  Reihe  vor- 
getragen, in  der  wir  hier  die  wichtigsten  Resultate  angeführt  haben,  son- 
dern sie  wird  unterbrochen  durch  eine  Vorlesung  über  die  Deutung  der 
Operationen,  bei  welcher  deren  materiale  Seite  ihr  Recht  erhalt.  Insbeson- 
dere ist  dabei  hervorzuheben,  dass  ah  zn  deuten  ist  als  die  Classe,  welche 
den  gemeinsamen  Theil  der  Classen  a  und  6  unifasst,  hezw.  als  Ndlclasse, 
wenn  sie  keinen  gemeinsamen  Theil  besitzen,  und  a-\-h  als  die  Indiri- 
dnen  umfassend,  welche  entweder  zu  a,  oder  zu  6,  oder  zu  beiden  gehören. 
Die  Eigenschaften  der  0  hat  dabei  die  NnllclaBse,  die  gar  nichts  ent- 
hält. In  ausfuhrlicher  Weise  wird  die  üebersetzung  aus  der  Wortsprache 
in  die  Zeichensprache  behandelt,  und  bei  der  Summe  a -f  6  die  Bedeutung 
von  „oder"  genau  studirt,  welches  ja  „nämlich"  {sive),  „oder  aber"  (a«i) 
und  „oder  auch"  {vd)  bezeichnen  kann.  Die  Zolassung  der  Nnllclasae  be- 
dingt die  von  Sätzen  wie  „  Alle  gleichseitigen ,  rechtwinkligen  Dreiecke  sind 
gleichseitig",  die  freilich  aosinnig  erscheinen.  Schröder  hebt  zu  ihrer 
Vertheidigung  mit  Recht  hervor,  dass  hdufig  in  der  Wissenschaft  solche 
Sütze  an  die  Spitze  von  DedacHonen  gestellt  werden,  um  zu  beweisen,  daas 
gewisse  Dinge  nicht  existiren.     Aber  die  Adjnnction  der  Nullalaaa«  hat  i!Äi,ti.   ; 
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di»  Folg»,  iam  «im  SobmatioB  a>^>  air  dau  «t«M  aMHgt,  «mb  « 
oieht  gWch  VoD  M. 

EiM  liiwiirt  iriAtige  üatenadiaiig  bcxieU  neli  auf  dea  Biao ,  dar  dar 
CImm  I  bogelflgt  wndea  kmim  nnd  darf.  Boole  gfawble  dunatcr  fit 
OwimmtiiWHi  «Hm  Denkbues  venteben  za  ddrfen.  SchrSder  mgt, 
daM  diM  niebt  isgeht,  iodem  er  Widertpriicfae  nacbwcüt,  die  ncfa  ■mit 
bei  den  Bobnntioiica  ergeben.  Ja  man  darf  nicht  einmal  ala  G^üt  der 
SfdMDintioiieii  ansehen  eine  Menge  Ton  Individaeo  zngleicb  mit  Cloaseo,  die 
•sa  dieaen  gebildet  aiad,  wenn  man  den  Sinn  des  Zeichens  ^  für  beide 
Arten  TOB  Indindiua  featbaJten  will. 

Obwt^l  gegen  die  Strenge  der  ganzen  Dedaction  sich  nichts  erinoeni 
llfit,  and  ei  interevtuit  itt,  ta  sehen,  nie  weit  man  in  den  FolgernngeB 
aoi  den  Anoabmen  kommen  kann,  ohne  den  formalen  Standpankt  xa  rer- 
lauen,  glaube  ich  doch,  das«  dnrcb  diese  Darstellnog  die  ganze  Theorie 
einn  recht  &b*tracten  Charakter  erlangt  hat.  Besonders  die  Definitionen 
TOn  ab  nod  a  +  b  baben  dieteu  in  hohem  Maasse  an  eicb  and  sie  mtlssten 
durch  einige  Beispiele  erläutert  werden.  Die  Ädjanctionen  der  Null  and 
der  Kinn  dürften  rein  forma)  genommen  ebenfalls  einem  nicht  mathemati- 
•ohen  Leier  Schwierigkeiten  bereiten.  Ich  glaube ,  dass  Verfasser  besser 
getban  und  vielen  eciner  Leser  einen  Dienst  erwiesen  hKtte,  wenn  er  die 
niateriale  Duflnition  in  den  Vordergrund  gestellt  hatte,  wie  er  es  1877  tbat, 
und  die  formale  Deductiou  bstto  folgen  lassen. 

Doi  der  Deutung  der  Zeichen  ergiebt  sich  auch  noch  das  Distributions- 
gaict/  aib-i^c)  =  ab-i-ai^,  nShrend  aas  den  früher  erwBbnten  Prämissen 
nur  ab  +  ac •^a{b  +  c)  geechlossen  werden  kann.  Dass  es  auf  dem  for- 
malen Standpunkte  in  der  Tbat  nicht  möglich  ist  ku  beweisen,  dasa  in 
der  letzten  KiibHiuntion  das  Zeichen  =^  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzt 
wurdeu  darf,  wird  von  ScbrSder  in  c  igen  thUm  lieh  er,  sehr  scharfsinniger 
Welse  dargethan,  indem  er  auf  die  ludividueu  eines  bestimmten  Gebietes 
die  Hubsumtionen  anwendet.  Das  Oesammtgeblet  besteht  hier  aus  den 
UtK)  Oleichungen,  welche  sich  unter  gewissen  Einschränkungen  aus  einer 
Function  von  zwei  Variabein  und  ihren  beiden  Ümkebmngen  bilden  lassen. 
Zu  Olassen  oder,  wie  Verfasser  sagt,  Algorithmen  aollen  diejenigen  dieser 
Qloiohungun  lusammengefnsst  sein,  welche  von  einander  bedingt  werden, 
abor  keine  anderen,  der  Clasae  nicht  angelif>rigen  Gleichungen  nach  sich 
llibtn. 

Dasi  die  09()  Gleichungen  verträglich  sind,  ist  vom  Verfasser  früher 
IHoppo's  Archiv  1887  ["2).  ft,  225  —  278]  bewiesen  und  wird  auch  hier 
tetk  aia  Uflispiet  dargethan.  Die  sKmmUichen  990  Gleichungen  bilden  so 
MH  Algorithmus  ü^,.  Ein  Algorilhmus  Ä  sei  ^  einem  andern  B,  wenn 
lte'%ili)bungi'n  von  A  mich  xu  B  gehören,  unter  AB  sei  das  den  beiden 
.i^MotU  le  System  von  Gleichungen  verstanden,  das  entweder 

JOffleinsameu  Oleichnngon  exiatiren,  oder  selbst  i 
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Algorithmoa  sein  ninBs.  Unter  A-i'B  isi  dagegen  der  Algorithmns  ver- 
standen, der  die  Qleichnn^n  von  Ä  und  B  and  alle,  die  ans  deren 
ZnsammenbeGtehen  folgen,  entblllt.  Die  BegriEfa  von  ^B  und  J,-f-B 
genügen  den  früheren  De&nitionen.  Unter  den  Algorithmen  werden  nun 
bervorgehohen  einer  ^,  von  16  Gleichungen,  C^  von  30  Gleichungen, 
0,  =  Ä^  +  C^  von  150  Gleichungen,  C.y,  von  18  Gleichungen  und  E^  =  O^.C^ 
von  2  Gleichungen,  die  alle  durch  Functionaltafeln  erläutert  vterden.  Da 
zeigt  sich  nun,  dasa  Ä,.C^^  =  0,  C^.C^  =  0,  (4,  +  GJC^  =  0,  .Co„  =  E, 
ist,  so  daas  {Ä,  +  C^)C^^  nicht  ==  Ai.Cbq  +  Ci.C^  sein  kann.  Nachdem  ich 
erkannt  hatte,  daas  die  Ungiltigkeit  des  DlEtributionsgesetzes  bei  dieeero 
Beispiel  dadurch  bedingt  ist,  daes  a  +  b  nicht  nur  die  Individuen  der 
beiden  Classen  a  oder  b  enthält,  sondern  auch  noch  andere,  war  es 
mir  leicht,  noch  einfachere  Beispiele  zu  coostruiren.  Ich  will  ein  solches 
anführen.  Es  seien  auf  dem  Gebiete  der  positiven  ganzen  Zahlen  mit  Ein- 
schluss  der  Null  Classen  definirt  als  die  Gesammtheit  der  Zahlen,  welche 
durch  eine  bestimmte  Linearform  ap+ /Jj +  ■■  ■  +  i*  dargestellt  werden 
können,  wo  a,  ß,  ...  bestimmte  ganze  Zahlen,  die  positiv  oder  auch 
Null  sind,  vorstellen  sollen,  p,  q,  r,  ...  dagegen  ganie  Zahlen,  die  nur 
positiv  oder  Null  sein  sollen,  aber  sonst  beliebig  sind.  Man  kann  diese 
Clause  durch  (a,  ß,  y,  ...)  darstellen,  a^b  bezeichne,  dass  die  Zahlen 
der  Clasee  a  auch  alle  zur  ClasHe  b  geboren.  Dann  folgt  aus  a^b  und 
6 ^ c  auch  a^c  und  die  Claase  (0)  ist  ^  jeder  Classe  a  und  jede  Classe 
ist  ^  der  Classe  (1),  so  dasa  diese  Classen  (0)  und  (1)  hier  an  die  Stelle 
der  früheren  Sjmbole  0  und  1  treten. 

ab  sei  die  Classe  der  Zahlen,  welehe  gleichzeitig  die  durch  a  und 
Ii  verlangte  Form  haben;  a-{-b  dagegen  enthalte  alle  Zahlen,  die  durch 
Addition  einer  Zahl  der  Form  a  zu  einer  der  Form  6  entstehen.  Daas  die 
zn  a-^-b  gehörigen  Zahlen  eine  Classe  in  dem  hier  definirten  Sinne  bilden, 
ist  leicht  zn  sehen ;  der  Beweis ,  dasa  auch  die  zu  a  &  gehörigen  Ziditen 
eine  Classe  bilden,  der  nicht  so  einfach  ist,  sei  der  KUrze  wegen  fort- 
gelassen. Ist  dann  c^^a  und  ^b,  so  ist  es  auch  ^a  6,  und  umgekehrt- 
Und  ist  a^c,  d.  h.  sind  alle  Zahlen  der  Classe  a  auch  in  der  c  enthaltelT 
und  6=^c,  so  ist  auch,  weil  die  Formen  linear  sind,  a-\-b^c,  so  dasa 
die  Definitionen  der  Summe  und  des  Products  erfüllt  sind.  Sei  nnn  a  die 
Claase  der  Zahlen  von  der  Form  3p,  Ö  die  der  Zahlen  von  der  Form  2t], 
c  die  der  Form  7r,  so  ist  a  +  &  die  Classe  der  Zahlen  der  Form  Zp-\-2q, 
(o+6)e  wird  durch  diejenigen  Zahlen  gebildet,  welche  zugleich  von  der 
Form  ^p-\-2q  und  der  5r  sind,  was  bei  allen  der  letzten  Form  zutrifft. 
Dagegen  sind  die  Zahlen  ac  gegeben  durch  15t,  die  bc  durch  lOu  und 
die  ab-\-bc  durch  15'  +  10u.  Die  Zahlen  der  letzteren  Form  kann 
aber  achreiben  Ö(3t  +  2u),  sie  aind  also  ^{a  +  6}c.  Dagegen  ist  das 
Umgekehrte  nicht  der  Fall,  indem  zu  5r  die  Zahl  5  gehört,  die  nicht  von 
der  Form  15f-|-10u   ist,    da  ja  die  t  und  u  nur  positive  Werthe  1 
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dürfen.  Es  ist  also  sicher  ac+hc  nicht  =^{a  +  h)c.  —  Es  muss  somit  zu 
den  früheren  Prämissen  noch  eine  weitere  hinzukommen.  Als  solche  wählt 
Schröder  die,  dass  a{b  +  c)=^ab  +  ac  gelte,  wenn  &c  =  0  ist.  Dann 
ist  h'\'C  eine  sogenannte  „reducirte**  Summe.  Um  nun  von  da  aus  das 
Distributionsgesetz  zu  beweisen,  benutzt  Schröder  die  Negation. 

Die  Negation  der  Classe  a  wird  mit  a^  bezeichnet  und  formal  definirt 
durch  aai=^0,  den  Satz  des  Widerspruchs,  und  l=^a+  a^^  den  Satz  des 
ausgeschlossenen  Dritten,  aus  welchen  Subsumtionen  auch  noch  die  Ein- 
deutigkeit  folgt ,  wenn  die  Existenz  bewiesen  ist.     Es  wird  dann  (o^)^  =  a, 
a  +  h  =  a  +  aiJ).    Die  Frage,  wie  ürtheile,  die  Verneinungen  enthalten,  in 
Worte  zu  übersetzen  seien,  macht  eine  genauere  Untersuchung  der  Bedeu- 
tung des  Urtheils  „^  ist  nicht  ^^  nöthig.    Schröder  schliesst  sich ,  gegen 
Sigwart  und  Lotze,   der  älteren,  aristotelischen,  Ansicht  an,  indem  er 
dieses  Urtheil  mit  Wundt  als  ein  negativ  prädicirendes  auffasst,  das  mit 
Ä=^Bi  zu  übersetzen  sei.  —  Von  der  Negation  gelten  die  wichtigen  Sätze 
(fl  6)j  =  «1  +  &i  I  (a  +  h)i  =  «1  &i ;  aus  a=^h  folgt  &i  =^  «i ,  und  die  Subsum- 
tion a=^h  kann  entweder  durch  ah^  =  0  oder  durch  ai  +  h  =  l   ersetzt 
werden.     Wenn   ah=^Cy   so   ist   a^^^h^+c.     Ferner   kann   a  =  b   durch 
ahi+a^h^^O  auf  Null  oder  durch  a &  +  ^^i &i  =  1  ^^^  Eins  gebracht  werden. 
Nach  diesen  und  einigen  früheren  Sätzen  kann  man  nun  jedes  System  von 
gleichzeitigen  Subsumtionen  und  Gleichungen  in  eine  Gleichung  vereinigen, 
die  auf  der  einen  Seite  Null  und  auf  der  andern  (mathematisch  gesprochen) 
eine  lineare  homogene  Function  jedes  Buchstabens   und  seiner  Verneinung 
hat,    80    dass    man   im   Logikcalcul   überhaupt   nur   mit   einer   linearen 
Gleichung   zu  thun   hat.      Eine  Reihe    von  gut  gewählten  Beispielen  dient 
zur  Erläuterung   und  Uebung  der  gewonnenen  Regeln,   wobei  insbesondere 
die  Entwickelung   einer  Function  in  eine  Summe  oder  in  ein  Product  aus- 
führlich erörtert   wird.     Die  Gleichungen  sind  nun  entweder  analytische 
—  identische  — ,  oder  synthetische,  d.  h.  Gleichungen,  die  nicht  iden- 
tisch gelten.    Bei  den  letzten  ist  eine  Auflösung  anzugeben.    Aus  der  Gleich- 
ung aa?  +  6a?i  =  0  folgt  nun  6  =^  x  =^  Oj ,   womit  zugleich  in  ^  =^  a^  oder 
ab  =  0  die  Bedingung  der  Möglichkeit,  d.  h.  die  Resultante  gegeben  ist. 
Man   kann   aber   auch   sagen,   dass  x  =  bu^  +  a^u  der   Gleichung  genügt, 
wobei  u  eine  unbestimmte  Classe  vorstellt.     Dass  diese  letzte  Form  in  der 
Tbat  alle  x  enthält,  welche  die  Doppelsubsumtion  oben  erfüllen,  war  schon 
vorher  dargethan,   so   dass   die   fragliche  Form  die  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  darstellt. 

Wie  einfach  gestaltet  sich  also  hier  im  Logikcalcul  Auflösung  und 
Elimination  gegenüber  den  entsprechenden  Aufgaben  der  Zahlenlehre!  Und 
dies  gilt  auch  für  mehrere  Unbekannte,  bei  welchen  im  Princip  nichts 
Neues  zur  Anwendung  kommt,  wo  nur  hinsichtlich  der  Form  des  Resultats 
mannigfache  Abänderungen  möglich  sind.  Die  einzige  Bemerkung  von 
grosser  Wichtigkeit,  die  sich  aber  ergiebt,  ist,  dass  man,  um  aus  mehreren 


Gleichungen  dnrch  Elimination  die  umfuEendate  Beaultante  zu  erhalten, 
erst  die  Gleichungen  zu  einer  Tereinigen  und  dann  erat  eliminiren  qiub9. 

Wenn  mau  nach  den  gegebenen  Regeln  x  einmal  aus  x  +  b  —  a,  das 
andere  Mal  aus  xb^a  beälimtnt,  kommt  man  auf  Formen,  die  der  togi- 
Bchen  Sabtraction  bez.  Division  entsprechen.  Die  Becbnungs regeln  fUr  diese 
Operationen  werden  von  Schröder  entwickelt,  gezeigt,  wie  weitläufig  und 
wenig  augGuchm  sie  werden,  und  nachgewiesen,  dass  sie  der  Negation 
gegenüber  gar  nicht  gebraucht  werden,  indem  diese  Operation  viel  bequemer 
Allee  leistet,  was  jenen  zugemutbet  wurde. 

Obgleich  die  Beätimmung  der  Unbekannten  aus  einem  Gleich ungssystem 
priucipiell  keine  Schwierigkeiten  darbietet,  so  ist  es  doch  oft  nicht  leicht, 
ja  mancbmal  sogar  unmöglich,  die  Lösungen  in  einer  bestimmtea  Form  zu 
erhalten.  Wenn  z,  B,  die  gegebenen  Gleichungen  durchaus  symmetrisch 
sind,  £0  gelingt  es  nicht  immer,  auch  symmetrisch  gebaute  Lösungen  zu 
finden,  die  nicht  zu  viele  und  nicht  zu  wenig  willkürliche  Gebiete  auf- 
weiäen.  In  einfacheren  Fällen  ist  es  SchrCder  durch  eine  besondere 
Methode  gehingen.  So  wird  z,  B.  die  Gleichung  xy  =  0  in  allgemeinster 
und  symmetrischer  Weise  durch  x  =  t'ß^,  ^  =  D,ß  erfüllt,  wo  o,  ß  ganz 
beliebige  Gebiete  bezeichnen.  Die  Methode  aber  fuhrt  manchmal  zu  den 
zu  lösenden  Gleichungen  zurück  und  folglich  nicht  zum  Ziele.  Wenn  aber 
solche  besondere  Bedingungen,  wie  die  erwähnten,  nicht  gestellt  sind,  so 
fuhrt  die  allgemeine  Betrachtung  rasch  und  zuverlässig  zum  Resultate,  wie 
an  einer  lieihe  von  speoiellen  Aufgaben  gezeigt  wird  ,  wobei  auch  der  Unter- 
schied der  Boole'schen  Lösung  von  der  vom  Verfasser  angegebenen,  oben 
angeführten  Modification  derselben  an  einigen  Beispielen  erörtert  wird.  Wir 
wollen  nur  eine  Aufgabe,  vielleicht  die  älteste  der  rechnenden  Logik,  da 
sie  schon  von  Lambert  1781  mit  Zeichensprache  behandelt  wurde,  heraus- 
greifen: Wenn  die  x  ohne  die  a  einerlei  sind  mit  den  b,  and  die  a  ohne 
die  X  zusammeufalleu  mit  den  c,  wie  drückt  sich  x  durch  a,  h  und  c  aus? 
In  Zeichen  beisst  dies  a,x  =  Ii,  aXf^^c  und  daraus  folgt  zuerst  die  Kesul- 
tante  a{i-|-o,c  =  0  und  die  Lösung  x=-(a+I<}c,  (was  Lambert  durch 
a-\-i  —  c  darstellte). 

Freilich  kann  man  die  Lösung  eines  Gleichnngssystems  auch  noch  in 
anderer  Weise  erreichen.  Jevons  z.  B.  tbeilt  das  Gebiet  1  mit  Hilfe  der  n  in 
der  Aufgabe  vorkommenden  Gebiets  Symbole  und  ihrer  Negationen  in  2"  sich 
aussch  Hessen  de  Theile.  Durch  Vergleichung  mit  den  Prämissen  erglebt  sich, 
dosB  X  in  einzelnen  dieser  Theile  nicht  Hegen  kann;  die  Übrig  bleibenden 
liefern  dann  die  zu  ziehenden  Schlüsse,  die  nach  Schröder  passend  durah 
Rechnung  gefunden  werden.  Venu  modificirt  das  Verfahren,  indem  er  die 
Jevons'sche  Tafel  durch  Diagramme  ersetzt,  deren  einzelne  Felder,  je  einem 
Theile  entsprechend,  nach  Vorschrift  der  Prämissen  freigelassen  oder  schat- 
tirt  werden.  Eine  andere  Metliode  rührt  von  Peirce  her  und  ist  in  der 
Aenderung,  die  Schröder  an  ihr  anbringt,  wie  es  scheint,  sehr  prakl 


\^ 


Biss  ihr  wriim  alfe 

fa%t     Dve^  Ccrtiaifi—   4er   Wi 
EcMlUile  erUtt  mm  dan  4m  WeHh  mi  j: 
fcsvlUnie*    Eise  sadere^  foa  Me  Coli 
enreiti  tidi  ak  tob  der  mnXAdnm  Boole' 
iehkdqi  «ad  tbwtiifl  weder  ne,  »db  £e  Peirce'i 

DmiH  ist  ^fstaOaA  der  laWt  des  Boda  cndb0p&     Ei  ertbn«! 
■oeb  die  Aabiage  n  erwikaeii.    fia  cnicr  giekt  eia^  Kittteiaaigaa  tber 
die  Additim  aad  MaltipliartioB,  der  xvcite  ist  cia  Eican  Ibcr  KlawBaa, 
der  fta  den  Maibematifcer  weaig  Hsaes  bietet;  ia  dritfaa  Aabai^gw  wird 
die  üaabbSagigkeii  des  Prodoetes  bezw.  der  Svauae  foa  aebr   ak  drei 
Faetorea  tob  der  Aaordaaag  des  Prowes  bewieKa,  winMtficb  aadi  Her- 
mann Graf fmann  mit  der  Toa  Sioli  benUbrenden  Yereia&^aBig,  wie 
sie  TOD  Zahlen  obae  Weiteres  aaf  die  Gelnete  Obertragea  werdea 
Die  Anhinge  4  nnd  6  sind  ihrem  Inhalte  aadi  seboa  oben  bd  den 
bangen  Aber  das  Distribntionsgesetz  skizzirt    Im  Anhang  6  cadbeb  wird 
znerst  bewiesen^  dass  die  «Gmppe*  aDer  AnsdrOcke,  dw  man  ans  n  Bjm- 
bolen  doreb  Addition,  Mnltiplieation  nnd  H^ation  heraMlen  kann,  wenn 
sie  Tollstindig  ist,  d«  h«  so  besebaffien  ist,  dass  die  Anwoidnng  der  drei 
Speeies  anf  Ansdrtteke  der  Gruppe  wieder  einen  schon  in  der  Gruppe  ent- 
haltenen Ansdrock  liefert,  2^  AnsdrOeke  enttiilt,  wobei  jeweils  0  nnd  1 
mitgerechnet  sind.     Die  AnsdrOeke  einer   Ghnppe  kann  man  in   Tjpen 
snsammenfiusen,  indem  man  immer  die  vereinigt,  welche  auseinander  dnrch 
BochstabenTertaoschong   herrorgehen.     Zwei    complementSre    Typen,    Ton 
welchen  nftmlich  der  eine  die  Negation  des  andern  ist,  bilden  znsammen 
einen  Haapttjpns.     Die  Aofsochnng  der  Tjpen  kann,  wie  Schröder  zeigt, 
darauf  redncirt  werden,  Ton  den  2"  Ecken  eines  Würfels  in  einem  Baume 
Ton  n  Dimensionen  auf  alle  möglichen  Arten  1,  2,  3  u.  s.  w.  herauszu- 
wihlen.    Alle  Gruppen  Ton  m  Ecken  liefern  dabei  denselben  Typus,   die 
dnreh  Deckbewegongen  des  Würfels  ineinander  übergeführt  werden  können. 
Fir  11  =  2  ergeben  sich  so  sechs  Typen  und  yier  Hanpttypen,   für  n  =  3 
fiadet  Schröder  die  schon  Ton  Miss  Ladd  gegebenen  22  Typen  wieder, 
<fit  ia  14  Hanpttypen   zerfallen;   f(lr   n  =  4   giebt  es  nach  Clifford  398 
Typen  mit  238  Haupttypen. 

Die  Besttltate,  welche  sich  für  n  =  3  darbieten,  benutzt  Schröder, 
um  nodi  einen  Beweis  für  die  Nichtbeweisbarkeit  des  Distributionsgesetzes 
m  listen,  dess^**  ^         <^danke  mit  dem   des  früheren  Beweises  überein- 

ihlicb,   um  zu  zeigen,   dass  eine  symmetrische 
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allgemaine  AaflOsniig  der  GleichoDg  xy«  +  iE,y,»,  =0  mit  drei  anbestimm^ 
ten  Symbolen  nicht  angebt.  Der  Beweis  wird  auf  zwei  Arten  geliefert. 
Bei   der   einen   wird   za   den   drei  Gletcbnngen  i  =  q)(a6c),   yr=jfi(a&c), 

e  =  X{abc)  die  durch  Elimination  von  abc  entsprechende  Resaltaute  gant 
allgemein  berechnet  und  gezeigt,  dass  wie,  wunn  xii  {abc)  =  ^  (bctt), 
x{abc)=:  <p(fab)  iat,  nicht  mit  jeuer  Gleichung  idenlificirt  werden  kann, 
ohne  dass  Widerspruche  entstebeo.  Bei  der  zweiten  Art  werden  diejenigen 
Gruppen  von  drei  Symbolen,  a:,  i/,  e  aufgestellt,  die  symmetrisch  sind; 
deren  sind  es  14.  Indem  nun  weiter  fQr  die  44  möglichea  Formen  der 
Function  tp{abc),  die  wesentlich  Verscbiedenea  gehen,  die  Resultanten  wirk- 
lich berechnet  werden,  zeigt  sich,  dass  im  Ganzen  5  Formen  von  den  14 
nicht  vorkommen ,  unter  welchen  die  oben  angeführte  ist. 

Den  Schluäs  des  Buches  bildet  ein  ausführliches  Literaturverzeichniss 
über  die  genübuliche  und  die  rechnende  Logik,  in  dem  etwa  130  Autoren 
verzeichnet  sind. 

Die  vorstehende  Inhaltsangabe,  in  der  ich  versucht  habe,  wenigstens 
die  Hauptsätze  der  eiacten  Logik  anzuführen,  erschSpft  bei  Weitem  nicht 
den  reichen  Inhalt  des  Werkes;  sie  neigt  nur  das  üussere  Gerippe,  dessen 
Füllung  manchmEiI  lange  DntersuchuDgcn  oder  Rechnungen  bilden.  Die 
Darstellung  ist  durchweg  äusserst  klar  und  auch  für  den  nicht  mathematisch 
gebildeten  Leser  wohl  leicht  verständlich;  auch  die  Rechnungen,  die  durch 
den  Reicbthum  an  Umformungen  eines  Ausdrucks  oft  überraschen,  sind  mit 
der  nöthigen  Ausführlichkeit  gegeben. 

Den  zweiten  Band,  der  den  Auasagencalcul  und  die  schwierige  Lehre 
von  den  particularcn  Urtheilen  bringen  wird,  werden  wohl  alle  Leser  dieses 
ersten  mit  Spannung  erwarten.  t  lükoth 

Ueber  das  Zeichen.     Festrede   bei  dem  feierlichen  Acte  des   Directorats- 
WechseJs  an  der  Grossh.  badischen  Tecbuiscben  Hocbscbule  zu  Karls- 
ruhe am  22,  Koverober  189(),  gehalten  von  dem  Director  des  Jahres 
1890/91.  Dr.  Ebnst  ScHnöoER,  ord.  Professor  der  Mathematik.    Karls- 
ruhe IS90,  Druck  der  G,  Braun'schen  Hofbuchdruckerei.     24  S. 
Lieblingsneignngen   verleugnen  sieb  nicht  und  sollen  sich  auch  nicht 
verleugnen.     Sie  bilden  einen  wesentlichen  geistigen  Zug  des  Menschen  und 
gestatten    dem    Leser    eines  Bnches,    in    dem  Inhalt   ausser   dem,    was   an 
Thatsäcblichem    darin    enthalten    ist,   gewissermassen   ein  Bildniss  des  Ver- 
fassers   zu   erkennen.     Was    Herr  Schröder    auch    geschrieben    bat,    man 
erkennt  überall  mit  Leichtigkeit  den  Schriftsteller,  welcher  der  Algebra  der 
Logik    sein  Denken    gewidmet    hat,    und    so    verhält  es    sieh  auch  mit  der 
Directoratsrede    von    ISIX),      Dieses    Titelknpfer  dient    ihr    keineswegs    zur 
ünzierde.     Directoratsreden   sollen    dem   grossen  Zuhörerkreise  verstfindllc' 
sein,  dem  kleinen  Kreise  von  anwesenden  Facbgenossen  nicht  AUbel 
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bieten,  und  da  ist,  wie  wiederholt  gesagt  worden  ist,  Niemand  übler  daran, 
als  ein  mathematischer  Directoratsredner.  Geschichte  der  Mathematik  and 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  das  sind  die  Gebiete,  aus  welchen  meistens 
die  Stoffe  gewählt  wurden.  Dem  Grenzgebiete  zwischen  Algebra  und  Logik 
ihn  entnehmen  zu  können,  sind  nur  Wenige  in  der  Lage,  weil  sie  eben 
jenes  Grenzgebiet,  wenn  überhaupt,  doch  nur  nothdürftig  kennen.  Herr 
Schröder  geht  vom  Zeichen  in  der  allgemeinsten  Bedeutung  des  Wortes 
aus,  Schriftzeichen  leiten  ihn  hinüber  zu  mathematischen  Zeichen.  Von 
ihnen  gelangt  er  zur  allgemeinen  Zeichenschrift,  welche,  ohne  Worte  zu 
schreiben ,  die  Begriffe  darzustellen  sich  als  Aufgabe  setzt  und  dadurch  her- 
vorbringt, dass  ein  und  dasselbe  Wort,  beispielsweise  das  Wort  «ist**,  bald 
durch  ein  Zeichen,  bald  durch  ein  anderes  Versinnlichung  findet,  je  nach 
dem  Sinne,  den  es  gerade  hat.  Dass  diese  Gemeinsprache  dem  Volapük 
überlegen  sei,  bezweifeln  wir  so  wenig  als  Herr  Schröder.  Ob  sie  aber 
eine  solche  Zukunft  habe,  wie  Herr  Schröder  es  erhofft,  möchten  wir 
nicht  unterschreiben.  Noch  weniger  können  wir  den  Zukunftsphantasien 
zwischenplanetarischen  Zeichenverkehrs  eine  ernste  Seite  abgewinnen.  In- 
dessen —  es  sind  schon  unglaublichere  Dinge  zur  Wahrheit  geworden! 

Cantor. 


Der  Geschmack  in  der  neneren  Mathematik.  Antrittsvorlesung,  gebalten 
am  24.  October  1890  in  der  Aula  der  Universität  Leipzig  von  Dr. 
Friedrich  Emgel,  a.  o.  Professor.  In  Commission  bei  Alfred  Lorentz 
in  Leipzig,  1890.     19  S. 

Auch  die  Wissenschaft  ist  der  Mode  unterworfen.  Referent  war  viel- 
leicht der  Erste,  welcher  auf  diesen  Erfahrungssatz  hinwies,  welcher  zur 
Erklärung  mancher  sonst  schwer  verstUndlichen  geschichtlichen  Thatsachen 
vortreffliche  Dienste  leistet.  Der  Satz  hat  aber  nicht  allein  von  Wissen- 
schaft zu  Wissenschaft  Geltung,  so  dass  die  hervorragenden  Geister  einer 
Zeit  sich  mit  Vorliebe  dieser  oder  jener  Geistesbeschäftigung  widmen,  auch 
in  der  einzelnen  Wissenschaft  kommt  die  Mode  zur  Geltung,  und  es  ist  eine 
vielfach  unbewusste,  aber  um  so  tiefere  Wahrheit,  welche  man  ausspricht, 
wenn  man  der  Wortverbindungen  „moderne  Algebra",  „moderne  Geometrie" 
u.  s.  w.  sich  bedient.  Herr  Engel  hat  nun  in  seiner  Antrittsvorlesung 
versucht,  dem  Modernen  in  der  Mathematik  auf  den  Grund  zu  gehen  und 
zu  zeigen,  dass  die  heutige  Mode  es  verlangt,  dass  die  Hilfsmittel,  welche 
ein  Gebiet  mathematischer  Forschung  zu  Gebote  stellt,  voll  und  ganz  aus- 
gebeutet werden,  und  dass  kein  Mittel  Anwendung  finde,  das  der  Aufgabe 
nicht  naturgemäss  sei;  dann,  aber  auch  nur  dann  sei  eine  Untersuchung 
schön,  d.  h.  für  den  Geschmack  befriedigend.  Es  ist  zweifellos,  dass  diese 
Bestimmung  des  mathematischen  Schönheitsbegriffes  ausreichend  ist,  um 
manche  Untersuchungen  neuester  Zeit  als  schön  erkennen  zu  lassen,   und 


Herr  Engel  hat  ofienbar  gerade  dieses  beabBichtigt.  Ob  aber  nur  dima 
Schönheit  mathematUcber  Forschung  za  rUlimea  ist,  weon  liein  fremdartiges 
Forsch  an  gsmittel  in  Anwendung  kam,  das  niöchtoQ  wir  hezweifeln,  trotz- 
-  dem  schon  Aristoteles  das  Uebergroifen  auf  ein  anderes  Gebiet  ver- 
dammte. Scbiin  nannte  man  beispielsweise  schon  oft  und,  wie  wir  glauben, 
mit  vollem  Recble  solche  nntersacbunguu ,  welche  iieigeu,  wie  vorher  un- 
sichtbare Drucken  von  einer  mathemati schon  Discipliu  zur  andern  hinüber- 
fuhren, und  welche  so  den  Jucobi'ecben  Ausspruch  recbtfertigi;u ,  es  sei 
nothwendig,  die  ganze  Mathematik  zu  kenneu,  um  einen  beliebigen  einzelnen 
Abschnitt  derselben  zu  verstehen.  Dieser  unser  Widerspruch  beabsichtigt 
keineswegs,  Herrn  Eugel  in  eeiucr  tirundanschauuug,  welche  er  in  an- 
ziehender Sprache  auseinander zubelzeu  weiss.  2u  widerlegen.  Wir  wollten 
nur  zeigen ,  dasB  auch  über  den  mathematischen  Geschmack  verschiedene 
Gescbmilcker  möglich  siud.  Cantob 


Erkenntuisstheoretische  Einleitung   in  die  Geometrie  von  Mas  liAscmo, 

Überlehrer.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des  Köuigl. 
Gjrmnaaiums  zu'Scbneeberg  (1890.     Progr.-Nr.  537).     38  S.  4°. 

Der  Verfasser  schickt  der  eigentlichen  Behandlung  der  geometrischen 
Grandbegriffe  zwei  Abschnitte  voraus;  in  dem  ersten  prHcisirt  er  seinen 
Standpunkt  zur  Frage  nach  der  Erkenntniss  einer  realen  Aussenwelt  dahin, 
dftss  er  das  empirische  Element  auf  Kosten  des  apriorischen  erweitert,  ohne 
letzteres  zu  beseitigen,  indem  er  die  Hypothese  aufstellt  von  der  Existenz 
einer  realen  in  uns  sieb  spiegelnden  Aussenwelt;  im  zweiten  wird  „Erfah- 
rung und  Abstraction  in  der  Mathematik"  besprochen  und  im  Zusammen- 
hang mit  Abschnitt  1  behandelt.  Durch  das  „Vcroi'jgen  der  Abstraction' 
wird  aus  der  Erfahrung  Erkenntniss  gewonnen,  durch  das  Hinzutbiin  der 
„durchgehenden  GesetzmUssigkeit"  wird  das  Abstrakte  von  dem  Empirischen 
streng  geschieden.  Verfasser  glaubt  auf  diese  Weise  dem  Empirismus  einer- 
seits, dem  Äpriorismus  andererseits  gerecht  zu  werden.  Der  dritte  Ab- 
schnitt, „ Claesen formen  geometrischer  Gebilde",  entwickelt  ausgehend  vom 
Körper,  den  wir  durch  Abstraction  erbalten,  vermittelst  des  Greuzbegriffes 
Flüche,  Linie,  Punkt,  die  als  Begriffe  „Postulate"  genannt  werden;  die 
Erzeugung  der  Gebilde  durch  Bewegung  schliesst  sich  an.  „Ueber  den 
Ursprung  der  Itaum Vorstellung"  defiuirt  nacb  einer  Besprechung  der  neueren 
Rauiubypothesen  den  Raum  aU  einen  „Begriff",  abgezogen  aus  der  Vorstel- 
lung des  Raumes  als  eines  dreifach  und  stetig,  aber  ohne  Grenzen  Aus- 
gedehnten. 

In  dem  folgenden  Abschnitte,  „GesetzmSssige  Bewegung,  ihre  Erkennt- 
niss  und  Wiederholung  der  geometrischen  Construction",  findet  sich  folgen- 
der bemerk enswerthe  Satz:  ^Dass  nun  die  Natur  durch  die  in  ihr  obw^' 
tende  Tendenz  der  Bildnng  gewisser  gesetzmfisaiger  KSrper  unsere  J 


pfaftntasie  anregt  nnd  leitet  bei  Bildung  unserer  geometrischen  Formen, 
darin  beruht  daa  empirische  Moment  derHclben;  durin  aber,  dasa  Ver- 
nanft,  jene  Tendenz  erkennend,  di«  anniLhernde  Identität  vollendet  postulirt 
und  für  die  denkende  Betmchtung ,  für  geometrische  ScblUase  und  Beweise 
von  den  Anomalien  der  Wirklichkeit  frei  erhält,  darin  beruht  das  aprio* 
r  lache  Moment  nnd  damit  die  von  Erfahrung  unabhSngige  Gewissheit  der 
Geometrie." 

Die  folgenden  Capitel  bcbandoln  „die  Gerade",  „die  Ebene",  „das  elf& 
Axiom  Euklid'G".  In  dem  Capitel  „die  Gerade"  ist  Lehrsatz  (5)  wichtig, 
die  Eotwickelung  des  Begriffes  der  normalen  Lage  aus  demjenigen  der 
Hauptlinie  des  gleichschenkligen  Dreiecks  neu  und  schön.  Im  letzten  Capitel 
betont  Verfasser  noch  einmal  seinen  Standpunkt,  die  Geometrie  auf  Pburo- 
nomie  zu  gründen;  der  Günther 'sehen  Fassung  des  elften  Axioms  wird 
vor  derjenigen  von  Petersen  der  Vorzug  gegeben. 

Die  sehr  lesenswerthe,  gediegene  Abhandlung,  die  der  vorhandenen 
ratur  Überall  gerecht  wird,  sei  den  Herren  Fachgenossen  tn  eingebe 
Studium  angelegentlichst  empfohlen.  Peraönticb  giebt  Referent  gern  e 
Freude  Ausdruck,  in  fast  allen  Punkten  mit  dem  Verfasser  Übereinzu stimm 

Schmalkaldeu,  December  1)^90.  Dr.  H.  Schotte«. 


Die  Harmonie  in  der  Baukunat.     Nachwoisuug  der  Proportionalität  in  i 
Bauwerken  des  griechischen    Alterlhums  von  W.  Schultz. 
Theih  Mathematische  Grundlagen  des  augewendeti^n  ProportioniruiM 
Systems.     Mit  (>0  Uolzscbnitlen.     Hannover  -  Linden   1891,  Verl^ 
anatalt  tod  Carl  Manz.     VIII,  124  8. 
Was   ist  EchCn?    Dasjenige,  was  die  Sinne  angenehm  beitthrt. 
berührt  aber  die  Sinne  angenehm?    Die  Antwort  auf  diese  Frage  kann  | 
orfahrung^ massig  gesucht  werden ,   weil  von  den  beiden  in  Wechaelbeziehi^ 
tretenden  Grössen    dos    durch    die  Sinne   zu  Erfassende   zwar  als   allenl 
bekanut,    die  Umsetzung  der   sinnlichen  Erfassung   in   das  Gefühl  deu  i 
genehmen   oder  Unangenehmen   dagegen   als    noch   durchaus  rätfaselhaft  i 
achtet  werden  muas.     Erfahrungstbatsache  ist  es,  dass  der  Zusammenkl 
von   Tttnea    dem   Ohre    angenehm    ist,    wenn   deren    Schwingungezahlei 
Verhältnissen    stehen,    velcbe   durch    kleine  ganze  Zahlen   sich    ausdrucken 
lassen,  und  so  hat  man  auch  den  angenehmen  Eindruck  auf  das  Auge  mit 
Verhältnissen  der  Abmessungen  der  angeschauten  Dinge  in  Zusammen^ 
IM  bringen  gesucht.     Vor  Allem  übt  der  goldene  Schnitt  auf  daa  I 
t>o  friedigen  de  Wirknng,  d.  h.  daa  Verhältnisa  einer  kleineren  Strecke  (M 
k  EU  einer  grösseren  Strecke  (Major)  ^,  welches  durch  die  Gleichung  ~^r 
ftuigedrüdki  ist,  die  wiederum  au  3-=i(f&  +  l)  »<cb  utnfoi 
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ist  dem  Ange  angenelim.  Boviel  wussi«  maa  schon  seit  Jahrhnnderteii. 
Herr  Schultz  bat  die  Schönheit  ftlr  das  Äuge  in  der  Baukunst  weiter  ver- 
folgt. Er  hat  zu  diesem  Zwecke  AbmessuDgeu  -von  tbatsächlich  BcbCnen 
Bauwerken  des  griechischen  Alterthnms,  welche  mit  glaubwürdiger  Genauig- 
keit bekannt  sind,  durcheinander  dividirt,  beziehungsweise  durch  verschie- 
dene Rech nungsverfab reu  miteinander  in  Verbindung  gesetzt;  er  hat  die  so 
hervortretenden  Zahlen  daraufhin  geprüft,  ob  sie  stets  dem  YerbfiltnisBB 
eines  Minor  zu  seinem  Major  mit  genügender  AnnSherung  entsprechen.  Er 
erhielt  ein  erstes  unter  allen  umstünden  anzuerkennendes  Ergebnisa:  bei 
einigen  wirklich  schönen  Bauwerken  stellen  gewisse  Abmessungen  einen 
Minor  und  einen  Major  dar;  bei  anderen  nicht  minder  schönen  Bauwerken 
sind  es  andere  Abmessungen,  die  das  gleiche  Ergebnias  liefern;  bei  noch 
anderen  Bauwerken  treten  Verhältnis s zahlen  auf,  welche  dem  goldenen 
Schnitte  nicht  entstammen  und  welche  gleicbwobi  das  SchßnbeitsgefUhl 
durchaus  befriedigen.  Damit  war  bestätigt,  wns  man  geneigt  sein  musste, 
von  vornherein  anzunehmen,  daas  nämlich  nicht  nur  ein  Schönheitsmodell 
in  der  Baukunst  vorhanden  ist,  so  wenig  die  Tonkunst  auf  eine  einzige 
wohlklingende  Folge  von  Tönen  angewiesen  ist.  Herr  Schnitz  fUblle  sich 
weiter  versucht,  an  die  Frage  heranzutreten,  ob  jene  echünen  Bauwerke  von 
Denen,  welche  dieselben  errichteten,  wir  möchten  sagen  instinktiv,  oder  in 
dem  Bewusstsein  hergestellt  wurden,  jene  bei  ihnen  aufti'etenden  Verb&lt- 
nisszahlen  seien  die  Grundbedingungen  optischer  Harmonie.  Schriften  über 
diesen  Gegenstand  aus  dem  griecbiscben  Altertbum  giebt  es  heute  nicht  mehr. 
Auch  der  Römer  YitruviuB  spricht  nur  von  einer  vorhandenen  Verhält- 
nissmässigkeit,  nicht  davon,  wie  sie  zu  erzielen  sei.  Wieder  konnte  also 
nur  eine  Art  von  WabrscheinlicbkeitsrecbtiUDg  angestellt  werden.  Herr 
Schnitz  sagt  so:  Bei  den  Bauwerken,  welche  der  Rechnung  in  dem  früher 
erwähnten  Sinne  unterworfen  wurden,  kEunen  Zahlen  heraus,  welche  sehr 
annähernd  mit  jenen  Irrational wertben  sich  deckten,  die  dem  goldenen 
Schnitte  und  trigonometrischen  Functionen  des  Winkels  des  regelmässigen 
Fünfecks  und  Siebenecks  entsprachen.  Es  nSre  ein  wunderbarer  Zufall, 
wenn  wirklich  nur  Zufall  dieses  Zusammen  treffen  bewirkte,  also  haben  die 
griechischen  Baumeister  des  perikleischen  und  schon  die  des  vorperi  kl  eischen 
Zeita.lters  gewusst,  dass  sie  mit  jenen  geometrisch  definirten  Zahlen  es  zu 
thun  hatten,  oder,  anders  auBgesprocben ,  die  Herstellung  des  regelmässigen 
Fünfecks  und  des  regelmässigen  Siebenecks,  wenigstens  durch  angenähert 
richtige  Construction ,  war  ihnen  bekannt,  und  die  Anwendung  jener 
obengenannten  Winkelfunctionen  bei  Tempelbauten  ist  es,  welche  Philo- 
laos,  welche  Plutarch  im'Sinoe  hatten,  wo  sie  von  der  Beziehung  ein- 
zelner Winkel,  einzelner  Zahlen  zu  dieser  und  jener  Gottheit  sprachen. 
Herr  Schultz  fühlt,  wie  unmöglich  es  ist,  so  weitgebende  geometrische 
Kenntnisse  griechischen  Baumeistern  in  einer  Zeit  zuzusprechen,  in  welchi 
die  Geometrie   eben    erst  sich  einzubürgern  begann,    und  er  löst  die 


Historisch -litemriBche  Abtbetlung. 

anftretende  Schwierigkeit,  indem  er  jene  Kenntuisae  ta  dem  eiaernen  1 
Stande  des  aus  Aegypten  Eingeführten  rechnet     Der  Böschungswinkel  der 

ägyptischen  Pyramiden ,  d.  h,  der  Winkel ,  welchen  die  Seitenfläche  der 
Pyramide  mit  ihrer  Grundfläche  bildet,  und  dessen  Cotangente  gefunden 
wird,  indem  man  die  halbe  Seite  des  Grundquadrates  durch  die  senkrechte 
Höhe  der  Pyramide  dividirt,  ist  bei  den  wirklich  gemessenen  Pyramiden, 
sowie  hei  denen,  van  welchen  in  dem  bekannten  Reclienhucbe  des  Abmea 
die  Rede  ist,  zwischen  den  Grenzen  51"  und  ÖSJ"  eingeschlossen.  Gewöhn- 
lich nimmt  man  an,  die  Mittelgröase  von  etwa  52"  sei  beabsichtigt  ge- 
wesen, und  die  flo  weit  zurückliegende  Zeit  der  Erbauung  habe  schon  das 
MHgliche  geleistet,  indem  sie  keiue  grösseren  Abweichungen,  als  solche  von 
nicht  ganz  2"  hervorbrachte.  Herr  Schultz  dagegen  rechnet  von  Fall  zu 
Fall.     Er  findet  einmal  jene  Cotangente  nahezu  =0,809017  =  ^  (/5+ l) 

=  cü/ff5in'5",27;  ein  anderes  Mal  findet  er  sie  =0,786151  =  l/jC'^-O 
=  cotgb\°4W3S'\5,    und    er    sieht    nun    in    beiden   Fällen    einen   goldenen 
Schnitt  beahsichtigt  und  erzielt,  wenu  man  nur  andere  Abmessungen  an  der  _ 
Pyramide  in  beiden  Fällen  als  den  Minor  und  den  Major  zuläsat.  ^J 

Haben  wir  soweit  nna  einfach  berichtend  verhalten,  so  glanben  nt^ 
nicht  umhin  zu  können,  nunmehr  unsere  vielfach  widersprechende  Meinung 
—  denn  »or  um  Meinungen  kann  es  sich  handeln  —  zu  SuBSern,  Wir 
geben  zu,  dass  iu  perikleiscber  Zeit  der  goldene  Schnitt  und  was  geome- 
trisch damit  zusammenhing,  bewuestes  Eigenihum  der  Baumeister  war.  Die 
BanhUtte  cies  Mittelalters  wahrte  das  alte  Erbe,  vielleicht  unter  Abschwilch- 
uug  der  geometrischen  Einsicht,  Auch  vorperikleische  Baukunst  mag  als 
schön  bekannte  Bau  Verhältnisse  angewandt  haben,  in  welchen  man  später 
goldenen  Schnitt  u.  b.  w.  erkennen  durfte,  aber  ihren  Künstlern  und  gar 
den  Aegyptern,  als  deren  Lehrmeistern,  diea  geometrische  Wissen  znzu- 
scbreiben,  welches  unseres  Dafürhaltens  erst  bei  den  Pythagorüern  und  in 
der  Akademie  vorkommt,  das  erscheint  una  durchaus  unzulässig.  Einen, 
wie  ea  scheint,  schlagenden  Gegengrund  liefert  das  einzige  bisher  bekannt 
gewordene  schriftliche  Zeugnisa  des  ägyptischen  Alterthums,  das  Hechen- 
bflch  des  Ahmes,  Dort  ist  ein  Quotient  „Seqt"  berechnet,  welcher  in  den 
vier  Beispielen  von  Pyramiden  mit  Ölj-"  und  53^"  Böschungswinkel  ge- 
wonnen wird,  indem  man  mit  der  Kante  der  Pyramide  in  die  halbe  Diago- 
nale ihres  Gnmdquadrates  dividirt.  Das  sind  also  die  Abmessungen,  von 
welchen  wir  ausdrücklich  wissen,  dass  die  Aegypter  sie  in  ein  VerhSltniss 
zu  einander  zu  setzen  pflegten,  und  nur  von  diesen  Abmessungen  wird  man 
zunächst  ausgehen  dürfen.  Es  erscheint  nach  den  Messungen  an  vorhan- 
denen Pyramiden  und  nach  den  Beispielen  des  Ahmes  nicht  ganz  aus- 
leschloBsen,  dass  der  Seqt  die  Grösse  f  haben  sollte.  Will  Herr  Schultz 
=  diesem  durch  sehr  kleine  Verhtittnisszahlen  sich  empfehlenden  Bruche 
ere  Fersuche  machen,   so  könnten  vi6\\e\cb\.  "^tft^oawsft  M?s,'iie,\a«tt, 


1 


welche  wir  uns  zn  erwKrmen  TermCcliten.  An  einen  goldenen  Schnitt,  an 
ein  regelmSssigea  Pönfeck  bei  den  Aegyptern  zu  glauben,  dazn  sind  wir 
nicht  im  Stande,  und  noch  viel  weniger  vermag  ein  eo  altes  regelmILssiges 
Siebeneck  uns  Vertrauen  ein^nflöasen.  rAHTOK 


Die  nantlBchen  Instrnmente  bis  zur  ErGndung  des  Spiegelaeitanten.  Von 
Dr.  A.  Bbeusinq,  Director  der  Seefahitsohule  in  Bremen-  Bremen 
189Ü,  bei  H.  W.  Silomon.  46  S. 
Ursprünglich  ein  Vortrag,  gehalten  1883  auf  dem  Geographen  tage  in 
Frankfurt  a.  K.,  kam  die  kleine  Abhandlung  aila  Begrüasnngäscbnft  der 
Natnrforacher -Versammlung  bei  deren  Tagang  in  Bremen  zum  Drucke.  Der 
verdiente  Beifall,  den  sie  bei  dieser  Gelegenheit  erntete,  veranlasste  den 
Verleger,  sie  auch  weiteren  Kreisen  noch  zugSnglicli  zu  machen,  and  wir 
können  diesen  EntacbltiBs  nur  billigen.  Wer  noch  nicht  wüsste,  daas  Herr 
Breusing  auf  dem  Gebiete  der  geschichtlichen  Inatrumentenkuude  aller- 
erste Autorität  ist,  würde  aus  der  anmuthig  geschriebenen  Abhandlung  die 
UeberzeuguDg  davon  gewinnen,  und  mit  dem  beruhigten  Gefühle,  nur  Er- 
gebnisse zuverlässigster  Forschung  vor  sich  zu  haben,  den  reichen  Inhalt 
in  sich  aufnehmen.  Nur  als  Beispiel  heben  wir  hervor,  dasa  (S.  16—17) 
die  Cardano'sche  AufhiLnguag  auf  ihren  Ursprung  untersucht  ist,  wührend 
wir  in  den  Geschichte  werken  über  Physik  höchstens  den  Namen  derselben 
vorfinden.  Auch  diu  Unterscheidung  des  Baculns  geometricus  von  dem 
Bacuius  astronomicus  (S.  36  flgg.)  ist  gehGrig  betont  und  damit  auf  die 
Quelle  von  üngenauigkeiten  hingewiesen,  welche  in  manchen  Werken  vor- 
kommen, deren  Verfasser  beide  durchaus  verachiedene  Vorrichtungen  mit- 
einander vermengten.  Cantor. 


ChriEtoph  Scheiner  als  Mathematiker,  Physiker  und  Astronom,  von  Anton 
VON  Braunmühl  (XXIV.  Band  der  Bayerischen  Bibliothek,  begründet 
und    herausgegeben   von  Karl    von  I{binhardbtoeti'ni;r  und  Karl 

Traütmann).  Bamberg  1891,  Buchner'ache  Verlagsbuchhandlung.  92S. 
In  der  allgemeinen  deutschen  Biogi-apbie  bat  Herr  S,  Günther  (Bd. XXX 
S.  718—720)  Christoph  Scheiner  auf  zwei  Druckseiten  behandelt.  Die 
nna  vorliegende  umfangreiche  Lebenagesohichte  dea  gleichen  Mannea  liefert 
uns  gewiss  er  massen  die  Ausführung  dea  dort  Entworfenen ,  liefert  uns  aber 
allerdings  auch  nicht  unwesentlich  mehr,  da  insbesondere  die  Verdienste 
Bcheiner's  um  die  Beobachtung  der  Sonnenflecken  wohl  nirgend  so  gründ- 
lich gewürdigt  worden  sind.  Wir  erfahren,  dass  Scheiner  einige  Ent- 
deckungen machte  and  veröfientlichte ,  welche  unbeachtet  blieben,  bis  aie  i" 
neuester  Zeit  zum  zweiten  Male  genauen  Beobachtern  sich  enthüllten. 


EiatoriBch-Iiteraiiaohe  Abtheilung. 

gehdrt  namentlich  die  Thataa^be,  dsss  die  Babn  der  Sonnen  flecken  mit  der 
Ekiiptili  nicbt  zasammenf^lU,  sondern  einen  Neigungswinkel  zu  ihr  besitzt^ 
den  Scheiner  aus  seinen  zahllosen  Beobacb  ton  gen  auf  7  J  Grad  bestimmt«, 
wahrend  man  heute  seine  Grösse  mit  7\  Grad  ansetzt.  Ton  Scbeiner 
rflhrt  Entdeckung  nnd  Name  der  sogenannten  Pennmbra  her,  des  Halb- 
schattens, welcher  die  Sonnenflecken  umgiebt.  Scheiner  erkannte  die 
tricbterartige  Vertiefung  der  Fleckenkerne,  welche  er  sogar  der  Messung  nnter- 
warf,  wenn  auch  hier  seine  Messungsergebnisse  mehr  als  in  anderen  Fällen 
TOn  den  heutigen  Annahmen  abweichen.  Nicht  minder,  als  bei  Beobacbtnog 
der  Sonnen  flecken  bat  auch  aaf  anderen  Gebieten  der  Astronomie  Scheiner 
Wichtiges  entdeckt  und  zum  Tbeil  richtiger,  als  sein  grosser  Gegner  Galilei 
erklärt.  Dazu  gehört  insbesondere  die  elliptische  Gestalt  der  Sonnenscbeibe 
am  Horizonte  als  Folge  des  Brechnngsvermögens  unserer  ÄtmosphKre.  Wir 
haben  Galilei  und  Scbeiuer  als  Gegner  bezeichnet.  Allgemein  bekannt 
sind  die  zwischen  Beiden  gewechselten  Streitschriften ,  aber  ein  vollkommen 
richtiges  Bild  von  jenen  Feindseligkeiten  gewinnt  man  selten,  weil  Schil- 
derungen derselben  ausscblieBslich  bei  Schriftstellern  vorkommen,  die  sich 
TOrzDgsweise  mit  Galilei  beschäftigten  und  dadurch  begreiflicherweise  die 
Neigung  gewannen,  auf  seine  Seite  zu  treten,  Herr  v.  BraunmUhl  wird 
dem  „Audiatur  altera  pars"  gerechter.  Man  dürfte  mit  ihm  zur  Annahme 
gelangen,  dass  Galilei  in  ziemlich  unbegründeter  Streitlust  den  Esjnpf 
eröffnete,  während  der  Verdacht  allerdings  an  Bcheiner  haften  bleiben 
durfte,  den  Kampf  nicht  Immer  offen  gefuhrt  zn  haben.  Streng  bewiesen 
fteilich  ist  es  nicht,  dass  Scheiner  zu  den  geheimen  Hetzern  gehörte, 
welche  ITrban  VIII.,  Galilei's  früheren  Gönner,  gegen  denselben  auf- 
brachten ,  aber  sehr  wahrscheinlich  gemacht  ist  es.  Auch  für  die  genaaere 
Schilderung  dieser  Beziehungen  ist  Herrn  v.  BraunmOhl  Dank  zu  wissen. 
Einen  Irrthum,  der  ihm  unterlief,  bat  er  inzwischen  bemerkt  nnd  den 
Referenten  brieflich  am  19.  März  1891  darauf  hingewiesen.  Scheiner  bat 
nUmtich  noch  am  16.  Juli  1633  von  Rom  aus  an  Gaseendi  geschrieben, 
war  also  w&hrend  der  ganzen  Dauer  von  Galilei's  Process  in  Bom  an- 
wesend. Nach  Ablauf  desselben  verliess  er  Rom.  Wenigstens  ist  seine 
Anwesenheit  in  Wien  1634  festgestellt.  p 


Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie 
der  Lage.  Von  Dr.  Wilhelm  Fiedler.  Dritte  erweiterte  Auflage. 
III.  Theil:  Die  construirende  und  analytische  Geometrie  der  Lage. 
Die  Steiner'schen  Sohliessungsprobleme  nach  darstellend  geometrisehei 
Hethode.  Von  Dr.  Martin  Distei.i,  Assistent  am  Ei dgenSssi sehen  Poly- 
technikum in  Zürich.  Mit  10  lithogr.  Tafeln.  Leipzig,  Teubner.  1888. 
Beide  Werke  stehen  im  engen  Zusammenhange  miteinander,  durch  wel- 
Ümsland  ihre  gemeinBchafÜiche  AnLeigä  am  Platte  etacheint        .^^^ 


Wie  nach  der  anedrtlcklichen  Betonang  der  analytiBcfaen  Geometrie 
im  Titel  des  Piedler'scben  Werkes  zu  erwarten  steht,  hat  der  vorliegende 
Band  id  der  gekennzeichneten  Richtung  gegenüber  dem  entsprechenden  Theile 
der  zweiten  Auflage  wesentliche  Erweiterungen  erfahren.  Der  Band  besitzt 
einen  ganz  selbständigen  Charakter,  der  schon  bei  der  von  Voranasets- 
nngen  der  Elementargeometrie  unabhängigen  strengen  Begründung  der 
Projectivität  nach  Standt-Darboux'scber  Methode,  mit  welcher  die  Ent- 
wickelang  beginnt,  herrortritl. 

Die  Gruppirung  des  Inhalts  in  drei  Abschnitte: 

A.  Die  Grundlagen  der  Geometrie,  die  imaginären  Elemente,  die  Co- 
ordinaten  nnd  Parameter; 

B.  Die  Parameter  und  die  Projectivitfit  Erzengnisse  der  projectivi sehen 
Gebilde  erster  Stufe; 

C.  Die  projecti  vi  sehen  Gebilde,  speciell  die  Elementargebilde  zweiter 
nnd  dritter  Stufe, 

ist  beibehalten. 

A.  Nach  der  oben  bereits  hervorgehobenen  Begründung  der  Projecti- 
vität ist  hesonders  hervorzuheben  die  Darstellung  eines  imaginKren  Punktes 
durch  das  symmetrisch  znm  Mittelpunkte  Jlf  einer  elliptischen  Involution 
gelegene  Paar  NN'  sich  entsprechender  Punkte.  Nimmt  man  noch  auf 
dem  TrUger  einen  Anfangspunkt  0  an,  setzt  die  Entfernung  OM  =  m, 
ferner  NN'^2n,  so  sind  die  Punkte  der  Ebene,  aus  welchen  die  Invo- 
lution durch  Circularinvolution  projicirt  werden  (nBmlich  die  Endpunkte 
des  zu  NN'  senkrecht  stehenden  Durchmessers  eines  Kreises,  welcher  durch 
iViV'  geht  und  Jlf  zum  Mittelpunkte  hat),  die  im  Gauss'achen  Sinne  ge- 
gebenen geometrischen  Darstellungen  der  Punkte  m  +  ni.  In  tlbnlicher 
Weise  werden  dann  auch  die  übrigen  imaginUren  Elemente:  die  imaginSre 
Gerade  erster  Art,  die  imaginSre  Ebene,  die  im oginSre  Gerade  zweiter  Art, 
hez.  durch  einen  Winkel  zweier  Linien,  einen  Winkel  zweier  Ebenen  nnd 
durch  einen  von  zwei  Erzeugenden  eines  hyperbolischen  Paraboloids  ein- 
geschlossenen Streifen,  dargestellt  Auf  dieser  Grundlage  werden  dann 
später  Constructionen  mit  Elementen,  welche  durch  imaginäre  Coordinaten 
definirt  sind,  durchgeführt. 

Die  Einführung  der  projectiven  Coordinaten  als  Doppel  schnitt  Verhält- 
nisse geschieht,  wie  früher,  unter  Annahme  der  Fundaraen talpunkte  nnd 
des  Einheitspunktes ,  dessen  sämmtliche  Coordinaten  der  Einheit  gleich  ge- 
setzt werden.  Bemerke nswerth  sind  jedoch  gewisse,  als  Permutationsgrnppen 
bezeichnete  Gruppen  von  Punkten,  deren  Coordinaten  entweder  dieselben 
absoluten  Werthe  haben  und  sich  nnr  durch  die  Vorzeichen  unterscheiden, 
oder  andererseits  Überhaupt  dieselben  Werthe  haben,  aber  diese  ii 
auf  die  Fundamental  demente  des  Coordinatensystems  vertauscht 
Curven  und  Flächen,  welche  durch  eine  Anzahl  solcher  Punkte  heati 
sind,   enthalten  dann  vielfach  auch  die  übrigen  der  Grutj^a.    Ein 

ain.-m.  AbtbJg.  ±  Z»Jticlir.  (.  Hath.  n.  Phj«.  XXXTI,  b.  ^^ 
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büritor  iat,  dan  der  Keg«iachmtt,  der  durch  RUif  der  eeefaa  Ponlrte  mit 
den  Coordinaten  abe,  aeh  eto.  in  sllen  VerUnachiuigeii  gebt,  anch  den 

i  enthBlt. 

Eine  weeenüicbe  Enreitemtig  b&t  die  Theorie  der  Bpectellen  CoordJ- 
tuit«iiBj steine  erfahren,  welche  durch  Annahme  nnendHch  ferner  Fund&m^ital - 
elemeote  herrorgehen.  So  treten  in  der  Ebene  die  StreifencoordiaateB  mit 
einem  aaeodlicb  fernen  Punkte  den  carlesischen  mit  unendlich  ferner  Geraden 
all  doales  GegenKtDck  bei,  nnd  ebenso  kommen  im  Baume  die  pnsmatischen 
Coordinaten,  aber  dann  weiter  die  Keilcoordinaten  mit  einer  nnendlicb  fernen 
Fnodsmentalgeraden  binm.     Anderer  Natur  sind  die  Deutungen  der  Para- 

'  jD«ter  in  linearen  Mannigfaltigkeiten  als  Coordinaten.  Die  cenerdings  viel- 
uh  Terwandten  Potenzcoordinaten  der  linearen  Kugelsysteme  finden  aU  bpe- 

r  eielle  PSlle  jenes  allgemeinen  Begriffes  in  verschiedenen  Beispielen  Aufnahme. 
Nach   dieser  Kennzeichnung   des  Inhaltes   vom  Abschnitt  A  sei  es  ge- 
stattet,   noch    einmal    zurückgreifend   einen    Punkt   in   der  Wiedergabe    dea 
Car b 0 u  X 'sehen    Beweises   für   den    „ Fnndamentalsatz"    zu    berühren.      Die 

k Schwierigkeit  liegt  bekanutlicfa  in  dem  Nachweise,  dasE  es  zn  zwei  Pnnkte- 

Vpaaren  Ali,  CD.  welche  sich  nicht  trennen,  jedenfalls  ein  Punktepaar  giebt, 
welches  sowohl  AB,  als  CD  harmonisch  trennt.  Der  Verfasser  behauptet 
(8.  21),  es  sei  evident,  dass  auoh  nur  ein  einziges  Paar  existire,  nnd 
das  erscheint  mir  nicht  allein  nicht  evident,  sondern  sogar  unmöglich  auf 
Orund  der  Darboux'schen  Deberlegungen  zu  beweisen.  Denn  man  weiss 
nur,  dass  einer  von  zwei  Puukten  eine  gewisse  Strecke,  ein  anderer  einen 
Tbeil  jener  Strecke  durcblSuft,  und  kann  nur  erkennen,  dass  innerhalb  der 
letzteren  die  Punkte  irgendwo  einmal  zusammenfallen  müssen,  ohne  ein 
ürlheil  darüber  zu  haben,  wie  oft  das  geschieht. 

B.  Dieser  Abschnitt  bat  wohl  die  wesentlichsten  und  wichtigsten  Er- 
weiterungen erfahren.  Wir  nennen  die  Plücker'acbe  Parameterdarstellnng 
der  Curven  auf  dem  Hyperboloid  und  insbesondere  der  involu torischen  Regel- 
sohaarcn  in  projeoliver  Zuordnung  und  ihrer  Erzeugnisse.  Vorbereitend  für 
spUtere  Untersuchungen  ist  die  Erzeugung  der  ebenen  Curven  vierter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpunkten  aus  zwei  projecti vischen  Kegelscbuittbüscbeln, 
welche  durch  Projection  der  Gruudcurve  eines  Flacbenbüschela  zweiter  Ord- 
nung gewonnen  wird,  sofern  das  Centrura  kein  Punkt  der  Raumcurve  ist, 
ROckt  dieses  auf  die  Curve,  so  folgt  die  Erzeugung  der  jetzigen  ProjeotJons- 
cnrve  dritter  Ordnung  aus  einem  Strablenbllschel  ertter  Ordnung  mit  ihrem 
projectivischen  KegelscbnittbUschel,  Aber  auch  die  Erzeugung  der  all- 
gemeinen Carve  dritter  Ordnung  aus  projectiven  Strahlen  Involutionen  in 
halbperspectiviscber  Lage  entspringt  der  nUmlichen  Quelle,  wenn  man  die 
Basiscurve  des  Fl  Bebe  nbü  seh  eis  als  Durchdringung  von  zwei  Kegeln  dea 
'upels  cooBtruirt.  Durch  die  anzuwendenden  Uilfsebenen  werden  die 
len   dea  einen,   wie  des  Bindern  E.Qg«i\a  m  «\ivf«£,\^  wa^ndlich  vid^ 


einander  entsprecbende  Paare  geordnet  Die  Paare  auf  jedem  Kegel  bilden 
demnach  eine  lovolution  zweiten  Grades,  und  da  das  Gesagte  in  gleicher 
Weise  für  irgend  zwei  Kegel  des  Quadrupels  gilt,  so  bildet  dieses  eine 
Gruppe  von  vier  Flachen,  deren  Erzeugende  durch  die  Basiscr 
jectivischen  Involutionen  geordnet  werden.  Besonders  folgenreich  wird  die 
Bemeikung,  dasa  an  Stelle  jener  vier  Kegel  unendlich  viele  Gruppen  von 
nicht  singulBren  Flächen  zweiter  Ordnung  des  Büschels  treten  können. 

Aus  Bd.  II,  namentlich  S.  173 — 179,  ist  bekannt,  dass  jede  Bisecante 
der  Grundcurve,  insbesondere  jede  Tangente  derselben  mit  ihr  ein  einfaches 
Hjperholoid  bestimmt,  fUr  welches  ihre  zweiten  Bisecanten  aas  den  Punkten 
der  gegebenen  (oder  die  Verbindungsgeraden  unter  den  Punfctpaaren  der 
Curve  in  den  Ebenen  des  BUschels  der  gegebenen  Bisecante)  die  Erzeugen- 
den der  andern  Schaar  sind.  In  jeder  der  beiden  Regelschaaren  des  Hyper- 
boloids giebt  es  vier  Tangenten  der  Grundcurve:  acht  Gerade  einer  Gruppe 
in  der  aus  einer  beliebigen  unter  ihnen  die  übrigen  als  entsprechende 
den  involu torischen  CenlraloollincatioDen  der  Durch dringungsfigur  mit  sich 
selbst,  hervorgehen  und  die  sich  in  zwei  Gnippi>n  von  gleichem  Doppel- 
verhSltniss  theilen.  Nach  solchen  Vierergruppen  von  Tangenten  treten  nun, 
wie  des  Weitaren  ausgeführt  wird,  zu  jedem  Hyperboloid  des  Büschels  drei 
andere  Hyperboloide,  und  es  kommt  daher  3  +  3=  6-mal  vor,  dass  unter 
solchen  vier  Flächen  einer  Gruppe  zwei  zusammenfallende  auftreten, 
solche  DoppelflSche  ist  also  dadurch  insbesondere  ausgezeichnet,  dass  ihre 
beiden  Regelschaaren  durch  die  Grundcurve  in  projectivische  Involutionen 
geordnet  werden  und  die  Projection  der  Curve  aus  irgend  einem  Punkte 
der  Fläche  liefert  die  Erzeugung  der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten  durch  projectivische  Involutionen  von  Strahlen  ans  diesen 
Doppelpunkten  oder  dieselbe  Erzeugung  der  Curve  dritter  Ordnung  aus 
zweien  ihrer  Punkte,  je  nachdem  das  Centrnm  nicht  auf  der  Curve  oder 
anf  der  Curve  liegt,  und  damit  den  Nachweis  der  Steiner'sohen  Schliessungs- 
sBtze  für  n  =  2  aus  derselben  Quelle  für  beide  Arten  von  Curven.  Zur  ein- 
fachsten Constmotion  jener  sechs  Flächen  führt  aber  die  Betrachtung  der  16 
Scheitel  der  Grundcurve  oder  der  Berührungspunkte  der  atationSren  Schmie- 
gungsebenen,  da  die  ^  16. 15  —  4.6  =  96  Verbindungslinien  dieser  Punkte, 
welche  nicht  Mantellinien  der  Kegel  sind,  sich  auf  die  sechs  FlUchen  zu  je 
16  vertheilen  und  zwar  acht  auf  die  eine,  acht  auf  die  andere  Sehaar. 

An  dieser  Stelle  setzt  nun  Disteli's  Schrift  ein  durch  Ableitung  der 
Steiner'sohen  SStze  für  alle  Wertbe  von  m>2;  zunächst  fllr  alle  Werthe 
von  der  Form  n  =  2*,  sodann  für  n  =  3^^  und  «  =  2*.3*';  n  =  5*', 
M  =  2',3*'.5*'  und  schliesslich  für  die  allgemeine  Zahl  m.  Auch  die  von 
Steiner  am  Schlüsse  seiner  ersten  Mittheilung  gegebene  Bemerkung,  dass 
die  geradlinigen  Seiten  der  Polygone  durch  Kegelschnitte  ersetzt  werden 
können,  erhalt  ihre  BestStigung.  Die  Wiedergabe  der  Methode  ohne  An- 
lehnung  an   die  äusserst  verwickelten,  allerdings  mostergiltig  gezeio^j^" 
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Pigurentafeln ,  von  denen  die  eine  anch  dem  Ftedler'achen  Werk«  bei- 
gefügt iat,  nil]  mir  nicht  gelingen. 

Es  folgt  jetzt  (hei  Fiedler)  die  ProjectiyitSt  der  Fi Scfaenb tisch el 
zweiten  Qrades  unter  sich  (vermittelt  durch  die  ProjectivitBt  der  Polar- 
bUschel  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt),  womit  dann  die  Erzeugung 
von  Gebilden  vierter,  bez.  dritter  Ordnung  von  zwei  DimenBionen  durch  je 
zwei  jener  Gebilde  und  der  Raumcurven  durch  drei  derselben  gegeben  ist. 
In  analytischer  Darstellung  scbliesst  sieb  hierau  die  Theorie  der  Polartlüchen 
auf  Grund  der  Cremona'schen  harmonischen  Mittelpunkte,  sowie  eine  rein 
geometrische  Ableitang  der  Polaren  nach  einer  Angabe  des  BerichterstatCerH 
und  damit  die  Begründung  der  PlUcker'acben  Formeln  für  ebene  Cor ven. 
Auch  andere  geometrische  Ableitungen  dieser  Formeln  von  Beck  und 
Hemming  sind  angereiht.  Die  Uebertragung  auf  Raumcurven  ist  dann 
durch  die  Entwickelungen  des  zweiten  Bandes  §  22  gegeben.  Mit  der  Be- 
stimmung der  Doppelpunkte  von  Polaren  und  der  dadurch  definirten  Kern- 
flächea  Bchliesst  dieser  Abschnitt, 

C.  Der  Ausgangspunkt  bildet  die  Transformation  der  bomogenen  Co- 
ordinaten  unter  besonderer  Berücksichtigung  der  Coefficientenrelationen  fUr 
metrisch  specielle  Fälle.  Die  Untersuchung  dringt  in  dieser  Richtung  bis 
zu  den  Invarianten  und  Covarianten  der  Curven  und  Flächen  zweiter  Ord- 
nung und  ihrer  Büschel  vor.  Die  Clifford-Rey e'ache  Erweiterong  des 
Polarenbegriffs ,  in  dem  statt  des  Poles  eine  Curve  auftritt,  und  die  Apola- 
ritatstbeorie  werden  noch  gestreift. 

Bei  den  ProjectivilSten  der  Elementarge  bilde  zweiter  und  dritter  Stufe 
ist  gelegentlich  der  Construction  der  Eauptelemente  collinearer  Ebenen  bei 
vereinigter  Lage,  sowie  später  der  coUineareu  Räume  die  eingehende  Rück- 
sicht auf  die  Formen  der  Affinität,  Aehnlichkeit  und  Cougruenz  zu  bemerken, 
Alles  unter  steter  Rücksichtnahme  auf  die  unterschiede  nach  Gleichheit  und 
Ungleichheit  des  Sinnes  dieser  Gebilde.  Die  Berücksichtigung  der  kine- 
matischen Betrachtungsweisen,  welche  nach  Ansicht  aller  urtheils fähigen 
Kreise  in  den  Ruiimen  der  darstellenden  Geometrie  hineingeboren  und  in 
Frankreich  namentlich  durch  Mannheim's  Werk  längst  Eingang  gefunden 
haben,  ist  Überall  zu  spüren;  es  sei  hier  nur  auf  die  Construction  der 
Schraabenaxe  zweier  congruenter  starrer  Systeme,  welche  eine  vollständige 
Durchfuhrung  gefunden  bat,  hingewiesen.  Aber  anch  in  den  Erzeugnissen 
der  Elementargebilde  sind  vielfach  Erweiterungen  nach  dieser  Richtung 
gegenüber  der  früheren  Auflage  bemerkbar,  üeberall  werden  diejenigen 
Erzeugnisse  besonders  betrachtet,  welche  man  durch  metrische  Specialf&lle 
der  allgemein  projecti  vi  sehen  erhält,  z.  B.  der  tetraedrale  Comples  von  zwei 
congruenten  starren  Punkt-  oder  EbenenrSumen.  Die  letzten  Paragraphen 
eröffnen  Ausblicke  auf  die  Erzeagniese  von  mehreren  colünearen  räumlichen 
und   enthalten   die  Anfänge   von  ünterauchnngen ,   wie  sie  i 


einiger   Zeit   OegenBlanil   einer   noch  nicht  abgeschlosseiien  Gruppe  booh- 
bedeuteuder  Arbeiten  von  Beyo  im  Kronecker'acben  Journal  sind.* 

Der  Gesammtinbalt  des  Werkes  ist  ein  ungeheurer.  Konnten  schon  in 
früheren  Auflagen  manche,  selbst  wichtige  Dinge  nur  in  Form  von  Bei- 
spielen dem  Texte  angereiht  werden,  so  ist  jetzt  noch  umfassender  ii 
Elchtung  verfahren  wordeu  und  au  die  Zähigkeit  des  Lesers  werden  bis* 
weilen  dadurch  hohe  Anforderungen  gestellt,  dass  im  Text  auf  solche  Bei- 
spiele zurückverwiesen  wird,  die  ihrerseits  nnr  skizzenhaft  bebandutt  sind. 
Doch  sehen  wir  lieber  darüber  hinweg  und  freuen  uns,  in  der  deutschen 
Literatur  durch  das  vorliegende  ein  Werk  zu  besitzen,  welches  bei  geo- 
metriscbeu  Untersuchungen  unter  allen  Umstünden  mit  Erfolg  zu  Rathe 
gezogen  werden  kann. 

Hannover.  C.  Bodenbgbo. 


Hetriscbe  Beziehungen  an  Tangentenfignren  der  Kegelsohnitte.  Von  Ober- 
lehrer Handel.  Abbandinngen  zum  Osterprogramm  der  König  Wilhelms- 
schule  zu  Reichenbach  in  Schlesien.  1889.  Progr.-Nr.  209.  20  8. 
Text  und  2  Figuren  tafeln, 

Zwei  Kreiseigenscbaften  sind  es  vorzugsweise,  um  deren  Verallgemei- 
nerung ftlr  Kegelschnitte  es  sich  handelt:  1.  die  algebraischen  Beziehungen, 
welche  zwischen  den  Seiten  eines  Dreiecks  und  den  durch  seine  vier  Be- 
rührungaseiten  gebildeten  Seiten  ab  schnitten  bestehen,  und  2.  die  von  Steiner 
umfassend  klargelegten  Eigenschaften  des  von  vier  Kreis  tau  genten  begrenzten 
einfachen  Vierecks. 

Znr  Erzielung  einer  bequemen  Ausdrucks  weise  bezeichnet  dar  Verfaaser 
als  „Projection"  einer  Tangentenstrecke  ihre  orthogonale  Projection  auf  eine 
Gerade,  welche  zu  dem  einen  oder  dem  andern,  nach  dem  Berührungs- 
punkte der  Tangente  gehenden  Brenustfablen  senkrecht  steht.  Wie  leicht 
ersichtlich,  ist  die  Länge  der  Projection  von  der  Wahl  des  Brennstrahls 
unabhängig.  Dann  gipfelt  das  Resultat  der  Arbeit  in  dem  Satze:  In  jedem 
einfachen  {oonvexen,  concaven  oder  üb  erschlage  neu)  Viereck,  dessen  Seiten 
einen  Kegelschnitt  berühren,  ist  die  algebraische  Summe  der  Projectioneu 
zweier  Gegenseiten  gleich  der  algebraischen  Snmme  der  Projectioneu  der 
beiden  anderen.  Dabei  sind  die  Seiten,  in  Bezng  auf  welche  der  berührende 
Theil  des  Kegelschnittes  entgegengesetzte  Lage  bat,  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  zu  versehen. 

Hannover.  C.  Rodbnbero, 


'  Dieselbe  ist  jetzt  vollendet,  wie  ich  bei  der  Correotur  hiniutugt 


Historisch  -  literarische  Äbtheilnng. 

Bn  mit  der  Theorie  algebraischet  Plächen  satammenhAngendflB  plani- 
metriaclieB  Problem  von  Dr.  BGtzbekohb,  Lebrer  der  Hnthemaük 
ia   LangentbaL     Bero,   in   Commission   TOn  Jent  &  Beinert.      1889. 

l  8.  8". 

Das  planinietriscbe  Problem  fordert  die  Bestimmung  eiaes  Dreieclca  ans 
den  gegebenen  Längen  der  Wiol^elhalbirenden.  Vorbereitend  wird  eine  Anf- 
gabe  gelQat,  in  der  ao  Stelle  der  ganzeo  Längen  der  Winkelbalbirenden  nur 
die  Strecken  von  den  Ecken  des  Dreiecks  bis  znm  Mittelpunkte  de«  eio- 
geschriebenen  Kreises  treten  and  welche  drei  Lösungen  zolSsst,  von  denen 
iwei  auf  reelle  Dreiecke  führen.  Die  scbwierigere  ursprüngliche  Aufgabe 
erfordert  die  Auflösung  der  drei  Gleichungen  ~  | 

xy {x+s  +  e)i~ X  +  fj  +  z)  =  uHy  +  sY  etc.,  H 

in  der  x,  y,  e  die  gesuchten  Seitenlangen  des  Dreiecks,  a,  ß,y  die  gegebne 
nen  Strecken  sind.  Behnfa  Feststellung  der  Anzahl  der  Lösungen  werden 
X.  y.  X  als  rechtwinklige  Coordinaten  anfgefasst.  Jene  Anzahl  ist  dann 
durch  die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  der  drei  durch  obiga  Gleichungen 
dargestellten  Flächen  gegeben.  Nach  Abzug  der  durch  die  gemeinscbaft- 
liche  Durchachnittscurve  jener  Flächen  absorbirten  Punkte  bleiben  von  den 
4^  Schnittpunkten  noch  12,  welche  eigentlichen  Lösungen  angehören,  und 
auch  diese  ordnen  sich  zu  Paaren  centriach'Sjmmetrisch  in  Bezog  auf  den 
Ursprung.  Eine  Aufstellung  der  Gleichung  sechsten  oder,  wie  der  Verfasser 
vermutbet,  vielleicht  nur  dritten  Grades,  anf  welche  das  Problem  hier- 
nach führen  mUeste,  wird  zwar  nicht  gegeben,  aber  bei  den  zur  Erreich- 
nng  dieses  Zieles  gemachten  Versuchen  sind  doch  manche  bemerkenswertfae 
Eigenschaften  jeder  der  auftreteuden  Flachen  erkannt  worden.  Z.  B. :  Die 
Reciprokalfläche  ist  mit  der  gegebenen  von  derselben  Art.  —  Die  Fläche  ist 
der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstünde  von  zwei  sich  unter  rechtem  Wiokel 
schneidenden  Geraden  constante  algebraische  Summe  „a"  haben.  Treten 
an  Stelle  der  beiden  Geraden  zwei  beliebige  windschiefe,  so  ist  der  Ort  der 
Punkte  noch  immer  eine  Fläche  vierter  Ordnung  und  diese  ist  insbesondere 
die  Steiner'sche  (Itömer-)  Fläche,  wenn  a  der  senkrechte  Abstand  der 
Leitgeiaden  ist, 

Hannover.  C.  Kodenubro. 

Elemente  der  projektivischen  Geometriä.  Auf  Grund  neuer,  vom  Pro- 
fessor Karl  KOppsb  herrührender  Definitionen  und  Beweise  leicht 
faaslich  zusammengestellt  von  Wilhelm  Rulf,  Professor  an  der  K.  K. 
deutschen  Staatsge  wer  beschule  in  Pilsen.  Mit  vielen  in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.  Halle  a.  8.,  Ifebert  1889.  TI  u, 
96  S.  8«. 
Im  Vergleiche  mit  dem  geringen  umfange  ist  der  Inhalt  der  Schrift 
'aaerordeaüich   reicher.     A\s  veseiiti\di&\ß  'aiiä  %t:Vx  \i%Ta%TV.«,TkK<t< 


Eigenthümlichkeit  mag  hier  gleich  die  Art  der  BegrllDduDg  der  Projectivit&t 
beieiohnet  and  etwas  eingehend  dargelegt  werdcu. 

Die  Definition  der  Gruadgebilde  i^t  die  übliche.  Zwei  Punfctreibea 
heiseen  dann  weiter  pcrspecti Tisch ,  wenn  sie  Schaitte  eines  und  desselben 
StrahlenbÜHchels  sind.  Aber  nun  wird ,  waa  charakteristisch  für  die  Schrift 
ist,  unter  Auwendung  von  Proporti o ue u ,  nicht  von  DoppeWerhEillnigseii, 
bewiesen :  Zwei  pergpectivische  Punktreihen  können  dadurch  in  eine  neue 
perspectiv iscbs  Lage  gebracht  werden,  dasa  man  zwei  homologe  Punkt«  der- 
selben zur  Deckung  bringt.  Hieran  achlieext  »ich  daun  die  Definition  der 
Projectivität ;  Werden  zwei  Punktreihea  derart  aufeinander  bezogen,  dass 
einem  Punkte  der  einen  nur  ein  Punkt  der  andern  entspricht,  und  lassen 
sie  sich  durch  Deckung  von  zwei  homologen  Punkten  in  perspectiviacbe 
Loge  bringen,  tio  nennt  man  uie  projectiviscfa.  Die  ausdrückliche  Forde- 
rung, dass  einem  Punkte  nur  ein  Punkt  entspreche,  erscheint  bei  dieser 
Auffassung  der  Projectivitlit  überflüssig,  da  die  Möglichkeit  der  perspec- 
tivischen  Lage  ein  solches  Entsprechen  schon  bedingt.  Die  letzte  Definition 
läast  dann  sofort  schliesaen,  dass  zwei  projectivische  Punktreihea  durch  drei 
Paare  homologer  Elemente  bestimmt  sind,  und  eine  kurze  Uctracbtuag  von 
Ähnlichen  und  congruenten  Reiben  fuhrt  auf  den  PundamentaUatz:  Stimmen 
zwei  projectivische  Pnnktreihen  in  drei  Elementen  Überein ,  ao  sind  sie  con- 
gruent. 

Von  nan  an  gebt  dio  Entwickelnng  in  gewohnten  Bahnen  weiter  und 
dringt  vor  bis  zum  Regelschnittbüschel  und  der  Steiuer'scben  Verwandt- 
schaft. BQumliche  Erzeugnisse  projectiver  Gebilde  werden  nicht  hetroobtet. 
Hervorgehoben  zu  werden  verdient  noch  die  eingehende  Behandlung  der 
Construction  eines  Kegelschnittes  aus  tbeilweise  imagiuliren  Elementen. 

In  einer  spateren  Auflage  möchte  die  Aufgabe  ersten  Grades  des  §  18 
doch  auch  .linear  und  nicht  mit  Hilfe  eines  Kreises  gelöst  werden.  Die 
dort  auftretenden  projectiven  Reihen  baB  und  fcVCsind,  wie  nicht  bemerkt 
zu  sein  scheint,  perspectiv  lihnlich  und  damit  liegt  eine  lineare  Lösung  auf 
der  Hand.  Bie^e  Kleinigkeit  thut  nattlrlich  der  sonstigen  Vortrefflicbkeit 
des  Buches  keinen  Abbruch, 

Hannover.  C.  Rodehbero. 


Heinrich  Schröter,  Ornndzüge  einer  rein  -  geometrischen  Theorie  der 

RaumcniTe  vierter  Ordnung  erster  Species.    Leipzig,  B.  G-  Ten 

1890.     VI  u.  1(X)  S. 

In   seiner   bekannten   durchsichtigen  Darstellungs weise  und  im  engen 

Anscbluss  an  seine  vorhergegangene  Pubiicatiou  über  ebene  Curven  dritter 

Ordnung    giebt    Herr    Sehr,    hier    eine    Uebersicht    über    die    interessanten 

Eigenschaften   der   Baumcurven  C^ ,  _  Mit  besonderer  Vorliebe  verweilt  er 


lit«rariscbe  ÄbtheUntig. 

bei   gewissen  CooGgurationea,   xa   denen   ausser  den   stationKrea    Pankten 
anclt   die  sogenannten  „Tripel"   und   „Quadrupel"   der  Curye  Veranlassnng 

Nachdem  in  drei  einleiiendeu  Paragraphen  Stltze  über  das  zn  C^  gft* 
h'lrige  FlUchenbUscIiel  und  ibre  BestimmaDg  durch  acht  Punkt«  gegeben 
Bind,  beschäftigt  sich  Herr  Bohr,  in  den  §§  4  —  6  mit  den  Tripeln  von 
PuDkten,  welche  den  letzten  Schnittpunkt  der  nie  verbindenden  Ebene  zum 
gemeinsHiiieu  Suhmiegungsp unkte  haben.  Mit  ihren  drei  Tangenten  be- 
titimmt  er  die  Schmiegungsebenen  der  Punkte.  Da  die  Betrachtung  auf 
Tripel  reeller  Punkte  eingeschränkt  wird,  so  folgt  aus  dem  Satze,  daäs  eine 
allgemeine  ebene  Cnrve  dritter  Ordnung  drei  in  einer  Geraden  liegende  reelle 
Wendepunkte  besitzt,  dass  ein  Punkt  von  C\  einem  Tripel  angehört  und 
ein  Schmiogungspnnkt  ein  Tripel  bestimmt  Herr  Sehr,  geht  nun  von  dem 
ilurnack'schen  Satze  aus,  nach  welchem  der  Ort  der  Punkt«,  von  denen 
aus  zwei  Dreiecke  durch  dreifach  perspectivische  körperliche  Ecken  projicirt 
werden,  eine  C^  ist,  welche  die  stchs  Punkte,  91,,  91^,  %;  SB,,  ©,,  SÖ3, 
uelbst  enthalt,  Drei  Hyperboloide,  welche  eine  solche  Curve  miteinander 
gemein  hüben,  werden,  wie  Herr  Sehr,  sehr  einfach  zeigt,  durch  Geraden- 
tripel  festgelegt,  deren  jedes  91, ^t^St^  und  ein  aus  Sß,  SßjSD,  durch  cyklische 
Verschiebung  der  Indices  entstehendes  Tripel  ausschneidet.  Mit  91, 9l,9(j 
bestimmt  ein  anderes  Tripel  3!)[3!!jS>3  von  Punkten  der  C^  in  entsprechen- 
der Weise  die  anderen  Geradentripel  der  Hyperboloide,  die  von  9l,9lj9lj 
ausgehen.  In  derselben  Beziehung  zu  ^,©,©3  steht  ein  Tripel  616,63. 
Die  neuen  sechs  Punkte  können  aus  den  ersten  linear  mit  Hilfe  der  Ebenen 
gefunden  werden ,  die  znei  Punkte  9t  und  einen  Punkt  ^,  bez.  einen  Punkt 
^  und  zwei  Punkte  @  enthalten.  Sechs  neue  C^  enthaltende  Hyperboloide 
werden  nun  mit  Hilfe  der  Geradentripel  bestimmt,  die  einerseits  das  Tripel 
iöiiUjiBj,  bez.  9l,9lj9t,  ausschneiden,  andererseits  aber  ein  aua  5),  Süa^,, 
bez.  ^,  6„@t  durch  cyklische  Vertauschung  entstehendes  Tripel.  Jedes  der 
erstoren  drei  enthUlt  in  seiner  andern  Geradenschaar  die  Tangente  in  einem 
der  drei  Punkte  91,,  %i,  9tj  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen. 
Da  nun  eine  Tangente  der  C^  ein  sie  enthaltendes  Hyperboloid  bestimmt, 
von  dem  auch  die  zweite  vom  Berührungspunkte  ausgehende  Gerade  der 
Schmiegungsebene  desselben  angehCrt,  so  müssen  nothwendig  91,,  91^,  91] 
den  leiten  Schnittpunkt  ihrer  Ebene  zum  gemeinsamen  Schmiegungspunkte 
haben.  Da  diese  charakteristische  Eigenschaft  auch  den  Tripeln  ^,  $«S,, 
^i^i'^it  ^i^^3  zukommt,  so  ist  hiermit  die  MGglicbkeit  gegeben,  un- 
ondücb  viele  Punkte  der  C,  aafzufinden. 

Ein  vorliegendes  Tripel  bestimmt  mit  vier  gewChnücben  Punkten  eine 

Cnrve  C^  eindeutig  und  vertritt  daher  vier  gewöhnliche  Punkte.    Ans  den 

^4bigen   Beziehungen    kann    gefolgert   werden,   dass  ein  Tripel    von   eiser 

t  Wiebigen  Seoante  aus  in  ein  anderes  projicirt  wird.     Auch  schneiden  die 

welche  von  einem  Punkte  der  Curve  am  die  Seiten  eines  ' 


ReceDsionen. 

dreiecks  oder  die  Taugenten  in  aeineu  Punkten  projiciren,  die  Punkte  eines 
nenen  Tripels  aus. 

Drei  beliebige  Tripel  3[i9t,9Ia,  SiS^Ba,  6,6,6»  einer  Curve  C. 
orgeben  27  Ebenen,  deren  jede  einen  Punkt  aus  jedem  Tripel  entbKlt. 
Zu  je  neun  gehen  diese  Ebenen  durch  die  drei  Punkte  eines  vierten  Tripels 
3!),3)j'3>3.  Eine  Tabelle  dieser  Ebenen  liisst  sich  aufstellen,  wenn  die 
KeJhenfolge  der  Punkte  iB, ,  93t>  ^3  ^°  gewäblt  ist,  dnss  sie  in  der  oben 
angegebenen  Art  mit  31,,  91,,  %n  drei  0,  enthaltende  Hyperboloide  be- 
stimmen und  Entsprechendes  von  61,  6i>  @^  gilt.  Verschiebt  man  an  vier 
Pnnkten,  die  auf  einer  Ebene  liegen,  die  Indices  zweimal  hintereinander 
cyklisch,  so  erhält  man  die  Ecken  zweier  Tetraeder,  deren  Seiten  paarweise 
die  Punkte  der  bestimmten  der  27  Ebenen  ausschneiden.  Zwei  so  zusam- 
mengehörige Tetraeder  sind  noch  aussordeni  einander  aubcscbriehen,  d.  h. 
es  wird  jede  Kante  des  einen  von  einer  solchen  des  andern  getroffen. 

Nachdem  er  in  §  7  die  Reye'scben  Eut Wickelungen  über  Gruppen 
associirter  Punkte  gegeben  hat,  wendet  sich  Herr  Sehr,  in  den  §§  8,  9 
lu  den  Quadrupeln  der  Punkte  der  (7,;  es  sind  dies  solche  Punktgroppen, 
deren  Tangenten  byperboloidische  Lage  haben,  d.  h.  derselben  Geradenschaar 
eines  C^  enthaltenden  Hyperboloids  angeboren.  Zusammengebürig  beisseu 
solcbe  Quadrupel,  die  man  aus  den  beiden  Regeischaaren  desselben  Hyper- 
boloids erhält.  Dasa  alle  Quadrupel  projectivi^cbe  Taugen  teugruppen  er- 
geben, kann  aus  dem  bekannten  Salmon'schen  Satze  über  ebene  Curven 
dritter  Ordnung  geschlossen  werden.  Aus  dem  bekannten  Satze  Über  Vier- 
ecke von  Punkten  solcher  Curven,  die  den  Tangentialpuukt  gemein  haben, 
kann  gefolgert  werden,  dasa  von  irgend  zwei  Punkten  eines  Quadrupels 
£Wei  Ebenen  ausgehen,  auf  denen  die  des  zngebdrigen  Quadrupels  zu  zweien 
vertheilt  liegen.  Hieraus  folgt,  dass  zwei  zusammengehörige  Quadrupel  von 
vier  Raumpunkten  f),,  0,,  0^,  0^  aus  ineinander  projicirt  werden,  und  zwar 
entsprechen  jedesmal  die  zugehörigen  Tangen tengruppen  einander  projec- 
tivisch.  Diese  Pnnkte  sind  die  Spitzen  der  C^  enthaltenden  Kegel,  und  es 
leuchtet  nach  der  Art  ihrer  Auffindung  augenblicklich  ein,  dass  sie  doa 
allen  Flachen  des  Büschels  [C^)  gemeinsame  Folartetraeder  bilden. 

Ein  Quadrupel  wird  von  jeder  Secante  der  C^  ans  in  ein  Quadrupel 
projicirt.  Die  drei  Punkte,  welche  einen  gegebenen  zu  einem  Quadrupel 
ergänzen,  bestimmen  mit  ibm  Secanten,  deren  jede  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  des  Polarte traeders  trifft.  Legt  man  von  den  Punkten  eines  Qua- 
drupels aus  die  Geraden,  welche  zwei  gegenüberliegende  Kanten  eines  an- 
dern Quodrnpeltetraeders  treffen,  so  schneiden  dieselben  alle  die  Curve  noch 
einmal  und  zwar  in  den  Pnnkten  eines  dritten  Quadrupels.  Vertauscht  man 
die  beiden  gegebenen  Quadrupel,  so  gesellt  sich  zu  ihnen  noch  eiu  viertes. 
Unter  den  so  entstanlenen  16  Punkten  bestehen  interessante  Beziehungen, 
inebeaoudere  ergeben  sich  24  Paare  Möbius'echer  Tetraeder, 
jedes  dem  andern  eiDgesehriebes  ist. 


ischt  man 

u  viertes.  ^^ 
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on  denen  ^^^^ 


g  10  bescburtigt  sioh  mit  den  von  den  Herren  Vobs,  Ämesedar 
WeBtphal  betrachteten  Hyperboloiden,  Die  16  Geraden,  welche  die  Pai 
eines  Quadrupels  mit  denen  eines  andern  verbinden,  liegen  zu  je  vier  in  hjper- 
boloidischer  Lage.  Wenn  daa  »weite  Quadrupel  eines  von  drei  bestimmten 
zu  dem  ersten  gebürigeu  ist,  so  liegen  die  vier  so  bestimmten  Regelscbaaren 
paarweise  auf  zwei  Hyperboloiden.  Die  so  entstebendeu  sechs  Hyperboloide 
enthalten  C^.  Sie  siud  die  einzigen,  welche  zunächst  ein  und  bernaeb  un- 
endlich viele  der  C,  eiiigescbri  ebene  Vierecke  vollständig  enthalten.  Wie 
man  auch  das  erste  Quadrupel  wühlen  mag,  man  erhält  stets  dieselben  drei 
Paare  von  Hyperboloiden.  Die  drei  zugehörigen  Quadrupel  werden  von 
Hyperboloiden  ausgeschnitten ,  deren  jedes  ausser  dem  ersten  Quadru] 
zwei  Paare  gegenüberliegender  Kauten  des  Polarletraedcrs  enthält. 

Nach  den  vorangegangenen  Eutwickelungen  sind  die  Schnittpunkte 
C^  mit  den  Ebenen  des  Polartetraeders  leicht  als  Wendeberllhrun gapunkte  sa 
erkennen  (§  II).  Es  gelingt,  die  Gesammtzahl  der  vier  Wendeberührungs- 
|iuukte  entbalteuden  Ebenen  auf  116  festzustellen  und  eine  Tabelle  dieser 
Ebenen  zu  entwerfen.  Mit  ihrer  Hilfe  werden  in  §  12  die  Tetraeder  be- 
trachtet, deren  Ebenen  sSmmtliche  lö  Wendeberührucgspunkte  enthalten. 
Die  Zahl  dieser  Teti-aeder  wird  gleich  745  gefunden,  was  mit  früheren  ana- 
lytischen Erörterungen  der  Frage  in  Einklang  steht.  4 

Berlin,  im  Februar  1891.  Eknst  Köttbb.  fl 
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J.  ß.  Eck  ,  ITeber  die  Vertheilnng;  der  Axen  der  Botationsfiächen  2.  Grades. 
welche  durch  gegebene  Funkte  gehen.  luaugural  •  Dissertation 
(Münster).     Bonn,  Carl  Georgi.     1890.     145  S. 

Die  umfangreiche  Abhandlung  zerfallt  in  einen  einleitenden  Abschnitt 
und  ia  drei  Hauptcapitel,  in  denen  nacheinander  die  Mannigfaltigkeiten  der 
Rotationaflfichen  zweiten  Grades  Überhaupt,  der  Rolationacylinder  und  der 
EotatioDskegel  abgehandelt  werden.  Die  Einleitung  wird  uöthig,  um  den 
parabolischen  Cylindern  ihre  Rolle  zuzuweisen.  Da  als  Rotati onsflScfae  jede 
Fläche  zweiten  Grades  gilt,  die  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  Ü*  in  iwei 
Punkten  berührt,  so  treten  auch  sie  unter  den  betrachteten  Flächen  auf.  Da 
die  Ale  einer  Rotationsfläche  einmal  hinsichtlich  S.*  zur  BerQhrungssebne 
polarreciprok  sein  musa  und  andererseits  die  Mittelpunkte  der  Flächenkreiae 
enthält,  so  betrachtet  Herr  Eck  als  Axe  des  parabolischen  Cylindera  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebenen,  welche  zu  den  Geraden  des  Cylinders 
senkrecht  stehen,  als  Mittelpunkt  den  Schnittpunkt  der  Axe  mit  der 
rUhrungakante.  Als  Axe  eices  Paares  paralleler  Ebenen  kann  jede  Eu  it 
aenkrechte  unendlich  ferne  Gerade  gelten. 

Vorzüglich  kommen  die  entwickelten  Resultate  durch  die  CombiuBl 
dreier  Stammcompleie  zu  Stande.     Der  erste,  R^,  besteht  aus  den  Azen 
A^,  Äf   enthaltenden  RotaUon^aäc^ieii,  det  ^^e\U,  Z^,  ans 
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Axen  der  Botationscylinder,  die  J,,^,  enthalten,  und  der  dritte,  f,,  aus 
den  Äien  der  Botationskegel ,  die  drei  Funkte  jj, ,  A^,  A^  enthalten.  Rf, 
bereite  von  Laguerre  nntcrsucht,  ist  vom  dritten  Grade;  tdu  seinen  acht 
StrahlenhUndeln  bat  eines  den  Mittelpunkte  der  j1,  J^^,  J^  umEcbriebenen 
Kugel  zum  Centrum,  die  anderen  Centren  liegen  unendlich  fem  auf  den 
Lothen  cm,  die  von  C  ans  auf  die  Ebenen  des  Tetraoders  ^,j4,^,^^,  sich 
Rillen  lassen,  und  auf  den  Geraden  d,i,.im,  die  von  G  ausgehen  und  die 
Paare  gegenüberliegender  Kanten  desselben  treffen.  Der  Complei 
beliebigen  Punktes  P  enthält  ausser  PC  die  Parallelen  zu  den  cjt/  und  den 
dik.tm,  lüngs  der  ersteren  berührt  er  die  Ebenen  Pcm;  er  verschiebt  sich 
also  zu  sich  selbst  parallel,  wenn  P  von  0  aus  auf  einer  Geraden  fort- 
schreitet. Die  Complexcurve  in  irgend  einer  Ebene  n  berührt  die  unendlich 
ferne  Ebene  zweifach,  die  Ebenen  /,«,  die  in  den  Mitten  der  Kanten  AtAi, 
senkrecht  stehen,  einfach,  ao  das3  das  erstere  Strablenfeld  Kwei-,  die  letz- 
teren einfach  zum  Complex  gebären.     (§§  17  —  54.) 

Eine  Gerade  gebort  dem  Complei  Z^  an,  wenn  die  zu  ihr  und  zu  A^A^ 
senkrechte  Gerade  in  dem  Ualbirungspunkte  B,^  der  Strecke  A,  A^  trifft. 
Da  demnach  der  Complexkegel  eines  Punktes  P  den  Kreta  projicirt,  wel- 
chen auf  y,,  die  Kugel  über  PB,^  ausschneidet,  ao  ist  Z^  ein  Reye'scher 
Comples,  dessen  Tetraeder  ausser  .ß,,  den  unendlich  fernen  Punkt  21,^  der 
Geraden  A,A^  und   die  Kreiapunkte   von  j>,j  zu  Ecken  hat.     [§§74—85.) 

Am  meisten  Schwierigkeiten  macht  der  Complei  £,.  Um  die  Axen  der 
Uotationskegel  durch  J,,  A^,  A^  zu  erhalten,  die  von  einem  Punkte  P  aus- 
geben und  in  einer  Ebene  ti  liegen,  benutzt  Herr  Eck,  dass,  wenn  eine 
Gerade  j;  in  n  um  P  sich  dreht,  die  Spitzen  der  beiden  Kotationskegel  mit 
der  Axe  p  und  den  Punkten  A^,  A^  auf  einer  Curve  ^,|  vierter  Ordnung 
mit  dem  Doppelpunkte  P  fortschreiten.  Auch  der  zweite  Schnittpunkt  der 
Kugeln  über  PA^  nnd  PA^  mit  n  ist  ein  Doppelpunkt  der  Curve.  Sie  ent- 
hält die  Kreispunkte  von  n.  Die  BerUfarnugtip unkte  der  von  P  au  i^^ 
gebenden  Tangenten  liegen  auf  den  erwähnten  Kugein  und  werden  von  den 
Kegeln  ausgeschnitten,  die  von  A,,  bez.  A^  aus  Ä*  projiciren.  Wird  A^ 
rUr  Af  eingeführt,  so  entsteht  eine  analoge  Curve  k,^.  Von  den  zwClf 
Schnittpunkten  ausserhalb  P  zwischen  ft,g  und  ^„  führen  aber  nur  sechs  auf 
Geraden  der  gesuchten  Art,  die  beiden  BerUhrungs-  und  Schnittpunkte, 
welche  auf  der  Kugel  über  A^P  liegen,  hingegen  auf  Geraden,  die  der 
Aufgabe  fremd  sind.       K^  ist  somit  vom  sechsten  Grade. 

In  a  {^  Ai.i^/Ig)  liegen  als  Compleicurven  drei  Parabeln,  von  denen 
jede  eine  Ecke  des  Dreiecks  A^A^A^  zum  Brennpunkt,  die  gegenüber 
liegende  Seite  aber  zur  Directrii  hat.  In  jeder  zu  a  senkrechten  Ebene  (i 
ist  eine  Compleicurve  der  eine  Fooalkegelschcitt  der  Curve  zweiten  Grades, 
die  (fia)  zum  einen  Durchmesser  hat  und  A^,  A^,  J^  enthSlt.  Ein  vier- 
faches S trab Icnb Und el  des  Complexes  geht  von  dem  senkrecht  Über  a  i 
Unendlichen   liegenden    Punkte  S   aus,    einfache  sftttden  d\&  Bt,t.'BVti'{,'>»Jdsi  i 
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der  Ebenen  y*  i°i^  S'  ^^^  <^'b  beiden  Punkte  aus,  von  denen  ans  it*  in 
den  ji^  Jf  A^  um  schriebe  neu  Kreis  projicirt  wird.  Einfache  Strahlen  ebenen 
sind  j-Kj,  7^1,  )■,,;  mit  Hilfe  von  etwas  subtilen  Betrachtungen  stellt  Herr 
Eck  den  Satz  auf,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  dreifach  zum  Com- 
plex  gehört,  vierfach  aber  ausser  den  unendlich  fernen  Strahlen  von  @  die 
Tangenten  von  £'  zählen.  Der  erste  Tbeil  der  Beliauptung  hütte  sich  auf 
andere  Weise  sehr  einfach  erledigen  lassen,     (g§  102  — 131.) 

Zwei  Coniplejce  R^,  deren  jeder  zu  vier  von  fünf  Punkton  J,,  A^,  ...,  J^ 
gehört,  haben  ein  Strablensjsteni  R^  siebenter  Ordnung  und  zweiler  Classe 
(7,  2)  gemein,  dessen  Strahlen  Axen  von  Rotationsflächen  sind,  welche  die 
fünf  Punkte  enthalten.  Die  Congruen*  erweist  sich,  Herrn  Kummer's 
Entwickelungen  entsprechend,  als  frei  von  singulitren  Punkten:  Die  zehn 
Curveu  dritter  und  die  eine  Curve  sechster  Classe,  welche  die  allgemeine 
Theorie  fordert,  lassen  sich  in  den  Ebenen  yn,  {i,  ^'=^  1,  2,  ...,&)  und  der 
unendlich  fernen  Ebene  nachweisen.     (§§  55  —  66.) 

Das  zu  J, ,  ....  Af^  gehörige  Strahlensystem  Äj  und  der  zu  A^,  A^,  A^,  A^ 
gehüri;,;e  Complei  S^  haben  die  Axen  der  Botationsfiächen  miteinander  ge- 
mein, die  alle  sechs  Punkt«  enthalten.  Ihre  Regelfläcbe  ist  zunächst  nach 
der  Halpben'scben  Formel  von  der  27.  Ordnung,  aber  es  lösen  sich  als 
fremde  Bestandtheile  die  unendlich  fernen  Geraden  von  R^  zweifach  und 
die  in  y^^,  y^,,  7,^  liegenden  einfach  ab,  so  dass  eine  EegelQUche  secbster 
Ordnung  Übrig  bleibt.  Sie  hat  mit  jeder  Ebene  yn  drei,  mit  der  un- 
endlich fernen  Ebene  vier  Erzeugende  und  einen  Kegelschnitt  gemein. 
Diese  Ergebnibse  bestätigen  in  verschiedenen  Arten,  dass  vier  Hotations- 
fliicben  durch  siebuu  Punkte  sich  legen  lassen,     (§§  6S — 73.) 

Nebenher  geht  im  ersten  Haupttheile  die  Untersuchung  der  Hotations- 
paraboloide.  Je  nachdem  drei,  vier  oder  fünf  Punkte  vorliegen,  erhält  man 
für  die  Axen  einen  Complei  dritten  Grades  (§  40),  ein  Strahlen  System 
siebenter  Ordnung  und  zweiter  Classe  {§  4^)  oder  eine  Regelääcbe  sechsten 
Grades  (§07).  Beraerkenswerth  ist  der  Kegelschnitt,  den  die  letztere  Fläche 
ausser  vier  Erzeugenden  im  unendlichen  hat.  Seine  Punkte  senden  sich  harmo- 
nisch trennende  Tangenten  paare  an  St'  und  den  Kegelschnitt,  welchen  die 
Uerllhrutigs kanten  der  parabolischen  Cylinder  des  linearen  Systems  umhllUen. 

Die  beiden  zu  A^,  A^  und  A^,  A^  gehörenden  Complexe  Z^  haben  ein 
Strablensystem  Zj  vierter  Ordnung  und  dritter  Classe  gemein,  welches  die 
Axen  der  A,,  A^,  A^  enthaltenden  Rotationscylinder  aufweist.  Singulare 
Punkte  des  Systems  sind  B^g,  B^,,  B,j  und  Sl^,,  3I3,,  31,^,  ferner  die 
Schnittpankte  von  jf*  mit  den  Ebenen  y^^,  /„,  /,,.  Ausser  den  Ebenen  yii^, 
deren  jede  die  Tangenten  einer  Parabel  zum  System  beiträgt,  wäre  nach 
Herrn  Eck's  Entwickelungen  noch  die  unendhch  ferne  Ebene  singulär  und 
zwar  enthielte  sie  das  SirahlhUschel,  dessen  Centrum  senkrecht  Qber  a  liegt, 
und  die  Tangenten  von  Ä^  Ein  eigentbUmlicbes  Verhalten  zeigt  die  Gerade  C, 
4i«  im  Mittelpankte  des  J,  .J,  A^  umscliriebe'ae'ii  Ximea  i^  a  ».ft-oktatW,  %te 


ohoe  eine  Doppelgerada  des  Bfsteins  zn  Bein ,  ist  sie  doch  Eweifacl  in  jeder 
c  enthaltenden  Ebene  enthalten,     (§§85 — 9G,) 

Sind  von  den  Rotationscylindern  Tier  Punkte  -^,,  .4^,  J^,  A^  gegeben, 
so  hat  der  zn  ^,,  A^,  A^,  A,  gehörige  Complex  Ii^  mit  t 
gehörigen  System  Z^  ausser  den  in  j'jg,  j-j,,  y^  liegenden  Geraden  von  Z^ 
und  den  zneifacb  zählenden  unendlich  fernen  Qeraden  noch  eine  RegelflSche 
neunter  Ordnung  gemein,  der  die  gesuchten  Äxen  angehören.  Die  Fl^be 
bat  je  drei  Gerade  in  den  Ebenen  yn  nnd  sechs  im  Unendlichen.  Ebenso 
muss  die  RegelÜäcbe  aber  entstehen,  wenn  man  das  zu  A^,  A^,  A^  gehörige 
System  Z^  mit  dem  A,,  A^  zugehörigen  Complex  Z,  schneidet.  Hierbei 
wUrde  sich  nach  Ablösung  der  unendlich  fernen  BestandtheJle  von  Z^ 
eine  Regelfläche  elfter  Ordnung  ergeben.  Zur  Lösung  dieses  Widerspruchs 
nimmt  Herr  Eck  an,  dass  Z^  und  Z^  die  Tangenten  von  S*  zweifach  mit- 
einander gemein  haben.  Die  Zahl  der  Bo tat iouscy linder  durch  fünf  Punkte 
findet  Herr  Eck  im  Einklang  mit  einer  von  Herrn  Kiefer  herrührenden 
und  verwandte  Probleme  behandelnden  Schrift  gleich  6.     (§§  97 — lOl.) 

Die  Rotatiouskegel  durch  ^, ,  A^,  A^,  A^  haben  ihre  Axen  zugleich  in 
dem  zugehörigen  Complex  R,  und  in  dem  A,,  A^,  A^  entsprecheuden  Com- 
plex f(g.  Das  System  derselben  ist  von  der  14.  Ordnung  und  der  sechsten 
Oasse.  SinguISr  sind  die  unendlich  ferne  Ebene  nnd  die  Ebenen  yn,  in 
denen  Curven  elfter,  bez.  sechster  Classe  sich  vorfinden  (§§  132  — 14U), 
Den  Complex  K^  mit  einem  zu  A^,  ...,  A^  gehörigen  Strablensyatem  H^ 
schneidend,  kommt  man  zu  einer  Regelfl&che  18.  Ordnung  für  die  Azen  der 
diese  Punkte  enthaltenden  Rotationskegel  {§§  141 — 142).  Die  Zahl  der 
Rotationakegel  durch  sechs  Punkte  ergiebt  sich  auf  verschiedene  Weise 
gleich  12  (§  143).  In  manchen  Einzelheiten  kommt  Herr  Eck  zu  anderen 
Baanttat«n  als  Herr  Kiefer. 

Bariin,  im  Februar   1891.  Ernst  Kötter. 


Christoph  Dibtsch,  Leitfaden  der  darstellenden  Geometrie.     2.  Auflage. 

Erlangen  und  Leipzig,  Andr.  Deicheit  Nachf.     1889.     IV  u.  136  8. 

Die  erste,  1886  erschienene  Auflage  dieser  Schrift  hat  nach  einem  bei- 
liegenden Circular  eine  recht  wohlwollende  Anfnahme  gefunden.  Referent, 
dem  nur  die  neue  Auflage  zugüngtich  ist,  kann  nur  bestätigen,  dass  dos 
Buch  eine  sehr  eindringlich  geschriebene  und  leicht  faasliche  Entwickelung 
der  Elemente  der  darstellenden  Geometrie  bietet  und  einen  ganz  besondem 
Werth  durch  die  Hinzufügang  zahlreicher  gut  gewählter  Aufgaben  nnd 
Zahlenb  ei  spiele  erhält.  StSrend  wirkt  bei  einem  Schulbuche  die  nicht  nn- 
betr&chtliche  Zahl  von  Berichtigungen ,  die  sogar  auf  eine  der  Figuren  sich 
erstrecken. 

Berlin,  im  Februar  1891,  Ehnbt  Köttbk. 


r 
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Ein  Cykloiden- Apparat. 

Herr  Max  Spott,  k.  Reallebrer  für  ZeictmeD  in  Neustadt  a.  d.  Haarilf 
bat  zum  Schulgebrauche  eiaen  sehr  einfachen  und  z wecken tspreclienden 
Cykloidenapparat  conatruirt,  welcher  an  jeder  Schultafel  befestigt  werden 
kann.  £3  lässt  sich  hiermit  an  derselben  mit  Kreide  in  gehöriger  GrSsse 
die  Erzeugung  der  Cykloide,  Epicjkloide  und  Hypocykloide  zeigen.  Der 
Apparat  ist  zusammenlegbar  und  kann  in  einem  Eitstehen  verpackt  zum  Preise 
von  25  Mk.  von  Herrn  Carl  Faulbaber  in  Neustadt  a.  H.  bezogen  werden. 

Neustadt  a,  d.  U.  Dioknethär. 


Theory  of  Differential  £qnationB.  Part  I.  Esact  Eqaalioas  and  Pfaff's 
Problem.  By  änhrkw  Rübsell  Forsttb,  Sc.  D,,  F,  B.  S.,  Fellow 
of  Tiinity  College,  Cambridge-  —  üniveraity  Press.  18üO.  —  XIII 
u.  340  8.    gr.  8". 

Der  Herr  Verfasser  sprach  im  Vorwort  seines  frllher  erschienenen  Lehr- 
baches  der  Differentialgleichungen  (Deberaetzung  von  Maser),  dorcb  wel- 
ohoa  er  in  Deutschland  ziemlich  bekannt  geworden  sein  dürfte,  die  Absicht 
Ana,  einen  zweiten  Band  zu  bearbeiten,  in  welchem  neuere  und  neueste 
Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  Berücksichti- 
gung finden  sollten.  —  Mit  der  oben  bezeichneten ,  uns  vorliegenden  Schrift, 
welche  den  ersten  Tbeil  des  Werkes  bildet  und  die  eiacten  Differen- 
tialgleichungen, sowie  das  Pfaff'sche  Problem  behandelt,  hat  er 
begonnen,  sein  Versprechen  einzulösen. 

Den  ersten  beiden  Capiteln  des  Buches  entnehmen  wir  nugeföbr  F(i^_ 
gendes :  ~^^M 

Schon  Euler  hatte  totale  Differentialausdrttclce  wie  ^^M 

Pdx  +  Qd!/  +  lide  +  -'-  =  0,  * 

in  denen  P,  ß,  R,  ...  Functionen  von  x.  y,  z,  ...  bedeuten,  zum  Gegen- 
stand seiner  Untersuchungen  gemacht.  Er  hielt  aber  streng  daran  fest, 
dass  Holcbe  Differentiale  aus  einer  einzigen  Integralgleicbnng 

(P(ir,  y,  c,  ...)  =  o  {ß  =  cona.) 

hervorgegangen  sein  mussten,  wodurch  den  Coefficienten  des  Differeutiales 
bei  Anwesenheit  von  p  Veränderlichen  bekanntlich  Jp(p— l)(p  — 2)  Be- 
diuguugsgleichungen  auferlegt  werden,  die  aber  nicht  vßUig  nnabhäiigig 
voneinander  sind  und  sich  scbHesslich  auf  ^(p  — l)(j)  — 2)  Gleichungen 
reduciren.  Solche  Differentiale,  welche  die  eben  bemerkte  Eigenschaft  haben, 
beziehentlich  nach  Multiplication  mit  einem  integrirenden  Factor  erlangen, 
nannte  er  „reell",  alle  anderen  nabsurd".  Man  vergl.  Inst,  Calc.  Int.  Vol.  I[I, 
P.  1  §  1  0.  1. 

Far  die  reellen  oder  —  nro  den  gewSbnlichen  Ausdruck  zu  gebrauchen 
—  eiactea    Differentialgleichungen   bat  Eulet   «m«   bereita   auareiclw 


Integrationgmetbode  anfgeatelU,  iie,  wie  bekaDiit,  darin  t>eEiteht,  daas  nur 
zwei  OrSssen,  etwa  x  und  y,  als  Teränderlich  gedacht  werden,  und  dem- 
gemäSB  zaeret  nur  die  Oleicbung 

in  Frage  kommt,  Daa  Integral  der  lelztereu,  welcliea  eine  willkürliche 
FunctioD  d^r  übrigen  Veränderlichen  e,  u,  i',  ...  mit  sich  führt,  wird  tolal 
differenzirt  und  in  üehereinstimmnng  mit  dem  mebrgliedrigen  Differential 
gebracht,  wodurch  sich  die  willkUrlicbe  Function  bis  auf  eine  absolnt« 
Constsnte  ergiebt. 

Die  BeBtimmuugBgleicbung  für  den  integrirenden  Factor  n  findet  man 
leicht  flU3  der  Forderung,  daas  daa  mit  fi  multiplicirte  Differential  exact 
sein  soll;  bei  derselben  Gelegenheit  ergeben  sich  auch  die  Bedingungen, 
welche  zwischen  den  Coefficienten  P,  Q,  ...   stattfinden  müssen. 

Eine  elegantere  Methode  hat  Bertrand  entwickelt.  Vergl.  Coniptes 
Kendna,  t.  LXXXIII  (1876),  pag.  1191—1195.  Er  führt  die  Integration 
einer  ex  acte  n  Differentialgleichung  zwischen  drei  Verfinderlichen  mittels 
Herbeiziehung  eines  Systems  von  zwei  simultanen  Gleichungen  anf  eine 
Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen 

xnrSck.  Letztere  entbKlt  aber  nicbt,  wie  bei  Enler,  die  ursprünglichen 
TerBnderlichen  z,  y,  e,  sondern  zwei  Parameter  o,  ß  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  ,  .       a  / 

Die  Methode  Bertrand's  hat  Forsjth  anf  den  Fall  von  n  Ver&nder- 
ticfaen  aasgedehnt. 

Auch  Natani  bat  in  seiner  Abhandlung  «Deber  totale  and  partielle 
Differentialgleichungen',  Crelle'a  Journal,  Bd,  58  S.301  flgg.,  g  2  (186Ü), 
den  Fall  einer  eiacten  Differentialgleichung  behandelt.  Er  zerfUlt  die  vor- 
gelegt« Gleichung  ebenfalls  in  solche,  bei  welchen  nur  zwei  Grössen  als 
ver&nderlieb  betrachtet  werden;  den  übrigen  Variabelen  werden  behufs  Bil- 
dung von  gHauptintegralen"  ganz  bestimmte  constante  Werthe  ertheilt. 

Eine  Methode,  die  sieb  durch  geometrische  Einkleidung  und  besonders 
auch  dadurch  von  den  vorigen  nnterscheidet,  dass  sie  sich  auf  eine  totale 
01.ioh..B  Zd.+  Id„  +  Zd,  =  0 

erstreckt,  in  welcher  zwischen  den  Coefficienten  znnHchst  keine  bescbrHn- 
kende  Bedingung  angenommen  wird,  hat  Du  Bois-Reymond  im  70.  Bande 
von  Crelle's  Journal.  S.  219-313  (1869)  unter  dem  Titel  „Ueber  die 
Integration  linearer  totaler  Differentialgleichnngen ,  denen  durch  ein  Integral 
Genüge  geschieht"  veröffentlicht,  Es  wird  hier  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung nach   und  nach  mit  zwei  vOUig  willkürlichen  Flächen  gl  ei  chun  gen 


in  Yerbindang   geflettt,   so   dass   zwei  gewOhnlicbe  Differentiftlgleichangen 

zwischen  zwei  VerSnderlichen  entstehen,  welche  in  integriren  Bind.  Noch 
Eliminal.ion  der  IntegratiocscoDstanten ,  resp.  willkürlichen  Coordlnaten  er- 
giebt  sich  schliesslich  eine  Gleichung  der  Form 

iP{x,  y,  B,  Xa,Sa,  0  =  0, 
wobei  fl%,  }/(,,  «0  irgend  ein  Punkt  der  Fläche  X  =  a  ist. 

War  die  vorgelegte  Gleichung  eine  eiacte,  80  läsat  die  letita  OUicli- 
nng  stets  eine  Auflösung  zu,  wie  folgt:  ^^H 

tp{x,y,  0)  =  amst.  ^^ 

Analytisch  ist  die  Methode  von  Du  Bois-Hejmond  mit  der  von  Natani 
verwandt.    Bei  letztgenannter  ist  nämlich  speciell 

Handelt  es  sich  um  ein  System  von  exacten  Bifferentialgleichangeii, 
also  nm  Gleichungen ,  welche  durch  totale  Differentiation  des  nachstebeDden 
Svstemes:  .  ,  \  ,        t    ti  \ 

entstanden  sind,  so  treten  zwei  Fragen  auf:  erstens  die,  wie  man  fOr  ein 
beliebig  vorgelegtes  System  von  n  Gleichungen  die  integrirenden  Factoren 
bestimmt,  und  zweitens,  wieviele  voneinander  unabhängige  Bedingungen 
alsdann  noch  notbwendig  sind,  damit  das  System  aus  nur  exacten  Gleich- 
ungen bestehe.  Die  Anzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  ist  ^nm{m  —  l), 
und  selbige  lassen  sich  in  mannigfacher  Form  anschreiben,  wie  namentlich 
Probenius  in  seiner  AhhanUlung  „Ueber  das  Pfaff'sche Problem",  Crelle's 
Journal  Bd.  82,  3.  276  flgg.  (1876)  gezeigt  hat. 

Falls  alle  Bedingongen  erfüllt  sind,  ergiebt  sich  schon  anf  Grund  der 
Entstehung  des  Differentialgleichungssystemes  eine  Integrationsraethode, 
welche  daher  als  eine  Verallgemeinerung  des  Euler'schen  Verfahrens  an- 
zusehen ist.  —  Ebenso  hat  Natani  in  seiner  bereits  erwöbnten  Abhand- 
lung die  daselbst  benutzte  Methode  auf  ein  System  von  Gleichungen  aus- 
gedehnt (Grelle  Bd.  58,  S.  303).  Mittels  seines  Procesaes  kommt  man 
zuletzt  auf  m  verschiedene  Systeme  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  hat  Ä.  Mayer  herbeigeführt,  indem 
er  zeigte,  dass  man  durch  eine  gewisse  Transformation  die  Integration  auf 
nur  eines  der  genannten  m  Systeme  beschränken  kann.  Diese  Transfor- 
mation ist  mit  jener  verwandt,  welche  von  Du  Bois-Beymond  a.  a.  0. 
gebraucht  worden  ist.  Vergl.  A.  Mayer,  „üeber  simultane,  totale  und 
partielle  Differentialgleichungen",  Mathem.  Ännalen  Bd.  V,  8.  448  —  470 
(1872).  Die  Mayer'sche  Methode  ist  um  so  wichtiger,  als  durch  selbige 
das  Integrationsproblem  der  nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  erheblich  vereintacbt  w\tä. 


Der  Zasammenbaiig,  welcher  zwischen  simultaneii  partiellen  Differen- 
tj  Big)  eich  HD  gen  und  den  exacten  Systemen  besteht,   kann   auch  umgekehrt 

benutzt  werden,  um  für  die  letzt«ren  eine  Integrationsmethode  zu  begranden, 
und  das  ist  von  Boole  geschehen.    Vergl.  Phil.  Trana.  1862,  pag.  437—454, 

Die  vorerwähnten  Methoden  in  aaefUbrlicbeT  Darstellung  bilden  den 
Inhalt  der  ersten  beiden  Capitel  des  Forsyth'scben  Buches.  —  Ein  zweiter 
und  umfänglicherer  Abschnitt  des  Werkes  handelt  von  dem  Pfaff'schen 
Problem  und  umfaast  elf  Capitel. 

Es  kann  nicht  die  Aufgabe  eines  Referates  sein,  die  mannigfaltigen 
Metboden ,  welche  zur  Lösung  dieses  vielgenannten  Problems  ausfindig  ge- 
macht worden  sind,  nur  einigermassen  eingehend  vorzufuhren,  schon  des- 
wegen, weil  hierzu  ein  sehr  grosser  analytischer  Apparat  notbwendig 
werden  würde.  Selbst  ein  kritischer  Vergleich  der  in  den  0 riginal abband- 
lungen  niedergelegten  und  von  Forsyth  reproducirten  Resultate  dürfte 
recht  nmfangreich  werden.    Wir  begnügen  uns  daher  mit  folgenden  Angaben. 

Euler  hatte,  wie  schon  bemerkt,  die  Integration  einer  totalen  Diffe- 
rentialgleichung, sobald  sie  nicht  exact  war,  fUr  widersinnig  und  unmSglich 
erklSrt. 

Monge  war  der  Erst«,  der  gegen  Euler'a  einseitige  Auffassung  Ein- 
spruch erhob.  Man  vergl.  M6m.  de  l'Acad.  Eoyale  des  Sciences  (1784) 
pag.  535,    Er  wies  darauf  bin ,  dass  in  einer  Gleichung  von  der  Form 

Xdx+  Yds  +  Zde  =  0 
an   sich   kein  Widerspruch   liegt,    wohl  aber  in  der  Forderung,    dass   die 
Gleichung  bedingungslos  durch  ein  Integral  befriedigt  werden  soll. 

Indem  ir  die  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  der  Gleichung  einer 

willkürlichen  OberflHcbe  ,  ^      „ 

ip{x,!/,i)  =  0 

zusammenstellte  und  auf  diese  Weise  eine  Differentialgleichung  zwischen  nur 
zwei  Yet^Ld erheben  herleitete,  welche  integrirt  eine  zweite  Oberfläche 

iji  (x , }/,  e)  ^  const. 
darstellt,  konnte  er  das  Resultat  aussprechen:  Jede  totale,  nicht  eiacte 
Difftfrentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  drei  Veränderlichen  stellt  auf 
einer  willkürlichen  Oberfläche  eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Curven 
dar,  —  Monge  bat  seine  Untersuchung  auch  auf  Gleichungen  mit  fl  Ver- 
änderlichen ausgedehnt,  ohne  indessen  das  eigentliche  Integrationsproblem 
irgendwie  zu  fördern. 

Erst  im  Jahre  1815  fand  die  Aufgabe  eine  tiefer  gebende  Lösung  durch 
Pfaff,  welcher  der  Bertiner  Akademie  die  berühmt  gewordene  Abhandli 
„Metbodns    generalis  aequationes   differentiarum   partialium  nee  non  aeqi 
tiones    differentiales    vulgares,    utrasqne    primi    ordinis,    inter   quotcunqne 
variabiles  complete  integrandi"   vorlegte.     Vergl.  Abhandl.  d.  k.  pr. 
d.  Wiss.  zu  Berlin,  8.  76  —  136. 

Hln.-llt.  Abthlg.  d,  ZtiUebi.  f.  Mklli.  n.  Ffaji.  XXXVl.  b. 


£Quqiie       ^^1 
,  Akad.    ^H 


Historisch -literariflche  Äbtheilong. 


Das  Hanptresoltat  der  Pfaffschen  [Jntorsnchung  besteht  darin,   dus 
totale  DifTerentialgleichnDgen  von  der  Oeatalt  i^^h 


beliebige ,    70iietnander   unabhängige  Fu 
^deuten,  anf  Gleichangen  derselben  Form 
_,  nSmlich  auf 

yjüidUk,  resp.   aodu^  +  yjUida^  =  0  ■! 

fln    Ir^nnATi      tDA'Koi    ^ip   TTt     77^   iinrl   wl   p1ipnfn11a  'Piinnfmnnn  fflii*'' 


in  denen  die  X^  beliebige,  70iieinander  unabhängige  FuDctionen  der  Ver- 
Hnderlichen  x«  bedeuten,  aaf  Gleichangen  derselben  Form  mit  bfichstena  « 
Veränderlich en ,  nSmlich  auf 


redacirt  werden  können,  wobei  die  JJi,,  üg  und  h*  ebenfalls  Functionon  d 
fXi   sind,   Ug  aber    eine    willkürliche   Function  der  Veränderlichen   Toratellt. 
Die  Integrale  der  ursprünglichen  Gleichung  sind  sodann 

ut  =  const,,    k=  1,  2,  ...,  n,  resp.  k  —  0,  1,  ....  n  — 1. 

Die  Bedeutung,  welche  das  Pfaff'sche  Problem  für  die  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  besitzt,  insbesondere  für  diejenigen, 
welche  in  der  Mechanik  Buftret«n,  hat  Jacobi  sehr  frühe  erkannt;  sie  bat  ihn 
dazu  geführt,  das  Pfaff'sche  Verfahren  zu  vereinfachen.  Er  zeigte  in  der 
Abhandlung  „Ueber  die  Redoction  der  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Zahl  Variabein  aaf 
die  Integration  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen", 
Creüe'a  Journal  Bd.  17,  8.97—162,  §  12  (1837),  dass  die  »  Systeme 
simulUmer  Differentialgleichungen,  welche  der  Pfaff'sche  Process  mit  sich 
bringt,  völlig  unabhängig  voneinander  integrirt  werden  können. 

Diese  und  weitere  Vereinfachungen,  welche  z.  B.  in  dem  gleichzeitigen 
Bekanntsein  zweier  oder  mehrerer  Integrale  bestehen  (Poisson<Jacobi- 
Bchea  Theorem),  worden  für  Natani  die  Veranlassung,  das  Pfaff'sche 
Problem  einer  neuen  Bearbeitung  zu  unterziehen,  wodurch  eine  besondere 
ond  vollständige  Theorie  der  totalen  und  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  entstanden  ist. 

Auch  Clebsch  bat  in  swei  grösseren  Abhandlangen,  Crelle's  Journal 
•  Bd.  60,  S.  193  —  251  (1860)  und  Bd,  61,  S.  146  —  179  (1861)  das  Inte- 
grations Problem  der  Pfaff'schen  Gleichung  aufgenommen,  und  sein  Hanpt- 
bestreben  geht  dahin,  die  Anzahl  der  Integrationen  möglichst  herabzudrücken. 
Er  schliesst  sich  demgemäss  direct  Jacobi  an  und  UbertrSgt  dessen  Inte- 
gration smetho  de  fUr  partielle  Differentialgleichungen  vollkommen  auf  die 
Pfaff'sche  Gleichung,  so  nämlich,  dass  die  Integration  schliesslich  nur  von 
einem  einzigen  System  simultaner  Gleichungen  abhängt.  —  Im  Allgemeinen 
unterscheidet  sich  aber  Clebsch  von  Natani  mehr  in  der  Art  der  Dar- 
stellnng,  durch  canoniscbe  Formen  and  durch  die  Beweisführung,  weniger 
in  den  Resultaten. 

Ank'  Natani  nndOlebsch,  hat  dann  endlich  Frobenias 

■n  Arbeit,  vergl.  jCxelU'g  jQ.QnLai  Bd.  8 
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315  (1876)  nochmals  das  Pfaff'sche  Problem  in  Angriff  genommen.  Seine 
Darstellung  trägt,  indem  er  sich  bemüht,  die  Invariantentheorie  zur  Gel- 
tung zu  bringen,  den  algebraischen  Charakter,  und  es  gelingt  ihm,  etliche 
Schwierigkeiten  hinwegzuräumen,  die  bei  seinen  Vorgängern  verblieben 
waren.  So  berichtigt  er  gewisse  Punkte  in  der  Clebsch'«chen  Unter- 
scheidung des  „determinirten  und  indeterminirten  Falles^;  er  untersucht 
den  von  C leb  seh  unerledigt  gelassenen  Fall,  in  welchem  die  Determinante 
der  Elemente  o^       o^ 

verschwindet  '^       ^^'       ^*- 

Verwandt  mit  den  Untersuchungen  von  Frobenius  sind  die  Dar. 
boux*schen,  entstanden  1877,  veröffentlicht  in  Comptes  Rendus  t.  XCIV, 
pag.  835  und  Darb.  Bull.,  2~«  S6r.  t.  VI,  pag.  14  et  49  (1882).  Auch 
Darboux  legt  mehr  Gewicht  auf  die  formen  theoretische  Seite  der  Aufgabe, 
als  auf  die  eigentliche  Integration. 

Ausser  den  bisher  genannten  Autoren  haben  noch  Grassmann  und 
Lie  ihre  charakteristischen  Methoden  auf  die  Pfaff*sche  Gleichung  an- 
gewendet. Diese  Mathematiker  behandeln  das  Problem  zunächst  weniger 
um  seiner  selbst  willen,  als  vielmehr  um  die  Tragweite  ihrer  Methoden  zu 
kennzeichnen.  Man  vergl.  „Die  Ausdehnungslehre,  vollständig  und  in 
strenger  Form  bearbeitet^  von  Hermann  Grassmann;  Berlin,  1862.  — 
S.  Lie  und  Engel,  , Theorie  der  Transformationsgruppen ^,  2.  Abschnitt; 
Leipzig,  1890. 

Hiermit  ist  etwa  der  Stoff  angedeutet,  den  der  Herr  Verfasser  im 
zweiten  Abschnitte  seines  Buches  frei  bearbeitet  hat.  Im  letzten  Capitel 
kommt  er  noch  auf  simultane  Systeme  von  Pf af fischen  Gleichungen  zu 
sprechen,  also  auf  Systeme  der  Form 

Slk  =^  —  dXm  +  k  +^kl  dx^  +Ak%dX^  +  '**  +  AkmdXm  =  0 

(Ä;=  1,  2,  ...,  n), 

welche  bei  der  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  überhaupt  bei  den  dynamischen  Differentialgleichungen 
eine  wichtige  Bolle  spielen. 

Solche  Pfaff*sche  Systeme  werden  nach  Methoden  behandelt,  die  als 
Erweiterung  jenes  Verfahrens  anzusehen  sind,  welches  schon  bei  einer 
Gleichung  zum  Ziele  führt,  wie  z.  B.  das  Na t an i 'sehe  und  das  von 
Glebsch.  Indessen  treten  hier  auch  Fälle  auf,  in  denen  jene  Methoden 
versagen.  Forsyth  unterscheidet  deren  drei  und  spricht  von  vollständig-, 
unvollständig-  und  nicht  integrabelen  Systemen«  Erwähnt,  resp.  benutzt 
werden  in  diesem  Capitel  entsprechende  Abhandlungen  von  Boole,  Bier- 
mann, Engel,  Voss  U.A. 

Durch  diese  etwas  allgemein  gehaltenen  Angaben ,  die  uns  nicht  über- 
flüssig erschienen,  haben  wir  aber  noch  keineswegs  den  gesammten  Inhalt 
des  Forsyth'schen  Werkes  gekennzeichnet.    Es  sind  vor  Allem  die  zahl- 
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tmthem  ücbaigBbdq^ide  m  trwffhaBa,  dmA  wddie  der  Yahmer  die  tot- 
gCiinigeiie  Theorie  is  dn  bellce  lieht  xn  letzen  Tentefai. 

Wean  tehoii  Jaeobi  und  Cajlej  es  idefai  als  tlberilllnig  efaehtet 
habeBy  gewiite  UmroUkoniiiieiibelteii  der  Pfafreehea  latcgtaikw— leihode 
UM  dem  fpeeielleii  Falle  einer  Tiergliedrigen  Gleiehmig  aaifllhriich  so  be- 
fpreehen  —  man  TergL  Crelle's  Journal  Bd«  29,  S.  253  und  Bd.  57, 
8«  273  — I  fo  wird  man  bei  einem  enten  Stodinm  jener  sehwierigen  Piur- 
tien  wohl  aoch  an  rielen  anderen  Stellen  ein  instmetiTes  Beispiel  xn  aehen 
wflnsehen«  DaM  der  Herr  Yerfnwer  hieraof  Rflckgicht  genommen  hat» 
erbSbi  den  Werth  des  Boehes  ungemein. 

Jene  üebnngsbeispiele  sind  theils  den  einschllgigen  Arbeiten  entnom- 
men nnd  rfihren  Ton  Jacobi,  Eronecker,  Tanner,  Voss,  Frobenins, 
DarbooZi  Engel  xu  A.  her;  die  meisten  jedoch  hat  Forsjth  selbst 
hinzogefllgt 

Ein  anderer  Vorzog  des  Werkes,  der  nicht  genng  gewürdigt  werd^i 
kann,  ist  der,  dass  der  Ver&sser  grosses  (Gewicht  auf  literarhistorische 
Notizen  ond  genaueste  Quellenangaben  legt  So  enthfilt  das  dritte  Capitel 
einen  geschichtlichen  Ueberblick  zum  Pf  äff 'sehen  Problem;  dem  13.  Ca- 
pitel, welches  tou  Systemen  Pf  äff 'scher  Gleichungen  handelt,  ist  das  be- 
treffende AutoreuTerzeichniss  mit  ausführlichstem  Quellennachweis  Torgesetst. 
Am  Schlüsse  des  Buches  findet  man  ein  Verzeichniss,  welches  noch  einmal 
alle  Autoren  nennt  und  ausserdem  eine  üebersicht  der  technischen  Aus- 
drücke, der  yerschiedenen  Methoden  u.  dergl.  giebt. 

Das  Forsyth'sche  Buch  in  seiner  freien  und  kritischen  Bearbeitung 
eines  henrorragenden  Problems  wird  sich  zweifellos  nicht  nur  in  England, 
sondern  auch  bei  uns  viele  Freunde  erwerben,  und  wir  erwarten  mit 
Spannung  den  zweiten  Theil  des  Werkes,  welcher  andere  und  neueste  For- 
schungen im  Gebiete  der  Differentialgleichungen  bringen  soU. 

W.  Hbtmann. 


üebungsbuoh  zur  Arithmetik  und  Algebra,  enthaltend  die  Formeln,  Lehr- 
stttze  und  AuflOsungsmethoden  in  systematischer  Anordnung  und  eine 
grosse  Anzahl  von  Fragen  und  Aufgaben.  Von  Dr.  E.  Wrobel. 
Rostock,  1890.    Theil  I  Mk.  2,60,  TheU  U  Mk.  1,40. 

Wir  besitzen  gegenwärtig  fUr  die  Gebiete  der  Arithmetik  und  Algebra 
Bammlongen  und  üebungsbttcher,  die  sich  seit  einer  Beihe  von  Jahren  als 
brauchbar  erwiesen  haben;  es  sei  nur  an  Martus,  Bardey,  Heis  u.  A. 
erinnert.  Gleichwohl  erscheinen  noch  alljährlich  neue  üebungsbücher  und 
Sammlungen,  die  aus  dem  angegebenen  Grunde  einer  scharfen  Kritik  noth- 
w<  len,  und  in  der  That  erfüllt  nur  ein  Theil  die  Forderung, 

Aufgaben  zu  bieten,  sondern  in  didaktischer  Hinsicht  einen 
'ersuchen.     Zu  die&eu  Yi^ulg^u  ^<e[ysx^\i  \k«  A«  Fenkner's 


„  Arithmetische  Aufgaben",  denen  Beferent  vor  EnrEem  an  dieaer  Stelle 
BeBprechnng  gewidmet  hat,  and  zu  ihnen  gehßrt  ohne  Frage  aach  die  vor- 
liegende zu  gleicher  Zeit  erschienene  Sammlung,  welche  in  der  Anlage  mil 
der  ereteren  Manches  gemein  hat.  Beide  Verfasser  haben  die  Theorie  mil 
den  Aufgaben  in  passende  Verbindung  gebracht,  indem  Bie  den  Aufgaben- 
gruppen  die  zugehörigen  Formeln,  Lehrsätze  und  praktische  Regeln  voran- 
gestellt haben.  Die  Angabe  der  Beweise  der  Lehrsätze  und  die  Entwicke- 
lang  der  Formeln  ist  —  und  wohl  mit  Recht  —  unterblieben.  Was  nun  das 
Wrobel'sche  Uebungsbuch  auch  vor  dem  Penkner'schen  voraus  hat,  das 
ist  einmal  der  grossere  Beichthum  an  Aufgaben,  sodann  die  grössere  Zahl 
von  praktischen  Winken  und  endlich  die  FUlie  von  Fragen,  welche  der 
Schüler  fast  durchweg  selbst  beantworten  kann  und  welche  gleichfalls  die 
Auflösung  der  sich  anschti essenden  Aufgaben  vorbereiten.  In  der  Algebra 
sind  viele  Aufgaben  mit  Berücksichtigung  möglich  verschiedenartigster  Oe- 
biete,  namentlich  der  Geographie,  Meteorologie  und  Statistik  neu  erfunden. 
Auch  sogenannte  Vexiraufgaben  sind  mit  Geschick  aufgenommen.  Zu  be- 
dauern ist,  dass  auch  in  diesem  üebungsbuche  auf  die  Determinanten- 
methode Verzicht  geleistet  ist,  und  bleibt  zu  wUnschen,  dass  der  Verfasser 
sich  der  Mühe  unterziehen  möchte,  sein  Buch  nach  dieser  Richtung  hin  zu 
vervollständigen.  Die  Schule  wird  natürlich  die  Determinante  nur  als  ab- 
gekürzten Ausdrack  zur  Erleichterung  der  Operation  einführen  dtirfen  und 
sich  auf  diesen  einfachsten  Begriff  zu  beschränken  haben.  Dies  Wenige  ge- 
nügt aber,  um  dem  Schüler  das  bei  Anwendung  der  Determinanten  auf- 
tretende E lim inations verfahren  vorzuführen,  ihn  auf  die  durch  sie  ermög- 
lichte Eleganz  und  Durchsichtigkeit  der  EliminatioDsresuttate  hinzuweisen. 
(Vergl.  Anwendung  der  Determinanten  und  Elemente  der  neueren  Algebra 
aaf  dem  Gebiete  der  niedern  Mathematik,  von  Prof.  Dr.  Diekmann.) 

Das  vorliegende  Buch  gelangt  in  zwei  Theilen  zur  Ausgabe.  Der  erste 
Bchliesst  mit  den  Gleichungen  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten  und 
umfasst  somit  den  Cursus,  der  auf  den  meisten  Gymnasien  und  Realgym- 
nasien bis  U.  II.  incl.  zu  abaolviren  ist.  Besonderes  Gewicht  ist  auch  auf 
die  abgekürzten  Rechnungen  mit  Decimalbrüchen  gelegt;  ferner  sind  einige 
Sätze  zur  Bestimmung  der  Feriodenzahl  beigefügt.  Der  zweite  Theil  ent- 
hält die  quadratischen  Gleichungen  mit  einer  und  mehreren  Unbekannten, 
die  Reihen,  die  Zinseszinsrecbnung ,  die  EettenbrUche,  die  diopbanti sehen 
Gleichungen,  die  Combinationslehre  mit  Anwendung  der  Wahrsaheinlich- 
keitsrechnung  und  den  binomischen  Lehrsatz  fUr  ganze  positive  Exponenten, 

Referent  kauu  das  Uebuugsbucb  den  Fachgenossen  empfehlen. 

Dr.  E.  Jahneb, 
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Zur  Theorie  der  algebiaiBohen  Oleichungen 
Erlangen  und  Leipzig,  1890v- 


Historisch -literarische  Abtheilung, 


Die  TOrliegeadeo  Unterauchungen  ichlieaHen  sich  an  die  Arbeiten  der 
Herren  Klein  (Vorleeungen  über  das  Ikosaeder),  Kroneclcer  (Featachrift) 

und  Netto  (Sabstitutianstheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra)  an. 
Sie  geben  eine  knrze,  übersichtliche  Darstellung  der  Gattungstheorie  der 
algebraischen  Gleichuugen,  wobei  einzelne  Funkte  durch  Vorführung  eipU- 
citer  Daratellungen  weiter  ausgeführt  werden. 

Der  Verfasser  geht  von  einem  Gattungsbereioh  aus,  der  durch  eine 
algebraische  Gleichung  deBnirt  wird.  Er  legt  ausfQhrlich  dar,  wie  mau 
Wurzelf unctiouen  bilden  kann,  die  für  die  Substitutionen  einer  Gruppe  G 
unverHodert  bleiben.  Wird  jede  symmetrische  Function  des  PundameDtal- 
systemG  in  solche  Gattungafnnclionen  zerlegt,  so  spielen  die  gewonnenen 
Functionen  in  Bezug  auf  ihre  Gattung  G  eine  ühnliche  Kolle,  wie  «lie 
Functiouen  des  Fundamen talsystems  in  Bezug  auf  die  Gattung  der  sym- 
metrischen Functionen  und  heissen  deshalb  Gattungselemente.  Um  sodann 
die  Function  F  einer  Gattung  6  durch  die  Gattungseleuente  darzustellen, 
wild  das  Leitglied  derselben  so  in  zwei  Factoren  zerlegt,  dass  jeder  von 
ihnen  als  das  Leitglied  einer  bereits  dargestellten  Gattungsfunction  angesehen 
werden  kann.  Das  Product  der  beiden  letztgenannten  Functionen  muss 
jener  darzustellenden  Function  Y,  vermehrt  um  andere  Functionen  F, ,  F, ,  .... 
die  im  Allgemeinen  derselben  Gattung  angehören,  gleich  aein.  Sind  nun 
F,,  F, ,  ...  bereits  als  Functionen  der  Gattungselemente  ausgedruckt,  so 
wird  auch  F  aus  dieser  Relation  berechnet  werden  können;  wenn  nicht, 
wird  man  mit  ihrem  Leitgliede  ebenso  wie  mit  dem  von  F  verfahren  und 
diesen  Procesa  so  lange  fortsetzen ,  bis  die  Darstellung  von  F  durch  die 
Gattungaelemente  erfolgt  ist.  Nach  dieser  Methode  werden  sümmtliche 
Gattungaelemente  der  Gleichungen  zweiten ,  dritten  und  vierten  Grades  cx- 
pliäte  anfgestetlt.  Bei  den  Gleichnngen  fünften  Grades  werden  vornehmlich 
die  Gattungaelemente  der  metacy kuschen  oder  Diedergruppe  aufgesucht.  Der 
Verfasser  kommt  zu  dem  Ergebniss,  dass  alle  ganzen  und  rationalen  meto- 
cyklischen  Wurzelfunotionen  einer  Gleichung  fUuften  Grades  ganze  und  ratio- 
nale Functionen  von 

U!,  =  £x^X,*XtX,,     v>.  =  Ex^x,*x^  ^1 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  der  Begriff  der  Gattungselemente  dahin 
erweitert,  dass  eine  lineare  Darstellung  der  Gattungafunctionen  verlangt 
wird,  Der  Verfasser  giebt  einen  Beweis  des  Kronecker 'scheu  Satzea,  wo- 
nach für  jede  ß  -  werthlge  Functionsgattung  stets  ^  —  1  linear  voneinander  uV- 
abhUngige  Functionen  Wi  existiren  von  der  Eigenschaft,  dass  alle  der  Gat- 
tung angehörigen  ganzen  Functionen  durch  sie  und  die  CoefGcienten  der 
zu  Grunde  gelegten  Gleichung  ganz,  rational  und  linear  ausdrUckbar  aind, 
"id  im  Anacbluaa  hieran  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  w-Functionen 
der  Vorauesetzung ,  dasa  di^'enigen  von  ihnen,  durch  welche  eine  blos 
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rationale  Darstellung  möglich  ist,  nach  dem  im  ersten  Abschnitte  erörterten 
Yer^ren  gefanden  seien.  Hierzu  wird  die  Bildung  der  Productgleichungen 
ftlr  fTi',  w^tD^f  ...,  iü^iÜQ^i  erfordert.  Diese  durch  ihren  ausgesprochenen 
Invariantencharakter  ausgezeichneten  Gleichungen  werden  für  die  einzelnen 
Functionsgattungen  der  Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten  und  fünften 
Grades  aufgestellt  Damach  wird  gezeigt,  auf  welche  Weise  aus  diesen 
Productgleichungen  die  Gkittungsresolventen  abgeleitet  werden  können,  und 
auch  hier  folgt  eine  ezplicite  Aufstellung  der  Gattungsresolventen  der  kubi- 
schen und  der  biquadratischen  Gleichung.  Für  die  Gleichung  fünften  Grades 
wird  eine  metacyklische  Besolvente  sechsten  Grades  entwickelt,  wobei  die 
Gleichung  fünften  Grades  in  einer  Form  angesetzt  wird,  wie  sie  Herr  Her- 
mite  zum  Ausgangspunkte  seiner  Untersuchungen  genommen  hat. 

Ein  weiteres  Capitel  ist  der  Transformation  der  Functionsgattungen 
gewidmet.  Es  werden  die  wichtigsten  Transformationsgleichungen  der  Gat- 
tungen für  eine  Gleichung  zweiten,  dritten,  vierten  und  fünften  Grades 
aufgestellt. 

Die  Abhandlung  liest  sich  gut;  sie  wird  nicht  blos  Demjenigen,  der 
den  Gegenstand  völlig  beherrscht,  ein  willkommener  Beitrag  zur  Gleichungs- 
theorie sein,  sondern  sie  möchte  auch  Denen,  welche  in  dieses  Gebiet  erst 
eindringen  wollen,  zum  Studium  zu  empfehlen  sein.  jy^  ^  Jahkke 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Recensionen. 


Felix  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  eUiptischen  Hodul- 
functionen,  ausgearbeitet  und  yervollständigt  von  Dr.  Robert  Fricke. 
Erster  Band:  Grundlegung  der  Theorie.     Leipzig  1890.     8^. 

Die  an  Methoden  und  Resultaten  so  überreiche  Theorie  der  elliptischen 
Functionen,  welche  ja  den  Ausgangspunkt  für  die  ganze  Entwickelung  der 
Analjsis  in  unserem  Jahrhundert  gebildet  hat,  erweckte  sehr  bald  nach 
ihrer  erfolgten  Begründung  das  Verlangen  nach  Weiterführung  resp.  Ver- 
allgemeinerung. Schon  dem  Scharfblick  AbeTs  blieb  es  nicht  verborgen, 
dass,  sofern  man  bei  Functionen  einer  Variabein  stehen  blieb,  eine  solche 
Weiterführung  nicht  in  der  Weise  geschehen  könne,  dass  an  Stelle  zweier 
Perioden  deren  mehrere  treten;  als  jedoch  Jacobi,  auf  dem  AbeTschen 
Theorem  fussend,  durch  sein  ümkehrproblem  die  Möglichkeit  mehrfach 
periodischer  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen  dargethan  hatte  und 
die  Weiterentwickelung  der  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  in  den- 
selben eine  genuine  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Transcendenten  er- 
kennen liess:  schien  keine  weitere  Veranlassung  vorhanden,  nach  einer 
andern,  im  Bereiche  einer  Variabein  verharrenden  Oeneralisirung  zu  suchen. 
—  und  doch  barg  schon  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  selbst  den 
Keim  zu  einer  solchen  Oeneralisirung  in  sich.  —  Die  von  Herrn  Herrn ite 
in  die  Analysis  eingeführte  Modulfunction ,  welche  den  Modul  k^  des  ellip- 
tischen Integrals]  erster  Gattung  in  seinär  Abhängigkeit  vom  Periodenquo- 
tienten darstellt,  bietet  das  erste  merkwürdige  Beispiel  einer  eindeutigen 
Function,  die  bei  gewissen  linearen  Transformationen  des  Arguments  ihren 
Werth  nicht  verändert,  zeigt  sich  also  mit  einer  Eigenschaft  behaftet,  als 
deren  besonderer  Fall  die  Periodicität  aufgefasst  werden  kann. 

Aber  dieses  längst  bekannte  erste  Glied  der  Kette  von  Transcendenten, 
die  Herr  Poincar6  als  Fuchs  'sehe  und  Klein  *sche  Functionen  bezeichnet; 
war  nicht  im  Stande,  den  Geometern  die  Existenz  dieser  ganzen  Kette  zu 
offenbaren,  erst  die  von  Herrn  Fuchs  begründete  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  führte  allmälig  zur  Erkenntniss  dieser  Existenz. 

In  einem  Briefe  an  Herrn  Hermite  (6orchardt*s  Journal,  Bd.  83) 
hatte  Herr  Fuchs,  ausgehend  von  den  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welchen  die  Periodicitätsmodaln  der  dli^tkchaw  l\5LtAsgc«3A 

niat.'lit.  Ahihlg.  d.  Zeitoohr.  f.  M^th.  u.  Phyi.  XXX.TL,  ^.  "^^ 
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erster  und  zweiter  GattoDg  genügen,  die  Ursachen  dargelegt,  zufolge  deren 
die  unabhängige  Variable  dieser  Differentialgleichungen ,  d.  i.  der  Modal  J^, 
als  eindeutige  Function  des  Quotienten  der  Perioden  eines  Integrales  erster 
Gattung,  nicht  aber  als  ebensolche  des  Quotienten  der  Perioden  eines  Inte- 
grales zweiter  Gattung  erscheint,  und  einige  Jahre  später,  bei  Gelegenheit  der 
Formulirang  seiner  Verallgemeinerung  des  Jac ob i 'sehen  ümkehrprobleros, 
allgemein  die  Frage  aufgeworfen  und  in  Angriff  genommen,  wann  in  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  nnabbängige 
Variabele,  aufgefasst  als  Function  des  Integralquotienten,  eindeutig  ist. 

Diese  Art  der  Fragestellung,  welche  erst  die  wahren  Quellen  fOr  eine 
Classe  von  Functionen  aufdeckte,   von  der  einzelne  besondere  Fälle  (ausser 
der  Modulfunction)   schon   früher,   wie   z.  B.  in   den   Arbeiten    der    Herren 
Schwarz   und    Schottkj,   aufgetreten   waren,   veranlasste   Herrn  Poin- 
car{;   zu   beinen  Arbeiten  über  diese  Functionen.     Nebst  der  allgemeinsten 
Erledigung  der  von  Herrn   Fuchs  aufgeworfenen  Eindeutigkeitsfrage  ent- 
hielten  diese  Arbeiten   auch   zum   ersten  Male  den  Nachweis,    dass  ähnlich 
wie  sich  ein  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  eindeutig  darstellt  durch 
Einführung   des   eindeutig   inversiblen  Integrals    erster  Gattung   als    neuer 
unabhängiger  Veränderlichen ,  auch  die  Lösungen  jeder  linearen  homogenen 
Differentialgleichung   mit  algebraischen  Coefficienten  eindeutige  Functionen 
werden   des  Integralquotienten  einer  gewissen  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung ,  in  welcher  die  unabhängige  Variable  selbst  eindeutig  von 
diesem  Quotienten  abhängt,     und  damit  war  nunmehr  die  Generalisirung 
der  elliptischen  Transcendenten  im  Gebiete  der  Functionen  einer  Variabein 
vollzogen;   das   elliptische  Integral   erster  Gattung  erscheint  bei   derselben 
nicht   in   seiner  Natur   als   besonderer  Fall  des  Integrals  einer  allgemeinen 
algebraischen  Function,   sondern   als  besonderer  Fall  eines  eindeutig  inver- 
siblen   Integralquotienten    einer    linearen    homogenen    Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten. 

Nach  dem  Erscheinen  der  P o in car duschen  und  der  auf  den  gleichen 
Gegenstand  bezüglichen  Arbeiten  des  Herrn  F.  Klein  wandte  sich  das  In- 
teresse in  erhöhtem  Maasse  jenem  längst  bekannten,  sozusagen  einfachsten 
Falle  der  neueren  Functionsclasse,  der  elliptischen  Modulfunction  zu,  deren 
Theorie  durch  die  Arbeiten  der  Herren  Dedekind,  Fuchs,  Hermite, 
Klein,  Schwarz  und  —  last  not  Jeast  —  Riemann's  schon  in  verhält- 
nissmässig  hohem  Grade  entwickelt  war. 

Die  Modulfunction  bot  jetzt  nebst  dem  ihr  eigenthümlichen  Reize  und 
der  Fülle  der  ihr  anhaftenden  interessanten  Eigenschaften  die  Aussicht  dar, 
dass  sich  einzelne  dieser  Eigenschaften  auf  die  neuen  allgemeinereu  Func- 
tionen würden  übertragen  lassen,  eine  Aussicht,  die  sich  z.  B.  in  Bezug 
auf  die  Translbrmationstheorie  (d.  h  die  Theorie  der  Untergruppen)  zum 
Theil  schon  erfüllt  hat,  in  BeZug  anf  algebi*aische  Anwendungen  der  mathe- 
scbeü  Fori^chung  noch  ein  weites  ¥e\d  Ol^y  \5wVÄ\^s»\x<i\iw\i^  offen  lässt. 
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Es  erschien  daher  in  erster  Reihe  wttnschenswerth ,  die  in  verschiedenen 
Abhandlungen  zerstreut  vorliegende  Theorie  der  Modulfunctionen  zu  sam- 
meln und  in  einheitlicher,  systematischer  Form  darzustellen;  diesem  Wunsche 
Rechnung  zu  tragen,  ist  das  umfangreiche  Werk  bestimmt,  welches  Herr 
Klein  nach  seinen  Vorlesungen  durch  Herrn  Dr.  Fr  icke,  ausarbeiten  lässt 
und  dessen  erster  Band  uns  gegenwärtig  vorliegt. 

Wie  die  Vorrede  heiTorhebt,  soll  dasselbe  als  „ erweiterte  Fortsetzung" 
der  die  Theorie  der  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  behandelnden 
,,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder**  erscheinen  und  eventuell  durch  eine 
„Darstellung  der  allgemeinen  Untersuchungen  über  eindeutige  Functionen 
mit  linearen  Substitutionen  in  sich''  gefolgt  werden. 

Der  hier  zu  besprechende  erste  Band  enthält  die  Definition  der  Modul- 
function  mit  Hilfe  der  Legen dre 'sehen  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  und  eine  breit  angelegte  Behandlung  der  Gruppe  ganzzahliger 
linearer  Substitutionen  der  Determinante  1,  einschliesslich  der  Theorie  ihrer 
Untergruppen  und  der  zu  denselben  gehörigen  algebraischen  Functionen  der 
Mod ul function ;  die  zu  den  Entwickelungen  erforderlichen  Hilfsmittel  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen,  der  linearen  Differentialgleichungen, 
der  allgemeinen  Gruppenlehre  iind  der  Lehre  von  den  algebraischen  Func- 
tionen einer  complexen  Variabein  werden  theils  nur  flüchtig  skizzirt,  theils 
in  besonderen  Abschnitten  eingehender  dargelegt  und  schliesslich  als  Bei- 
spiele die  besonderen,  den  Transformationen  fünfter  und  siebenter  Ordnung 
der  elliptischen  Functionen  entsprechenden  Fälle  vorgeführt.  —  Auf  den 
Zusammenhang  der  dargestellten  Untersuchungen  mit  der  Transformations - 
theorie  der  elliptischen  Functionen  wird  jedoch  weder  bei  diesen  Beispielen, 
noch  bei  den  vorangehenden  allgemeinen  Darlegungen  Bezug  genommen, 
dagegen  werden  allenthalben  geometrische  Hilfsmittel  nicht  nur  zur  Illustra- 
tion der  analytischen  Verhältnisse  benutzt,  sondern  auch  methodisch  bei  den 
Deductionen  in  Anspruch  genommen.  —  Sowohl  in  Bezug  auf  die  Resul- 
tate, als  auch  in  Hinsicht  der  zur  Herleitung  derselben  angewandten  Me- 
thoden bleibt  das  Buch  im  Wesentlichen  im  Rahmen  des  bereits  anderweitig 
bekannten  Materials,  wenn  dieses  manchmal  auch  in  etwas  fremdartigem 
Gewände,  wie  z.  B.  die  Affecteigenschaften  der  Modulargleichungen  in  Ge- 
stalt der  Eigenschaften  der  „Hauptcongruenzgruppen'',  erscheint. 

Das  Buch  zerfällt  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  behandelt  in  seinem 
ersten  Capitel  in  vollkommenster  Ausführlichkeit  die  Invariantentheorie  der 
binären  biquadratischen  Form  und  ihre  Anwendung  auf  die  Reduction  des 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung  auf  die  verschiedenen  in  der  Literatur 
auftretenden  canonischen  Formen,  als  da  sind  die  Legend re- Ja cobi^scbe, 
die  Hermite-Weierstrass'sche  und  die  von  Herin  Fuchs  in  seinen  Arbei- 
ten in  den  Bänden  71  und  83  des  Borchardt'schen  Journals  eingeführte, 
welche  als  „Riemann'sche  Normalform"  bezeichnet  wird.  Im  zweiten  Capitel 
werden  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  ^ts\ät  Ö^\.\\«i%  ^^^\ixA» > '^^ 
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Eigenschaft  als  transcendente  Invarianten  der  anter  dem  Integralzeichen  vor- 
kommenden  biqnadratischen  Form  benrorgehoben  and  ftir  die  ,Weier* 
strass'sche  Normalform"  die  Legen dre'sche  Differentialgleichong  zweiter 
Ordnung  aufgestellt,  welcher  dieselben  als  Functionen  der  rationalen  abso- 
luten Invariante  /  genfigen.  Diese  Differentialgleichung  bildet  den  Ausgangs- 
punkt für  die  Theorie  der  Perioden.  Nach  den  Fuchs 'sehen  Principien 
werden  die  Entwickelungen  der  Integrale  in  der  Umgebung  der  singnlären 
Punkte,  sowie  die  Coefficienten  der  zu  diesen  Punkten  gehörigen  Fnnda- 
mentalsubstitutionen  hergeleitet,  dann  der  Periodenquotient  a  und  die  durch 
denselben  befriedigte  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  eingefClhrt,  eine 
Differentialgleichung,  welche  mit  der  ffir  den  Integralquotienten  einer  alge- 
braisch integrablen  hypergeometrischen  Differentialgleichung  giltigen,  als 
Specialfall  einer  allgemeinem,  in  den  ,, Vorlesungen  über  das  Ikosaeder** 
behandelten  erscheint.  Als  Quellen  für  die  in  diesem  Capitel  exponirten 
Theorien  werden  nebst  der  Abhandlung  von  Herrn  Fuchs  in  Bd.  66  des 
Borch.  Journals  auch  beiläufig  die  Arbeit  desselben  Autors  in  Bd.  71  und 
für  die  letzterwähnten  Resultate  die  von  Herrn  Schwarz  in  Bd.  75  citirt, 
dagegen  wird  des  Fuchs'schen  Briefes  an  Herrn  Hermite  (Bd.  83),  an 
welchen  sich  die  gegebenen  Entwickelungen  sowohl  in  Bezug  auf  die  an- 
gewandten Methoden,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Form  der  Resultate  auf's 
Engste  anschliessen ,  keine  Erwähnung  gethan.  —  Das  dritte  Capitel  behan- 
delt die  durch  Umkehrung  einer  eindeutigen  Function  bestimmte  Gebiets- 
eintheilung  insbesondere  für  die  rationalen  Functionen ,  welche  die  absolute 
Invariante  /  als  Functionen  des  Doppelverhältnisses  x^  resp.  der  Quadratwurzel 
aus  dem  Leg endre 'sehen  Modul  darstellen,  sowie  für  ebendieses  J  als 
Function  des  Periodenquotienten  od.  Die  hierbei  entstehende  Eintheilung 
der  Ebene  in  Kreisbogendreiecke,  ebenso  wie  die  in  Betracht  kommenden 
Verhältnisse  der  Kreisverwandtschaft,  Symmetrie  und  Beziehungen  zu  linearen 
Substitutionen  werden  im  Anschluss  an  die  Schwarz 'sehe  Arbeit  in  Bd.  75, 
Borch.  J.,  ausführlich  erörtert  und  die  Projection  auf  die  Kugelfläche  vor- 
genommen. Allgemein  schliesst  sich  hieran  das  Studium  der  einer  irregu- 
lären Dreieckstheilung  der  Ebene  ^  entsprechenden  Functionen ;  speciell  der 
eindeutig  umkehrbaren,  für  welche  die  Differentialgleichung  aufgestellt  und 
eiue  Sonderung  in  solche  mit  realem  Orthogonalkreis,  mit  Häufungspunkt 
(elliptische  Functionen)  und  endlich  mit  imaginärem  Ortbogonalkreis  (alge- 
braische) vorgenonmien  wird.  —  Von  den  ersteren,  zu  welchen  die  eigent- 
lichen Modulfunctionen  m{J)  und  ©(Jl),  d.  h.  der  Periodenquotient  als 
Function  der  absoluten  Invariante  und  des  Doppelverhältnisses  gehören, 
wird  gezeigt,  dass  sie  nur  innerhalb  des  Orthogonal kreises  existiren;  wir 
müssen  jedoch  gestehen,  dass  wir  für  die  Erhärtung  dieser  fundamentalen 
■sehe  noch  einen  andern,  als  diesen  sich  nur  auf  geometrische  Betrach- 
stätzeaden  Beweis  gewünscht  hätten.  Dass  die  beiden  wesentlichen 
iften  der  Modulfunctlon ,  l^mde\]L\i\%VL^\\.  xxtjA  '^TlveXfcXii.  \\i  Xi^'^^So^^^ss^- 


tem  Bereiche  einerseits,  Invarianz  bei  den  ganzxahligen  linearen  Substitu- 
tionen der  Determinante  1  anderereeits ,  nicht  aua  derselben  Quelle  flieesen, 
indem  nämlich  die  erstere  aus  der  Dreieckstheilung .  die  letztere  aus  der 
Differentialgleichung  erwiesen  wird,  scheint  uns  methodisch  auch  nicht  ganz 
einwurfsfrei ,  zuraal  die  Eindeutigkeit  durch  die  Dreieckstfaeilang  eigentlich 
nur  anschaulich  gemacht  wird  (ähnlich  im  Capitel  V  ftlr  die  etliptiaDhen 
FanctioneD);  scharfe  analf tische  Beweise  TUr  die  letztere  Eigenschaft  dUnken 
uns  nur  der  aas  der  Differentialgleichung  äjeasende  Fuchs'sche  (Borch. 
J.,  Bd.  83)  und  der  Poincarä'ache  mit  Hilfe  der  „fonctions  theta  fuch- 
siennes". 

Im  IV.  Capitel  wird  nach  Herleitung  der  Legendre'soben  Relation 
durch  einen  Differential ionsproceas  [der  im  Wesentlichen  derselbe  ist,  wie 
jener  schon  bei  Riemann  (Ges.  Werke,  S.  298  n.301)  vorkommende,  welcher 
vom  Integral  quo  tienten  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zu  den  Integralen  selbst  führt}  der  Charakter  der  Invarianten  jFji 
jj  und  der  Discriminante  d  der  bi quadratischen  Form  als  homogener  Func- 
tionen der  Perioden,  die  bei  den  linearen  ganzzahligen  Substitutionen  der 
Determinante  1  ungeSndert  bleiben,  erörtert  und  hieran  eine  sehr  inter- 
e:jsant  durchgeführte  Analogie  zwischen  diesen  „ Modulformen "  und  den  ent- 
sprechenden Ikosaed erformen  geknüpft.  —  Die  WeiterfUbrung  dieser  Ana- 
logie auf  Modulgleichung  Ji^m)  —  J  =^{^  und  Ikosaedergleichung  fllbrt  ent- 
sprechend der  Theorie  der  Kesolventen  der  Ikosaedergleichung,  zur  For- 
mulirung  des  Transformationsproblems  der  Modulfunction,  welches  sich  in 
das  gruppentheoretische  Grundproblem,  d,  i.  die  Aufsuchung  der  in  der 
„Uodulgruppe"  enthaltenen  Untergruppen,  und  das  functionen theoretische 
Grundprobtem ,  d.  i.  die  Bestimmung  der  bei  den  Substitutionen  einer  Unter- 
groppe  invarianten  eindeutigen  Functionen  von  a>  (Modulfunctionen  im  all' 
gemeinsten  Sinne)  spaltet.  —  Das  nun  folgende  V.  Capitel  bringt  eine  Skizze 
der  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  erforderlichen  Sätze,  wobei 
die  von  Herrn  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  eingeführten  Functionen 
und  Bezeichnungen  benutzt  werden ;  es  enthält  insbesondere  die  bekannten 
analytischen  Ausdrücke  der  Modulformen  g^,  g^.  d  durch  die  Perioden  <d,, 
(Og,  von  welchen  hervorgehoben  wird,  daäs  Herr  Hiirwitz  dieselben  znm 
Ausgangspunkte  seiner  independenten  Theorie  der  Modulfunctionen  genommen 
habe.  —  Es  scheint  uns  ein  entschiedener  Vorzug  des  zu  besprechenden 
Buches,  dass  in  demselben  weder  jene  Reihen,  noch  die  Dreieckstheilung 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gruppe,  sondern  die  einzig  naturgemSsse  Grund- 
lage, nämlich  die  Legendre'eche  Differentialgleichung,  den  Ausgangspunkt 
bilden;  nur  hätten  wir,  wie  schon  bei  der  Eindeutigkeitsfrage  hervorgehoben, 
gewünscht,  dass  dieser  Ausgangspunkt  auch  nach  jeder  Seite  hin  consequent 
festgehalten  werde,  dass  also  auch  jene  der  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen entnommenen  Darstellungen  direct  aus  der  Legendre'echen  Diffe- 
rentialgleichung hergeleitet  werden,   wozu  sich  z.  B,  Andeutungen 
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von  une  mehrfacli  erwähnten  Fuchs'gcliea  Äbbandlung  finden-  Auch  w&re 
t  interessant  und  nützlich  geweeen,  die  klassiachen  Daretellungen  der 
Modulfunctionet  mit  den  Poincarfi'Bohen  durch  die  fonctions  theta  fncb- 
siennea  zu  vergleichen,  überhaupt  eiumal  diese  letztere  D:irete1lung  füi'  die 
Modulfunctionen  durobiufUhren,  eine  Aufgabe,  die  Herr  Fuchs  in  eeiner 
Sommerro riesung   1890  bebandelt  bat. 

Der  zweite  Äbscbnltt  beschäftigt  sich  mit  dem  gruppeutheoretiachen 
Grandproblem.  Nachdem  im  ersten  Capitel  die  linearen  Substitutionen  all' 
gemein  bebandelt,  der  Fundamentalbereich  für  eine  Gruppe  solcher  Substi- 
tutionen definirt  und  für  die  „cyklischen  Gruppen"  (d.  h.  solche,  welche 
nur  aus  einer  SubHtitution  und  deren  Potenzen  bestehen)  aufgestellt  worden, 
werden  neben  den  Substitutionen  die  Spiegelungen  eingeführt  und  die  Mög- 
lichkeit der  Erweiterung  einer  Gruppe  linearer  Substitutioneu  durch  eine 
Spiegelung  (Symmetrie  des  Fun  da  mental  bereicbs  iu  Bezug  auf  einen  Kreis) 
erörtert  Sodann  wird  im  zweiten  Capitel  das  im  ersten  Abschnitte  ein- 
geführte Ausgangs  drei  eck  und  dessen  Spiegelung  über  eine  seiner  Seiten  als 
Fundamentalbereich  der  Modulgruppe  erkannt  und  die  Entstehung  dieser 
letzteren  ans  zwei  Fundamentalsubstitutionen  hervorgehoben,  wobei  sich  aacb 
der  unterschied  zwischen  den  rationalen  und  nicht  rationalen  Punkten  der 
realen  Axe  ergiebt.  Das  Ausgan gsdreieck  selbst  kann,  als  Fundamental- 
bereich der  durch  eine  Spiegelung  erweiterten  Modulgruppe  aufgefaast  und 
diese  aus  drei  Fundamentalspiegelungen  erzeugt  werden.  Diese  Betrach- 
tungen werden  im  dritten  Capitel  auf  die  Theorie  der  linearen  quadrati- 
schen Formen  angewandt,  indem  zunächüt  jeder  solchen  Form  mit  negativer 
Determinante  ihr  in  einer  bestimmten,  z.  B.  der  positiven  Halbebene  (d.  b. 
wo  der  Coefficient  von  i  positiv  ist)  gelegene  „Wurzelpunkt"  zugeordnet 
wird.  Reducirten  Formen  entsprechen  Punkte  dea  Fundamen talbereicbs, 
(eigentlich)  äquivalenten  Formen  Punkte,  die  durch  eine  Substitution  der 
Modulgruppe  auseinander  entstehen,  Formen  mit  positiver  Determinante 
werden  durch  ihre  beiden  realen  Wurzelpunkte,  die  als  Doppelpunkte  einer 
„hyperbolischen"  Substitution  aufgefasst  werden  können,  dargestellt;  jeder 
Potenz  dieser  Substitution,  d.  h.  jeder  Substitution  der  durch  dieselbe  be- 
stimmten cyklischen  Gruppe,  entspricht  eine  Lösung  der  PeU'achen  Gleich- 
ung und  ein  BogenstUck  auf  dem  durch  die  Wurzelpunkte  zur  realen  Axe 
orthogonal  gelegten  Halbkreise.  Die  Auzahl  der  diesen  unendlich  vielen 
BogenatOcken  innerhalb  des  Fundamenlalbereiches  der  Modnlgruppe  ent- 
sprechenden verschiedenen  Bogen  ist  eine  endliche  und  gleich  der  Anzahl 
der  äquivalenten  reducirten  Formen.  —  Eine  kurze  Auseinandersetzung  über 
„gleichberechtigte"  Substitutionen,  d.  b.  solche,  welche  durch  Transforma- 
tion mit  einer  andern  Substitution  der  Gruppe  hervorgehen,  achtiesst  dieses 
Capitel  ab  und  leitet  zum  nächstfolgenden  Über,  welches  dem  Studium  iler 
zur  gewöhnlichen,  älteren  Modulfunctlon  {dem  Legeudre'schen  Modul  als 
1  der  Periodenquotietiteii)   gehötigsu  OtM^^e  %««i.dmet  iat,     Dieaa» 


eine  Untergruppe,  und  zwar  eiae  „ausgezetclmete'',  der  Modulgruppe ,  be- 
steht aas  denjenigen  Sabstitutionen ,  dnrch  welche  eine  quadratische  Form 
in  die  ihr,  nach  Herrn  Kroneeker'a  Äusdr ucksweise  vollständig  äqui- 
valenten QbergefQhrt  wird;  ihr  P an damentnlbe reich  entsteht  durch  Vereini- 
gung von  sechs  benachbarten  FundameDtal  he  reichen  der  Modalgruppe  und 
wird  von  vier  sich  berllhrenden  Kreisen  regp,  geradeu  Liuien  begrenzt, 
Diese  Anzahl  6  beiast  der  Index  der  betrachteten  Untergruppe,  eine  Be- 
zeichnung, die  ebenso  wie  die  der  „gleichberechtigt^a"  Untergruppen,  d.  b. 
solcher,  die  durch  Transformation  mit  einer  Substitution  der  Modulgruppe 
auseinander  hervorgeheu ,  auch  für  beliebige  Untergruppen  fiiirt  wird.  Als 
ausgezeichnete  Untergruppe  ist  die  betrachtete  Gruppe  nur  sich  selbst  gleich- 
berechtigt, 

Bei  diesen  Betrachtungen  und  in  noch  höherem  Grade  bei  den  ganz 
allgemeinen  der  nocb  folgenden  Capitel  dieses  Abschnittes  macht  eich  die 
stricte  Sonderung  der  „gruppentheoretischen "  von  den  „functionentheore- 
tisohen"  Theorien  in  einer  die  Lecture  erschwerenden  Weise  bemerkbar. 
Viele  Ansoliouungen,  welche  för  die  bei  den  Gnippen  invarianten  Functionen 
höchst  einfach  und  naturgemSss  erscheinen,  machen  sich  in  der  abstracten 
gruppentheoreti scheu  Fassung  äusserst  schwerfällig  und  gekünstelt,  und 
selbst  die  geometrische  Interpretation  ist  in  der  Regel  nicht  im  Stande, 
eine  so  klare  Vorstellung  von  den  vorzuführenden  Verhältnissen  zu  geben, 
wie  sie  bei  sofortigem  Eingeheii  auf  die  functionen theoretische  Bedeutung 
entstehen  würde. 

ScboD  der  Hegriff  des  „Repräsentanlensystems"  einer  Untergruppe  mit 
endlichem  Index  kann  durch  nichts  so  klar  gemacht  werden ,  wie  durch  die 
verschiedenen  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung,  welche  zwischen  den 
beiden  der  Untergruppe  und  der  ursprünglichen  Gruppe  entsprechenden  ein- 
deutigen Funotiouen  besteht.  Die  zu  diesen  verschiedenen  Wurzeln  gehöri- 
gen Untergruppen  sind  gleichberechtigt;  ist  die  gedachte  Gleichung  eine 
Galöis'scbe  (d.  h.  jede  Wurzel  eine  rationale  Function  jeder  andern  mit 
rationalen  Coefficienten),  so  sind  die  betreffenden  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen identisch,  die  Untergruppe  ausgezeielinet,  ihr  Fundamentalbereich 
wird  durch  die  Substitutionen  eines  Repräsentanten  Systems  in  sich  aelbst 
transfoi-mirt,  ist  also  regutfir.  Ist  die  Gleichung  keine  Galois'sche,  die 
einer  Wurzel  entsprechende  Untergruppe  also  nicht  ausgezeichnet,  so  ist  die 
der  Galois'achen  Kesolvcnte  dieser  Gleichung  entsprechende  Untergruppe 
ausgezeichnet  und  ihr  Index  gleich  der  Ordnung  der  Monodromiegruppe. 
Diese  letztere  ist  boloeilriacb  isomorph  den  Transformationen  des  Funda- 
men talbeteichs  jener  ausgezeichneten  Untergruppe  in  sich  selbst;  dies  giebt 
eine  klare  Vorstellung  von  der  zu  einer  ausgezeichneten  Untergru|; 
endlichem  Index   „gehfirigen"  endlichen  Gruppe. 

Diese  und  ähnliche  Begriffe  werden  im  fUnften  Capitel  f(tr  die  Modul- 
grepfe^.  esJJrtert,  die  betreffenden  anulytischen  Deutungen  aber^s^^du 
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dem  ,fnnctioaaiitheoretiai>hen  Qrandproblem"  gewidmeten  dritten  A.bschmt 
gegeben.  Bringt  man  uämlicb  durch  Biegung  des  Fand  amen  talbereieb 
einer  Untergrappe  mit  endliobem  Index  (i  je  zwei  correspondirende  Seit 
znr  Deckung,  so  entsteht  eine  geschlossene  Fläche,  durch  deren  Znsamme 
bang  das  Gescbleobt  der  Untergruppe  bestimmt  wird.  Die  Abbitdn 
dieser  Flüche  anf  die  J- Ebene  ftthrt  dann  im  dritten  Abacbnitte  zu  eil 
fi-bl&ttrigen  Biemann'schen  Flüche,  fUr  welche  auf  Orund  des  Diric 
let 'sehen  Principe,  beziehungsweise  der  Biemann'scheu  Esistenztheore: 
(deren  Beweise  sich  nach  Schwarz  und  Neumann  in  den  spSter  za  1 
sprechenden  ersten  Capiteln  des  dritten  Abschnittes  skizzirt  finden)  die  : 
gebSrigen  algebraischen  Functionen  constmirt  werden;  dieses  sind  die  e 
deutigen  Functionen  von  e»,  welche  bei  den  Substitutionen  der  Untergra] 
nnge&ndert  bleiben  nnd  die  das  analytische  Substrat  der  abstractea  A 
ftlhruugen  des  zweiten  Abschnittes  bilden. 

Znr  Auffindung  der  Untergruppen  mit  endlichem  Index  dient  der 
sechsten  Capitel  dieses  Abschnittes  gegebene  „Yerzweigangssatz",  demzafo 
durch  eine  geschlossene  FlSche,  auf  welcher  eine  gewissen  Bedingunf 
genflgende  Dreieckstheilung  Torhanden  ist,  stets  eine  Untergruppe  mit  < 
ihr  gleichberechtigten  definirt  wird.  —  Die  Untergruppen,  bei  denen 
IntAgralqnotienten  l'(  «-'  v'  -  '  Jj  in  der  Bezeichnung  von  Ern.  Schwai 
einer  hypergeometrischen  Differentialgleichung,  deren  unabhHngige  Tariabl 
eine  eindeutige  Fnnction  von  s  ist,  ungeSndert  bleiben,  sind  aasgezeichn 
Untergruppen  vom  Oeschlecbte  0,  die  aber  nnr  ^r  n  =  2,  3,  4,  5,  w 
algebraisch  wird,  von  endlichem  Index  sind.  —  Hit  Hilfe  der  für  nZ 
entstehenden  Untergruppen  (dem  n  =  6  entsprechen  die  elliptischen  Fi 
tionen)  Tt  ■  wird  eine  „Classeneintheilnng"  der  Untergruppen  mit  endlicl 
Index  vorgenommen,  welche  zur  Anfstellnng  zweier  ansgezeichneter  Uo 
gruppen  /\j  nnd  r^g  (die  angelütngten  Zahlen  bedeuten  die  Indices) ,  so 
deren  Fnndameutalbereiche  und  Fnndamentalsubstitntionen  benutzt  wird. 
Eine  weitere  Kategorie  von  Untergruppen  wird  im  siebenten  Capitel 
„  Hanptcongruentgmppen "  bezeichnet  nnd  die  „Eauptcongmenzgrnppe 
^tnfe"  definirt  als  die  Oesammtheit  jener  Hodulsubstitutionen 

<"+ß 

ye  +  s' 
tÜT  welche  a  —  i=  +  l,   ß  —  y^O  {mod.  n).     Dieselbe  ist  von  n*"  Cls 
in    der   durch  eine    Spiegelung  erweiterten  Modulgruppe  ausgezeicbuet 
halten,   und  ihr  Index  f>(»)  durch  die  Anzahl  incongruenter  Lösungen 
Congruenz 

aS-ßy=l  {modn) 

bestimmt.     Das  Geschlecht  ergiebt  sich   durch  die  Riemann'scbe  Foi 

10  —  2*1  =  2/3  —  2    nnd   es    werden    die  Gruppen  Fj^    und   /"j^g    des   vor 

r  als  Hauptcongruenzginppen  sec\:i£>\£(  t^&'ß.  «v&\ieTit«t  StuCe  aguos 


Recensionen.  209 


Interessant  ist  die  Bemerkung,  dass  die  die  Substitutionen  der  Haupteon- 
gruenzgruppe  n**'  Stufe  r^(a)  definirenden  Bedingungen  die  einzigen  arith- 
metischen Charakteristica  sind,  die  den  Substitutionen  der  zu  sl-^y  -0)  -«  •/) 

gehörigen  Gruppe  Ti  1  (welche  ja  eine  Untergruppe  von  r^(„^  ist)  zukommen; 
alle  übrigen  besonderen  Eigenschaften  dieser  Substitutionen  lassen  sich  nicht 
durch  Congruenzen  angeben.  Die  zu  der  Hauptcongruenzgruppe  Ff^f^n)  ge- 
hörige endliche  Gruppe  (yergl.  S.  207)  Gfi{n)  ist,  wie  wir  der  Orientirung 
wegen  bemerken  wollen,  im  Wesentlichen  nichts  Anderes,  als  die  Gruppe 
der  Galois 'sehen  Resolvente  der  zur  Transformation  n^^  Ordnung  der  ellip- 
tischen Functionen  mit  der  absoluten  Invariante  J  gehörigen  Modularglcich- 
ung;  die  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  denen  ihrer  verschiedenen  Re- 
solveuten  (Multiplicatorgleichung  etc.) ,  also  den  verschiedenen  Untergruppen 
der'  endlichen  Gruppe  Cr^(n)  entsprechenden  Untergruppen  der  Modulgruppe 
werden  als  Congruenzgruppen  schlechthin  eingeführt.  Diese  Bedeutung  der 
betrachteten  Gruppen  wird  in  dem  vorliegenden  ersten  Bande  nicht  erwähnt ; 
wir  hätten  aber  doch  wenigstens  einen  kurzen  Hinweis  auf  diesen  Zusam- 
menhang gewünscht,  theils  um  den  mit  der  Materie  vertrauten  Leser  aufmerk- 
sam zu  machen,  dass  ihm  in  den  folgenden  Auseinandersetzungen  zumeist  nur 
längst  bekannte  Resultate  in  etwas  ungewohnter  Form  geboten  werden, 
theils  auch,  um  dem  Lernenden  den  historischen  Ursprung  der  vorzutra- 
genden Theorien  zu  Bewusstsein  zu  bringen.  —  Im  achten  und  neunten 
Capitel  werden  für  den  Fall  einer  Primzahlstufe  q  die  Untergruppen  der 
endlichen  Gruppe  Gfiiq)  aufgestellt;  es  ergeben  sich  nebst  cyklischen  Unter- 
gruppen insbesondere  (q  + 1)  gleichberechtigte  halbmetaoyklische  Unter- 
gruppen  von  der  Ordnung  — ^ (entsprechend  den  q  +  l  Wurzeln  der 

Modulargleichung) ,  und  es  wird  gezeigt,  dass  die  diesen  letzteren  ent- 
sprechenden (g  +  1)  gleichberechtigten  Congruenzgruppen  vom  Index  q  +  l 
im  allgemeinen  Falle  die  Congruenzgruppen  von  niedrigstem  Index  dieser 
Stufe  sind ,  welche  in  der  Modulgruppe  vorkommen.  Nur  für  ^  =  5,  7,  11 
giebt  es  noch,  für  g  =  5  ein,  für  g  =  7,  11  zwei  Systeme  von  q  gleich- 
berechtigten Congruenzgruppen  des  Index  g,  was  der  Galois'sche  Satz  von 
der  Erniedrigung  der  zu  den  Transformationen  5.,  7.,  11.  Ordnung  der 
elliptischen  Functionen  gehörigen  Modulargleichungen  ist. 

Wie  schon  erwähnt,  ist  der  dritte  Abschnitt  dem  „functionentheoreti- 
schen  Grundproblem**  gewidmet  und  beginnt  mit  einer  zwar  zum  Theil  nur 
skizzenhaften,  aber  doch  klaren  und  übersichtlichen  Darstellung  der  wich- 
tigsten Ergebnisse  der  Riemann'schen  Theorie  algebraischer  Functionen 
einer  complexen  Yariabeln.  —  An  die  im  ersten  Capitel  exponirten  Existenz- 
theoreme schliesst  sich  im  zweiten  Capitel  das  eingehendere  Studium  der 
algebraischen  Gebilde  vom  Range  0  und  1  und  für  die  Gebilde  höheren 
Ranges  der  R i e m a n n  'sehe  Satz  mit  der  Brill-Nöther 'sehen  Erweiterung 
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nnd  der  Nachweis  für  die  Invarianz  der  aus  den  Integranden  erster  Gat- 
tung gebildeten  Quotienten  bei  rationalen  Transformationen.  Ein  System 
yon  V  linear  unabhängigen  Functionen,  die  nur  an  m  vorgeschriebenen 
Stellen  der  Riemann'schen  Fläche  unendlich  erster  Ordnung  werden, 
lassen  sich  als  Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  v- fachen  ebenen  Mannig- 
faltigkeit (v-dimensionaler  Raum)  auffassen,  in  welcher  also  die  „äqui- 
valenten oder  coresidualen*^  Punktsysteme  (Niveaupunkte  nach  Herrn 
C.  Neu  mann)  auf  einer  Curve  m**'  Ordnung  liegen.  Wenn  die  Stufe  v 
der  Mannigfaltigkeit  die  möglich  grösste  ist  (also  i/  =  tn— p-f-r,  t  die  An- 
zahl der  für  ein  Punktsystem  verschwindenden  g>'s),  so  heisst  die  Curve 
eine  Normalcurve.  —  Nachdem  an  der  einem  System  von  Integranden 
erster  Gattung  entsprechenden  Normalcurve  die  Scheid img  der  hyperellipti- 
schen von  allen  anderen  algebraischen  Gebilden  klargelegt  worden,  bringt 
das  dritte  Capitel  die  von  uns  bereits  erwähnte  Construction  der  zu  einer 
Untergruppe  von  endlichem  Index  der  Modulgruppe  gehörigen  eindeutigen 
Functionen  von  co,  welche  sich,  wie  gezeigt  wird,  stets  durch  J  und  eine 
algebraische  Function  m  von  J  rational  darstellen  lassen.  Ist  die  Unter- 
gruppe vom  Geschlecht  0,  so  ist  cT' selbst  rational  in  diesem  5,  welches  dann 
als  Hauptmodul  bezeichnet  wird;  im  Falle  eines  beliebigen  Geschlechtes 
werden  im  Allgemeinen  die  p  linear  unabhängigen  Integranden  erster  Gat- 
tung, für  ein  hyperelliptisches  Gebilde  das  System  einer  an  nur  2  und  einer 
an  2p +  2  Stellen  unendlich  werdenden  Function  als  „vollständiges  Modul- 
system**  lu  Grunde  gelegt.  Ist  der  Fandamentalbereich  der  Untergruppe 
in  Bezug  anf  einen  Kreis  symmetrisch^  so  kann  m  stets  so  gewählt  werden, 
dass  die  Coeffioienten  der  zwischen  m  und  J  bestehenden  algebraischen 
Gleichung  real  sind.  Bei  Erörterung  der  Thatsache ,  dass  die  zu  den  alge- 
braischen Functionen  m  von  J  gehörigen  Integrale,  ebenso  wie  die  Function 

5  (  ^  f  o  t  M ,  J )  eindeutig  in  o  werden,  vermissen  wir  die  nachdrückliche  Be- 
tonung des  Umstandes ,  dass  Oberhaupt  jede  mehrdeutige  Function  des  Doppel- 
vt^rhältnisses  l^  die  nur  die  Punkte  0.  1,  od  su  Venweigungspunkten  hat,  eine 
eindeutige  Function  von  «i  sei,  ein  Umstand,  der  uns,  abgesehen  von  seiner 
weiterreichenden  Bedeutung,  auch  darum  besonders  erwähnenswerlh  scheint, 
weil  dadurch  erst  der  Umfang  des  Problems,  alle  Untergruppen  der  Modul- 
gruppe  aufzustellen ,  übersehen  werden  kann .  indem  er  z  B.  erkennen  l&sst, 
dass  jede  algebraische  Function  von  l ,  die  sich  nur  in  den  Punkten  0,  1 ,  oc 
Ti^riweigt«    tu  einer  Untergruppe  mit  endlichem  Index  Veranlassung  giebt. 

Die  nachfolgenden  Untersuchungen  werden  auf  ausgezeichnete  Unter- 
gruppen« d  h.  ,,Galoi$*sche  Moduln *\  beschrankt,  da  diese  in  Verbindung 
mit  der  Zerlegung  der  zugehörigen  endlichen  Gruppen  dec  Weg  zu  allen, 
auch  aiekt  amigeseichneten  Untergruppec  bahceo.  Für  p  =  *  *  giebt  es  CTir 
T^  Iw  Hauptmoduln,   nSruIicb    die   Ictegralquotiencen   der   al^e- 

iMn^c    hvpergtcmexnsc'uftn  \>\^*Tt^viaX^^\Ä.V\\.^iv,  ^ir   den 
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bj perelliptischen  Fall  bei  p  =  1  unendlich  viele ,  während  für  p>l  nur 
zwei  ausgezeichnete  Untergruppen  mit  den  Indices  48  (/)  =  2,  vollständiges 

Modulsystem  ft,  ^fi(l  —  /n*))  und  120  (p  =  5,  vollständiges  Modulsystem  f, 

j/t(t^®  +  ll£*+l))  gefunden  werden..—  Die  eingehende  Discussion  derauf 
1^  =  0  bezüglichen  Probleme  (Darstellung  der  unabhängigen  Variabelen  J  und 
des  Integralquotienten  s  als  eindeutige  Functionen  von  od,  beim  ,,Ikosaeder*^ 
wird  das  Gleiche  auch  für  die  Wurzeln  der  Resolventen  fünften  und  sechs- 
ten Grades  geleistet)  füllt  das  vierte ,  die  der  beiden  hyperelliptischen  Fälle 


» j- 


das  fünfte  Capitel.  Im  letzteren  werden  überdies  noch  die  zu  j/l,  y\  —  X 
gehörigen  Untergruppen  aufgestellt,  welche  aber  nur  für  «=  1,  2,  4,  8 
,, Congruenzgrnppen **  sind,  und  für  yk^  der  Hermite 'sehen  Modulfunc- 
tion,  die  das  Verhalten  dieser  Function  bei  Anwendung  einer  beliebigen 
Modulsubstitution  darstellenden  Herrn ite'schen  Transformationsformeln  ent- 
wickelt. Eine  Stelle  ist  in  diesen  Ausführungen  dadurch  bemerkenswerth, 
dass  es  die  einzige  des  ganzen  Buches  ist,  an  welcher  auf  die  von  uns 
mehrfach  angeführte  Fuchs'sche  Abhandlung  im  83.  Bande  von  Borch.  J. 
Bezug  genommen  wird,  indem  nämlich  einer  Bemerkung  von  Herrn  Her- 
mite Erwähnung  geschieht,  die  Herr  Fuchs  in  einer  Fussnote  zu  seiner 
Arbeit  reproducirt. 

Den  zum  allgemeinen  (nicht  byperelliptischen)  Falle  p  >  2  gehörigen 
ausgezeichneten  Untergruppen  sind  im  dritten  Capitel  einige  allgemeine  Aus- 
einandersetzungen und  einem  hierher  gehörigen  wichtigen  und  interessanten 
Beispiele  die  beiden  letzten  Capitel  des  Buches  gewidmet.  Allgemein  wird 
gezeigt,  dass  das  aus  einem  System  von  Integranden  erster  Gattung  for- 
rairte  vollständige  Modulsystem  bei  Anwendung  der  Substitutionen  der 
Modulgruppe  homogene  lineare  Substitutionen  erleidet  und  dass  die  aus 
diesen  gebildete  Gruppe  holoedrisch  isomorph  sei,  mit  der  zu  der  betrach- 
teten ausgezeichneten  Untergruppe  gehörigen  endlichen  Gruppe.  Das  er- 
wähnte Beispiel  ist  das  der  Hanptcongruenzgrnppe  siebenter  Stufe  T^gg, 
welcher  eine  nicht  hyperelliptisch  algebraische  Function  vom  Range  ;»  =  3 
entspricht.  Die  das  vollständige  Modulsystem  darstellenden  drei  Integranden 
erster  Gattung  j/,,  y^^  y^  erfahren  bei  Anwendung  der  Substitutionen  der 
Modulgruppe  168  lineare  homogene  Substitutionen  der  Determinante  1, 
welche  die  linke  Seite  der  zwischen  ^^ ,  y<^,  y^  bestehenden  homogenen 
Relation 

fiVx  y  Vt  >  Va)  =  Vx^Va  +  Va^V^  +  y^^Vx  ==  ^ 

in  sich  selbst  transformiren.  Folglich  genügen  die  y|,  y^,  y^  einer  alge- 
braisch integrirbaren  homogenen  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung mit  in  J  rationalen  Coefficienten ,  welche  auch  den  Gegenstand  von 
interessanten  Untersuchungen  der  Herren  Halphen,  Hurwitz  undPoin- 
car6  gebildet  hat.  Diese  Untersuchungen  werden  nicht  vorgeführt;  im 
Anschlüsse  an  dieselben  sei  jedoch  die  Bemerkung  gestattet^  dass  in  Jena 
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Differentialgleichung   die  unabhängige  Variabele  3  eine  rationale   Function 
der  durch  die  algebraische  Gleichung 


verknüpften  Integralquotienten  ist,  eine  Erscheinung,  welche  Interesse  ge- 
winnt, wenn  man  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  F  a  c  h  s  (Acta 
Mathem.,  Bd.  I)  über  lineare  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung,  zwi- 
schen deren  Integralen   eine   nicht  lineare  homogene  Relation  besteht,    auf 
den  vorliegenden  besonderen  Fall  anwendet.    In  diesen  Gedankenkreis  gehOrt 
auch  das  im  Buche  hergeleitete  Resultat,  dass  die  Covarianten  von  /*,  Modul- 
functionen  erster  Stufe,  d.  b.  rationale  Functionen  von  /  sind.    Dagegen  be- 
ziehen  sich   die  weiteren  Betrachtungen  insgesammt  auf  die  Zerlegung  der 
zu    /\g^   gehörigen   endlichen  Gruppe  in   ihre  Untergruppen   und    die   Auf- 
stellung der  entsprechenden   Resolventen.  —  Wenn   wir  uns   der   üblichen 
Terminologie  bedienen ,  so  wird  in  erster  Linie  die  zur  Transformation  sieben- 
ter Ordnung  der  elliptischen  Functionen  gehörige  Multiplicatorgleichung  achten 
Grades  aufgestellt  und  die  Darstellung  ihrer  Wurzeln,   resp.  der  Quadrat- 
wurzeln aus  denselben  durch  die  vier  Jacobi'schen  A  angegeben,   welch* 
letztere   als   homogene   Coordinaten   eines   Punktes   im  Baume   interpretirt 
durch  die  von   ihnen  erfüllten  vier  homogenen  cubischen  Relationen   eine 
Raumcurve   sechster  Ordnung  bestimmen,   welche  als  „Kegelspitzencunre** 
eines  Bündels  von  FlSchen  zweiter  Ordnung  erkannt  wird.  —  Dann  werden 
die   zufolge   des   Galois 'sehen   Satzes    existirenden   Resolventen    siebenten 
Grades  aufgestellt,  also  Gleichungen  siebenten  Grades  mit  einer  Gruppe  von 
168  Permutationen,  wie  sie  den  Gegenstand   der  bekannten  Arbeiten  der 
Herren  Kronecker,  Hermite  u.  A.  gebildet  haben. 

Ein  Ausblick  auf  die  Theorie  der  eindeutigen  Functionen ,  welche  durch 
lineare  Transformationen  ungefindert  bleiben,  für  welche  auch  wieder  eine 
neue  Bezeichnungsart  vorgeschlagen  wird,  beschliesst  das  Buch. 

Der  folgende  zweite  Band  soll  die  Transformationstheorie  der  ellipti- 
schen Functionen  nebst  zahlen  theoretischen  Anwendungen  behandeln  und 
dürfte  sonach  eine  willkommene  ErgfLnzung  des  im  ersten  Bande  gebotenen 
reichhaltigen  Materials  darbieten. 

Berlin,  März  1891.  Schlesinger. 


Oeuvres  de  Fermat,    publices   par    les   soins    de   MM.  Paul  Tasxerv    et 
Charles  Urkrt.     Tome   1.     Paris.    Gambier -Villars   et   fils.   1891. 

Im  ll>.   und  17.  Jahrhundert   haben   sich  um  die  Mathematik  und  die 
Naiurwissenschat'ten   eine  Reihe  voa  Männern  verdient  gemacht,   deren  Be- 
rufsUiiKtiirkeit  von  diesen  Wissenschaften  ganz  abseits  lag,  welche  denselben 
^  Vossezeit  widmen  Vonuveu. 
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Za  diesen  Männern  gehört  Petrus  de  Fermat  (1595 — 1665),  Raths- 
herr  am  Parlamente  seiner  Vaterstadt  Toulouse,  wo  er  für  einen  der  tüch- 
tigsten Bechtskundigen  und  einen  der  gewissenhaftesten  Beamten  angesehen 
wurde.  Seine  freie  Zeit  widmete  er  dem  Studium  der  klassischen  Sprachen 
und  der  Mathematik,  und  obwohl  bei  seinen  Lebzeiten  nur  eine  kleine 
Schrift  von  ihm  (De  linearum  curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione)  und 
noch  dazu  anonjpa  (als  Anhang  einer  Arbeit  des  Jesuiten  Lalouvere  über 
die  Cykloide)  im  Druck  erschienen  war,  hielt  man  ihn  doch  während  der 
letzten  Jahre  seines  Lebens  allgemein  für  den  ersten  Mathematiker  in  ganz 
Europa.  Er  hatte  in  allen  Theilen  der  Mathematik  mit  Erfolg  gearbeitet 
und  seine  Resultate  mündlich  und  brieflich  mitgetheilt;  er  hatte  mit  an- 
deren Gelehrten,  so  mit  Cartesius,  wichtige  Controversen  gehabt  und, 
nach  der  Sitte  der  Zeit,  die  Mathematiker  anderer  Völker,  besonders  die 
Engländer,  durch  Stellung  schwieriger  Aufgaben  herausgefordert. 

Fünf  Jahre  nach  Fermat's  Tode  (1670)  veranstaltete  sein  Sohn  Samuel 
Fermat  eine  neue  Ausgabe  des  Diophant.  Dieser  yon  seinen  Landsleuten 
nicht  yerstandene  grosse  Mathematiker,  der  Erfinder  der  Algebra,  ist  im 
Grunde  genommen  erst  von  Fermat  fortgesetzt  worden.  Zwar  hatten  ihn 
schon  die  Araber  eifrig  studirt;  es  war  ihnen  auch  gelungen,  ein  wenig 
über  Diophant  hinauszugehen;  aber  dieser  Fortschritt  war  ein  sehr  gering- 
fügiger, und  die  Schriften  der  Araber  geriethen,  wie  Diophant  selbst, 
bald  in  Vergessenheit,  in  der  sie  einige  Jahrhunderte  hindurch  blieben.  Erst 
gegen  Ende  des  16.  Jahrhunderts  fing  man  wieder  an,  sich  mit  Diophant 
zu  beschäftigen.  Bombelli,  Xylander,  Vieta,  Sterin,  Billy,  Sachet 
u.  A.  studirten  ihn  eifrig.  Auf  den  Band  eines  —  leider  nicht  mehr  vor- 
handenen —  Exemplars  der  Bachet'schen  Ausgabe  hatte  nun  Fermat 
kurze  Anmerkungen  geschrieben,  welche  theils  Verallgemeinerungen  oder 
andere  Lösungen  der  Aufgaben  Diophant 's,  theils  neue  schwierigere  Auf- 
gaben enthalten,  theils  auch  Sätze  der  Zahlentheorie  aussprechen,  welche 
—  ohne  Beweis  gegeben  —  die  Mathematiker  bis  in  dieses  Jahrhundert 
hinein  beschäftigt  haben  und  zum  Theil  noch  nicht  ganz  erledigt  sind. 
Diese  Anmerkungen  yerleihen  der  Fermat'schen  Ausgabe  des  Diophant 
einen  besonderen  Werth;  was  Correctheit  des  Textes  betrifft,  so  ist  bekannt- 
lich die  Bachet'sche  Ausgabe  bei  Weitem  die  bessere. 

Zweitens  gab  Samuel  Fermat  1679  unter  dem  Titel  „Varia  opera 
matfaematica^  die  mathematischen  Arbeiten  und  diejenigen  Briefe  seines 
Vaters  heraus,  von  denen  er  sich  treue  Copien  verschaffen  konnte.  Von 
diesem  Buche  haben  R.  Friedländer  u.  Sohn  in  Berlin  1861  durch  Heliotypie 
einen  Neudruck  hergestellt. 

Beide  Bücher  sind  nun  im  Laufe  der  Zeit  recht  selten  geworden.     Es 
ist  aber  Pflicht  eines  Volkes ,  dafür  zu  sorgen ,  dass  die  Werke  seiner  her- 
vorragenden  Geister   nicht   verschwinden    oder   durch  ihre   Seltenheit  f 
theuer  und   somit  für  die  Träger  der  W\&«^Tv^c\i«b^t  x^^tvv.^^^'^^v^^  ^^ 
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Von  dieser  Erwägung  ausgehend,  hatten  schon  1843  die  französischen  Kam- 
mern auf  Antrag  der  Regierung  beschlossen ,  eine  neue,  vollständige  Ausgabe 
der  Werke  Perm at 's  zu  veranstalten.  Mit  der  Ausführung  dieses  Beschlusses 
war  1844  G.  Libri  beauftragt  worden.  Die  unliebsamen  Vorgänge,  die 
mit  dem  Namen  Libri  verknüpft  sind,  vereitelten  die  Sache,  die  erst  1879 
durch  Charles  Henry  wieder  in  Fluss  gebracht  wurde.  1881  stellte  der 
Fürst  Baldassare  Boncompagni  in  Rom,  dem  wir, auch  die  schöne 
Ausgabe  der  Schriften  des  Leonardo  Pisano  verdanken,  zwei  in  seinen 
Besitz  übergegangene  Manuscripte  Fermat's  zur  Verfügung,  die  zu  den 
von  Libri  erworbenen  gehört  hatten.  Die  Ordnung  des  Materials  konnte 
aber  nicht  abgeschlossen  werden,  so  lange  man  hoffen  durfte,  unter  den 
von  Libri  nach  England  gebrachten  Büchern  weitere  Ausbeute  zu  finden. 
Diese  Hoffnung  hat  sich  nicht  erfüllt,  und  so  stand  der  Vollendung  der 
neuen  Ausgabe  Nichts  mehr  im  Wege.  Um  einen  möglichst  correcten  Text 
zu  geben  (ich  habe  nur  einen  Fehler  bemerkt,  der  aus  der  alten  in  die 
neue  Ausgabe  übergegangen  ist:  S.  325  Z.  3  muss  ^N  +\  —  ^Q  gelesen 
werden) ,  ist  das  gesammte  gedruckte  und  handschriftliche  Material  auf  das 
Sorgfältigste  geprüft  worden.  Der  Sammlung  und  Ordnung  der  Documente 
hat  sich  Herr  Charles  Henry  gewidmet;  die  Revision  des  Textes  und 
die  Abfassung  der  —  auf  besonderen  Wunsch  der  Commission  —  möglichst 
kurzen  Noten  ist  Herrn  Paul  Tanne ry  tibertragen  worden,  welcher  über 
dieser  neuen  Arbeit  hoffentlich  die  versprochene  Textaußgabe  des  Dio- 
phant  nicht  vergessen  wird. 

Das  Werk,  von  welchem  jetzt  der  erste  Band  in  schöner  Ausstattung 
vorliegt,  wird  aus  drei  Bänden  bestehen.  Der  zweite  Band  soll  die  ge- 
sammte Correspondenz  Fermat's  in  chronologischer  Reihenfolge  geben, 
sowohl  die  Briefe,  welche  Fermat  geschrieben,  als  auch  diejenigen,  welche 
er  erhalten  hat.  Der  dritte  Band  wird  mehr  ein  Ergänzungsband  sein.  Er 
soll  u.  A.  eine  französische  üebersetzung  der  lateinisch  geschriebenen  Ar- 
beiten Fermat's,  des  Commercium  epistolicum  von  Wallis  und  der  in  der 
Fermat'scheu  Diopbant- Ausgabe  abgedruckten  Arbeit  von  Jacob  de 
Billy  enthalten,  in  welcher  dieser  eine  Zusammenstellung  alles  Dessen  giebt, 
was  Fermat  ihm  brieflich  über  die  doppelten  und  dreifachen  Gleichungen 
mitgetheilt  bat. 

Der  erste  Band  enthält  ausser  den  in  den  Varia  Opera  abgedruckten 
noch  einige  Arbeiten  Fermat's,  die  theils  jetzt  zum  ersten  Male  veröffent- 
licht werden,  theils  aus  Pascal's  Werken,  in  die  sie  unter  Angabe  des 
Ursprungs  aufgenommen  waren,  herrühren.  Die  Herausgeber  haben  die 
Reihenfolge,  in  welcher  die  Arbeiten  in  den  Varia  Opera  stehen,  nicht  bei- 
behalten, sondern  dieselben  nach  folgenden  Gesichtspunkten  geordnet: 

Den  Anfang  machen  Fermat's  Arbeiten  über  Geometrie,  behandelt  im 
Sinne  der  Alten.  Es  folgt  dann  die  wichtige  Schrift:  Ad  locos  planos  et 
soUdos  isagoge,    welche   die  Elemente   der   neueren  analytischen  Geometrie 


Recensionen.  215 

und  besonders  eine  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
mit  zwei  Unbekannten  giebt,  und  welche,  wie  wir  durch  eine  Anmerkung 
der  Herausgeber  erfahren,  vor  dem  Erscheinen  der  Geometrie  von  Carte - 
sius  abgefasst  und  mitgetheilt  worden  ist.  Hieran  schliesst  sich  die  jetzt 
zum  ersten  Male  Yeröffentlichte  Schrift:  Isagoge  ad  locos  ad  superficiem, 
welche  den  ersten  bekannten  Versuch  über  die  allgemeine  Theorie  der  Ober- 
flächen zweiten  Grades  enthält.  Weiter  giebt  der  erste  Band  die  auf  die 
Theorie  der  Maxima  und  Minima  und  der  Tangenten  bezüglichen  Arbeiten^ 
auf  Grund  welcher  Fermat  von  Laplace,  Lagrange  u.  A.  für  den 
eigentlichen  Erfinder  der  Differentialrechnung  gehalten  wird.  In  diesem 
Abschnitte  finden  wir  auch  Fermat 's  Erörterungen  über  die  Brechung  des 
Lichtes,  die  auf  dem  Gedanken  beruhen,  die  Natur  befolge  bei  dem  Fort- 
pflanzen der  Bewegung  eine  Art  Gesetz  der  Minima,  wodurch  Fermat  zum 
Urheber  desjenigen  Princips  geworden  ist,  welches  man  gewöhnlich  als  das 
der  geringsten  Wirkung  bezeichnet.  Darauf  folgen  die  auf  die  Theorie  der 
Gleichungen,  speciell  auf  die  Elimination  bezüglichen  Arbeiten,  dann  die- 
jenigen, welche  die  Quadratur  von  Curven  zum  Gegenstande  haben  und  die 
Keime  der  Integralrechnung  enthalten.  Den  Schluss  bilden  die  schon  be- 
sprochenen Anmerkungen  zuDiophant,  denen  das  zum  Verständniss  Aller- 
nothwendigste  beigefügt  ist.  Von  besonderem  Interesse  dürfte  darin  eine 
Note  des  Herrn  Tannery  sein,  welche  eine  bisher  allgemein  nicht  ver- 
standene Bemerkung  Fermat*s  verständlich  macht.  Darnach  hat  Fermat 
den  Begriff  „Säule  einer  Polygonalzahl ^  gebildet.  Er  versteht  darunter  das 
Product  aus  n  in  die  n^*  Polygonalzahl ,  so  dass  die  Säulen  der  Viereckzahlen 
mit  den  Cubikzahlen  identisch  sind.  Wie  nun  aus  der  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen  durch  Additionen  sich  die  Cubikzahlen  bilden  lassen :  3  H-  5  =  2^, 
7  -f  9  -f  1 1  =  3*  u.  s.  w. ,  so  geht  ans  der  arithmetischen  Reihe 

],    a— 1,    2a  — 3,    3a  — 5,   ... 
die  Reihe  der  Säulen  der  a- Eckzahlen 

1,   ttj   3a--3,    6a  — 8,  ... 
hervor.     Es  ist  nämlich,  wenn  allgemein  Pjt  die  h^  a- Eckzahl  und  /^a-  die 
k^  Dreieckzahl  bezeichnet, 

(a-l)  +  (2a-3)-  (a-4)zl,  =2P„ 

(3a-5)-K4a-7)  +  (5a-9)-(a-4)zljj  =  3JP3, 


Von  den  Beigaben,  welche  der  erste  Band  bringt,  seien  nur  zwei  her- 
vorgehoben: ein  schönes  Portrait  Fermat's,  welches  nach  dem  der  Origi- 
nalausgabe der  Varia  Opera  beigefügten  gestochen  und  auch  in  vergrösserteni 
Maassstabe  erhältlich  ist,  und  zweitens  ein  Facsimile  der  Handschrift  Fer- 
mat's,  welches,  wie  die  Herausgeber  hoffen,  zur  Auffindung  von  Büchern  aus 
F  er  mat's  Bibliothek,  der  seine  Notizen  immer  nur  auf  den  Band  seiner  Büche^ 
schrieb,  führen  wird.     Möge  diese  Hoffnung  in  reichem  Maasse  sich  erfCÜ 

Frankfurt  a.  M.,  22.  April  1891.  ^.^ikktok 
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'an  dem  Schüler  nicht  mehr  Bezeichnungen  voi^hren  solle,  als  solche  im 
.-aktischen  Leben  auftreten.  Wenn  Referent  etwas  hinzufügen  dürfte,  so 
'Sre  es  der  Wunsch,  dass  auf  Grund  der  Kallius 'sehen  Vorschläge  in  den 
eim  elementaren  Hechenunterrichte  anzuwendenden  Verfahrungs weisen  end- 
ich  einmal  eine  gewisse  üebereinstimmung  erzielt  werden  möchte. 

Dr.  E,  Jahnke. 


Arithmetische  Aufgaben  nebst  Lehrbnoh  der  Arithmetik  für  höhere  Bür- 
gerschulen, Realschulen,  Progymnasien  und  Realprogymnasien ,  von 
Dr.  E.  Bardey.     6.  Auflage.     Leipzig  1890.     Preis  M.  2. 

„Arithmetische  Aufgaben''  und  nicht  „Aufgaben -Sammlung''  lautet  im 
Gegensatz  zu  der  grösseren,  für  Gymnasien,  Realgymnasien  und  Oberreal- 
schulen bestimmten  Aufgaben  -  Sammlung  der  Titel  dieses  Buches,  womit 
der  Verfasser  andeuten  will,  dass  die  hier  aufgestellten  Aufgaben  mit  wenigen, 
selbstverständlichen  Ausnahmen  von  ihm  herrühren.  Ein  weiterer  wesent- 
licher Unterschied  zwischen  den  beiden  Büchern  liegt  darin,  dass  in  dem 
Torliegenden  den  Aufgaben  eines  jeden  Abschnittes  eine  Theorie  voran- 
geschickt ist.  „Die  Theorie  bildet,  soweit  die  Aufgaben  reichen,  ein  voll- 
ständiges Lehrbuch  der  Arithmetik  und  soll  ein  besonderes  Lehrbuch  über 
flüssig  machen. **  Es  muss  anerkannt  werden,  dass  die  theoretische  Behand- 
lung manches  Gelungene  bietet.  Der  Verfasser  hat  sich  bemüht,  die  An- 
fangsgründe der  allgemeinen  Arithmetik  in  anregender  Weise  darzustellen: 
der  Gang  der  Theorie  ist  einmal  so  eingerichtet,  dass  der  Schüler  schon 
nach  wenigen  Stunden  Gelegenheit  zu  geeigneter  Selbstthätigkeit  findet;  an- 
dererseits wird  der  Schüler  angeleitet,  seine  im  Rechnen  mit  gewöhnlichen 
Zahlen  erworbenen  Kenntnisse  bei  der  allgemeinen  Arithmetik  zur  Anwen- 
dung zu  bringen.  Vielleicht  dürfte  es  sich  empfehlen,  diesen  zweiten 
Gesichtspunkt,  das  Numerische  bei  der  Begründung  der  allgemeinen  Arith- 
metik heranzuziehen  und  ein  allzustarkes  Buchstabenanhäufen  zu  vermeiden, 
noch  stärker  zu  betonen.  Indessen  leiden  die  theoretischen  Erörterungen 
(vergl.  besonders  die  Abschnitte  über  die  negativen,  die  gebrochenen  und 
die  imaginären  Zahlen),  wie  der  Verfasser  selbst  schon  bemerkt  hat,  an 
einem  Mangel.  Bei  der  Einführung  in  die  Arithmetik  muss  das  Postulat 
an  die  Spitze  gestellt  werden ,  dass  eine  Erweiterung  des  bekannten  Zahlen- 
gebietes nur  dann  statthaft  ist,  falls  die  neuen  Gebilde  gleichwie  Zahlen 
gebraucht  werden  können,  d.  h.  falls  sie  den  nämlichen  oder  wenigstens  den 
Hauptregeln  unterworfen  sind,  die  für  den  natürlichen  Zahlenbereich  Giltig- 
keit  haben.  Zur  Begründung  dieser  Forderung  genügt  es,  zwei  Gesichts- 
punkte anzuführen:  einmal  werden  dadurch  die  grundlegenden  Operationen 
zu  allgemeingiltigen  erhoben,  und  zweitens  bilden  die  neuen  Gebilde  nur 
dann  eine  fruchtbare  Erweiterung  des  Zahlenbereiches,  falls  das  Postuto 
erfüllt    ist.      Dieser    Forderung    ist  jedoch   der    Verfasser    nicht    gerec 

HiMt-m.  Abtblg.  d.  ZtHachr,  f.  Math.  iL  Phyi.  XXXVI,  ft.  ^^ 
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Reohenbuch  fttr  Gymnasien,  Realgymnasien,  Ober  -  Realschulen ,  Realschulen, 
höhere  Bürgerschulen,  Seminare  etc.  Von  Prof.  Harms  und  Prof. 
Dr.  Kallius.     15.  Auflage.     Oldenburg  1890.     Preis  Mk.  2,25. 

Es  liegt  uns  die  15.  Auflage  des  bekannten  Rechenbuches  vor,  auf 
dessen  vortreffliche  Eigenschaften  an  dieser  Stelle  noch  einmal  hingewiesen 
werden  mag.  Als  ein  entschiedener  Vorzug  des  Buches  ist  zu  betonen ,  dass 
es  nur  Aufgaben  enthält ,  deren  Lösung  auf  jeder  neuen  Stufe  durch  wenige 
bestimmte  Fragen  angedeutet  wird;  es  soll  also  nicht  gleichzeitig  Lehrbuch 
sein,  und  andererseits  macht  es  ein  solches  durchaus  überflüssig. 

Ebenso  kann  Referent  es  nur  billigen ,  wenn  die  Verfasser  den  Bechen- 
unterricht  als  eine  Vorstufe  der  Arithmetik  auffassen,  wenn  der  Schüler 
daher  schon  beim  Anfangsunterricht  z.  B.  in  das  Verständniss  der  Klammem 
eingeführt  und  ihm  schon  an  dieser  Stelle  der  Begriff  der  Potenz  klar  ge- 
macht wird,  und  wenn  des  Weiteren  schon  in  der  Quarta  das  Denken  in 
Gleichungen  zur  Geltung  gebracht  wird,  ein  Verfahren,  wozu  ja  auch  der 
geometrische  Unterricht  hindrängt,  welcher  der  Arithmetik  vielfach  bedarf. 
Herr  Prof.  Kallius  hat  die  Grundgedanken,  welche  bei  Abfassung  des 
Buches  leitend  gewesen  sind,  wenigstens  soweit  sie  den  Unterricht  bis  zur 
Sexta  betreffen,  in  einer  besonderen  beachtenswerthen  Schrift  ,,Die  vier 
Species  in  ganzen  Zahlen  u.  s.  w.'^  ausführlich  dargelegt. 

Die  15.  Auflage  unterscheidet  sich,  wie  die  beiden  vorigen,  nur  darin 
von  der  zwölften,  dass  in  einem  Anhange  die  Neunerprobe  Aufnahme  ge- 
funden hat.  D^^  E^  Jahnkb. 


Die  vier  Species  in  ganzen  Zahlen  (2.  Aufl.)  und  das  Münz-,  Mass-  nnd 
Oewichtssystem  im  Röchennnterrioht  (4.  Aufl.),  von  Prof.  Dr.  Kal- 
lius.    Oldenburg  1889.     Preis  Mk.  1,20. 

Der  Verfasser  setzt  hier  die  Ergebnisse  einer  längeren  Erfahrung  des 
Näheren  auseinander,  welche  dem  von  ihm  im  Verein  mit  Herrn  Prof. 
Harms  herausgegebenen,  jetzt  in  der  15.  Auflage  erschienenen  bekannten 
Rechenbuche  zu  Grunde  gelegt  worden- sind,  soweit  der  Unterricht  bis  zur 
Sexta  in  Betracht  kommt.  Nur  einige  von  den  Vorschlägen  seien  hier  her« 
vorgehoben.  Bei  der  schriftlichen  Subtraction  wird  das  Aufwärtszähleu  an- 
gewendet, weil  dadurch  Fehler  im  Subtrahiren  eher  vermieden  werden  und 
sich  daraus  auch  sonst  manche  Rechenvortheile  ergeben,  wie  derjenige,  dass 
bei  der  Division  die  Theilproducte  nicht  hingeschrieben  zu  werden  brauchen. 
Bei  der  Multiplication  wird  —  im  Hinblick  auf  die  abgekürzte  Multiplica- 
tiou  —  von  Anfang  an  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplicators  begonnen 
und  jede  Ziffer  in  die  ihrer  Stellennummer  entsprechende  Stelle  eingerückt, 
eine  Darstellung,  die  geeignet  ist,  das  Rechnen  mit  decimalen  Zahlen  vor- 
zubereiten. Was  die  Verwendung  des  Münz-,  Maass-  und  Gewichtssytems 
im  Rechenunierrichi  anbelangt,  so  veT\Ä\ig\.  öl^t  '^«t^^^w  TB\i  ^^^Vit^  daaa 
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man  dem  Schüler  nicht  mehr  Bezeichnungen  YOi^hren  solle,  als  solche  im 
praktischen  Lehen  auftreten.  Wenn  Referent  etwas  hinzufügen  dürfte,  so 
wSre  es  der  Wunsch,  dass  auf  Grund  der  Kallius 'sehen  Vorschläge  in  den 
beim  elementaren  Rechenunterrichte  anzuwendenden  Verfahrungsweisen  end- 
lich einmal  eine  gewisse  üebereinstimmung  erzielt  werden  möchte. 

Dr.  E.  Jahnke. 


Arithmetische  Aufgaben  nebst  Lehrbnoh  der  Arithmetik  für  höhere  Bür- 
gerschulen, Realschulen,  Progymnasien  und  Realprogymnasien ,  von 
Dr.  E.  Bardet.     6.  Auflage.     Leipzig  1890.     Preis  M.  2. 

„Arithmetische  Aufgaben''  und  nicht  ,, Aufgaben- Sammlung '^  lautet  im 
Gegensatz  zu  der  grösseren,  für  Gymnasien,  Realgymnasien  uud  Oberreal- 
schulen bestimmten  Aufgabeu  -  Sammlung  der  Titel  dieses  Buches,  womit 
der  Verfasser  andeuten  will,  dass  die  hier  aufgestellten  Aufgaben  mit  wenigen, 
selbstverständlichen  Ausnahmen  von  ihm  herrühren.  Ein  weiterer  wesent- 
licher Unterschied  zwischen  den  beiden  Büchern  liegt  darin,  dass  in  dem 
vorliegenden  den  Aufgaben  eines  jeden  Abschnittes  eine  Theorie  voran- 
geschickt ist.  „Die  Theorie  bildet,  soweit  die  Aufgaben  reichen,  ein  voll- 
ständiges Lehrbuch  der  Arithmetik  und  soll  ein  besonderes  Lehrbuch  über 
flüssig  machen. **  Es  muss  anerkannt  werden,  dass  die  theoretische  Behand- 
lung manches  Gelungene  bietet.  Der  Verfasser  hat  sich  bemüht,  die  An- 
fangsgründe der  allgemeinen  Arithmetik  in  anregender  Weise  darzustellen: 
der  Gang  der  Theorie  ist  einmal  so  eingerichtet,  dass  der  Schüler  schon 
nach  wenigen  Stunden  Gelegenheit  zu  geeigneter  Selbstthätigkeit  findet;  an- 
dererseits wird  der  Schüler  angeleitet,  seine  im  Rechnen  mit  gewöhnlichen 
Zahlen  erworbenen  Kenntnisse  bei  der  allgemeinen  Arithmetik  zur  Anwen- 
dung zu  bringen.  Vielleicht  dürfte  es  sich  empfehlen,  diesen  zweiten 
Gesichtspunkt,  das  Numerische  bei  der  Begründung  der  allgemeinen  Arith- 
metik heranzuziehen  und  ein  allzustarkes  Buchstabenanhäufen  zu  vermeiden, 
noch  stärker  zu  betonen.  Indessen  leiden  die  theoretischen  Erörterungen 
(vergl.  besonders  die  Abschnitte  über  die  negativen,  die  gebrochenen  und 
die  imaginären  Zahlen),  wie  der  Verfasser  selbst  schon  bemerkt  hat,  an 
einem  Mangel.  Bei  der  Einführung  in  die  Arithmetik  muss  das  Postulat 
an  die  Spitze  gestellt  werden,  dass  eine  Erweiterung  des  bekannten  Zahlen- 
gebietes nur  dann  statthaft  ist,  falls  die  neuen  Gebilde  gleichwie  Zahlen 
gebraucht  werden  können,  d.  h.  falls  sie  den  nämlichen  oder  wenigstens  den 
Hauptregeln  unterworfen  sind,  die  für  den  natürlichen  Zahlenbereich  Giltig- 
keit  haben.  Zur  Begründung  dieser  Forderung  genügt  es,  zwei  Gesichts- 
punkte anzuführen:  einmal  werden  dadurch  die  grundlegenden  Operationen 
zu  allgemeingiltigen  erhoben,  und  zweitens  bilden  die  neuen  Gebilde  nur 
dann  eine  fruchtbare  Erweiterung  des  Zahlenbereiches,  falls  das  Postulat 
erfüllt    ist.      Dieser    Forderung    ist  jedoch   der    Verfasser    nicht    gerecht 

Hiat.-m.  AhthJg.  d.  Zeliachr,  f.  Math.  iL  Phyi.  XXXVl,  ft.  ^"^ 
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«>*{    4^<u    h%.0if,fina.    'itfgnßi'^r/n,    xsjgg^OAikKSL      :iiiK    iatf   «SiS-    ki]Lr*:fclse&de 

iii^r  ,ft  F^rwüi^»  k/wmm'l,  ji^  i>(  Tr^dfll^iäk«».:;  ibi  ^wjlss  Wkssa^i  es  bietet 

».T^  ntui  d>  A'.fjrvxo.  ij^A^ir  5i»ml*«'.  t:^  -jr^air«!  ab^'Mefciäx,  der 
STf^/i^rtf^  Hftmflt^icjr  af«:*.  eir-.*:!!!^.  hü  2iaa!tii*2i  ier  Herra.  Fftdigeiioäseii 
w'l^b/tRfR^n  »^'r.  i^r'rf:.  'm^tA.-.   -/>»  »ttitiiÜ   'jAc^ii  'sda^^wi/tt/tiL   sein  «oll. 

Dr.  E.  Jai 


Dk  Onmihfn  ier  AntkacCik  oter  Eixftkns^  fanmler  ZaUbe^riffe, 
T^yft  Prof  Dr.  O  HtiCBZL,  Berii:*.  T^eü  I:  lias&rikhe,  algebrmische, 
gt^/roth^an^.  Zmhlen.    1^^.     Tceil  II:  Die  irnttiocaleB  Zahlen.     1890. 

Ib  «#^m«  VofistCAgi»  zar  Einffiknnig  in  die  Theori«  der  analjtisehen 
FoMti/viMrft  p^gti^  Herr  Weierttraii  eine  aritnoietLsehe  Einleitung  zu 
Si^^f^Oif  W6  ^  r^k  fflr  die  DefiniUon  der  in  den  indxrecteii  Operationen 
wurzelndea  2^blen  aof  den  formalen  Standpunkt  stellte,  so  dass  bei  der 
KiofObrosg  der  negatiren,  der  gebrochenen ,  der  imtioiialen  und  der  imagi- 
nJ^rea  Zahlformen  die  Begriffe  des  Gleiehseins,  des  Addirens  u.  s.  w.  beson- 
den  ktigtbteUt  werden  mossten«  Bei  dieser  Erweiterung  des  bekannten 
Zahlgebietec  morde  die  Forderaog  erhoben,  dase  die  neuen  Zahlgebilde  den 
setlieo  Hanptgesetzen  nnterllgen,  welche  (für  den  natllriiehen  Zahlbereieh 
Oniigkeit  haben«  Erst  naehdem  sieh  heraosgestellt  hatte,  dass  die  fnnda* 
0»entalen  KeebnangSTonchriften  ancb  für  sie  noch  bestehen  bleiben,  wurde 
die  Bezeicbnnng  «ZahP  ancb  auf  sie  ausgedehnt.  Hiermit  ist  auch  die 
Auffassung  gekennzeicbnet,  welche  diesem  ,,Hlllisbuch  fUr  den  Unterricht" 
tn  Grunde  liegt.  Wie  der  Verfasser  diesen  Grundgedanken  im  Einzelnen 
weiter  ausgefOhrt  hat,  wollen  wir  an  dem  Beispiel  der  negatiTen  Zahlen 
erliutem.  Aafgestellt  sei  eine  ZahlTerbindnng  you  der  Form  5— 7,  welche 
dem  Begriffe  des  Subtrahirens  zufolge  keine  Zahl  im  bisherigen  Sinne  dar- 
stellt; sie  sagt  nur  noch  ans,  „eine  gewisse,  wenn  auch  unlösbare  Auf- 
gabe habe  doch  gestellt  werden  dürfen  *S  wie  die  Ausdrucksweise  des  Ver- 
fassers lautet.  Wenn  man  gleichwohl,  fllhrt  der  Verfasser  fort,  Dif- 
ferenzzeichen wie  das  genannte  beibehalten  hat,  so  reicht  deren  Bedeu- 
tung als  blosse  Zeichenvereinignngen  für  die  Arithmetik  völlig  aus,  falls 
der  Gebrauch,  welcher  von  denselben  gemacht  werden  soll,  durch  besondere 
FeHtsctzungen  erst  erklärt  wird.  Und  in  der  That  ist  es  zur  Begründung 
<b!r  negativen  Zahlformen  vom  rein  widsenschaftlichen  Standpunkte  aus  nicht 
iWHhig,  zu  Begriffen  wie  Schulden  und  Vermögen,  Vorwärts-  und  Bück- 
Irtsbewegnng  und  ähnlichen  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Andererseits 
leint  «H  dem  Referenten  keinem  Zweifel  zu  unterliegen,  dass  der  Päda- 
a   der   ioizteren   Auffassung   (\eu  Notiw^  ^^\i«u  ^\td^  ^oVilxi^e^en   die 


erstere,  die  eigentlich  wiasenBchaftliche  erst  einem  Schüler  zugemuthet  werden 
dllrfLe,  der  die  Grundlagen  der  Arithmetik  schon  kennen  gelernt  hat.  Eher 
ara  Platze  scheint  dem  Referenten  dagegen  die  entsprechend  lautende  wissen- 
schaftliche ErklUniDg  für  die  gebrochenen  Zahlen,  welclie  der  ZSgling  ans 
zahlreichen  Beispielen  des  alltäglichen  Lebens  schon  in  früheren  Clasaeu 
kennen  gelernt  hat.  Was  des  Verfassers  ßegrUudnng  des  Irralionalen  an- 
betrifft, so  lassen  sich  dagegen,  wie  dem  Referenten  scheint,  dieselben  Be- 
denken erheben,  wie  sie  von  Herrn  Illigens  (im  33-  Bande  der  Mathe- 
matischen Ännalen)  gegen  die  bezüglichen  Weierstraes- Cantor'schen 
Untersuchungen  geltend  gemacht  worden  sind.  Vielleicht  dürfte  es  sich  auch 
für  die  Pädagogen  empfehlen,  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Kronecker 
irrationale  Zahlen,  welche  ja  nie,  weil  immer  nur  nSherungsweise  gegeben 
sind,  Uberbntipt  nicht  einzuführen;  im  Grunde  genommen  ersetzt  man  doch 
stets  die  sogenannten  irrationalen  Zahlen,  sobald  sie  angegeben  werden 
sollen,  durch  rationale  Werthe.  —  Wus  die  Bezeichnungsneise  anbelangt,  so 
benutzt  der  Verfasser  die  Bezeichnungen  ,, Grenze"  «nd  „Function",  welche 
er  in  den  Unterricht  eingeführt  wissen  will.  Deber  die  Benutzung  des 
BnchuB  hat  sich  der  Verfasser  dahin  ausgesprochen,  dass  der  Lehrer  beim 
ersten  Unterricht  nicht  etwa  die  einzelnen  Paragraphen  Zeile  für  Zeile  mit 
den  Schtilern  durchgehen  dUrfe,  vielmehr  Dinglichst  von  Beispielen,  wie  sie 
sich  zahlreich  eingestreut  finden,  ausgehen  und  an  diesen  das  Durchzuneh- 
mende erklüren  oder  durch  Fragen  von  den  Schülern  selbst  entwickeln  lassen 
müsse,  wobei  es  nicht  etwa  als  erforderlich  oder  auch  nur  als  rathsam  hin- 
gestellt wird,  mit  der  Classe  die  sttraratlichen  Beweise  durchzugehen. 

Das  in  zwei  Theilen  erschienene  Buch  behandelt  seinen  Stoff  in  knapper 
Form  auf  wenigen  Bogen  und  zeugt  von  einem  grossen  Fleisse  des  Ver- 
fassers. Wenn  sich  auch  Ileferent  in  mancher  Hinsicht  mit  demselben  nicht 
einverstanden  erklären  kann,  so  müchte  er  es  doch  den  Fachgenossen 
wenigstens  als  HUlfsbuch  für  den  Unterricht  zur  Beachtung  empfohlen  haben. 

Ein  dritter  Theil,  die  complexen  Zahlen  behandelnd,  soll  binnen  Kurzem 
"^'^'''■"'K«"-  Dr.  K.  Jahnkb. 


TTeber  ternäre  Formen   mit  linearen  Tranaformatiouen  in   eich   selbst. 

Inaugural- Dissertation  von  P.  Mutii.  Giessen  lÖi'f. 
Es  ist  bekannt,  dass  eine  Curve  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  18 
lineare  Transformationen  in  sich  selbst  besitzt.  Diese  Zahl  kann  sich  in 
einzelnen  Fällen  noch  erhöhen.  Unter  diesem  Geetcbtspunkte  betrachtet  der 
Verfasser  den  hesondern  Fall  einer  üquianharmonischen  und  einer  harmo- 
nischen Curse  dritter  Ordnung  und  sucht  von  hier  aus  theils  schon  bekannte 
Sätze  aus  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  zu  verificiren,  theils 
neue  Wahrheiten  zu  gewinnen,  Bei  der  erstgenannten  Curvc  ergiebt  sich 
die  Anzahl   der  in_Rede_6tehei]4^_^TransfQ[^^Ünen  gleich   54.     Für  das 
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wmt«re  ^,tiuiinm  i^srwilMn  h«rii«it  ^icn   iisr  V^rfiuser  ier  Paramcl^iaratel- 
Innff,  er  kann  fistan  iie  iftmmcUchiHi  TrauftfiiniiaciaiieiL  in  •im  iymp^ea  n- 
4»mnunifsu*:Hm .    ii^   ^)ich  h«n  weiterer  Cuceraiiciinii^  "iheik  aJa  LnTolutorijdL 
UieiU  ^9  '^7*f  ii«m  dritten  (yder  vwkAXeti  freien  aeraasacftUen.     Ein  Toa  Herrn 
L;fvi4m3!i    T^Fttmhenitr  ^au   wird  an  fobpendfim  erwi»tat:    J^ide  der  Tier 
^Ti-i4kaiMmi^D':;ch<ii  Carren    i^a    ^yiyj^niacHen  Bdacb»w    wiri    Tnii    der  nx- 
;if)^iir>:(mn  r^'immiuuifft  in  i)i»«*h8  Dn^iiwicftii  ^mcknitten .  welctie  äowotl  der  be- 
tre^Md^n  Carre,  alft  ani;h  'ier  Comoinaat«  ein-  loii  xugieieh  inii^«sckriebeii 
Äi»4.     f/i«  I^  .-JcbnittpniilcM   lietjftti  in  je  irei  inf  I^  *j«radeii.    welche  m 
j«»   jtei'.hsi    'inrnh    die    drei  E/*.kpnakte    da)  Dreiecks    geilen^    in.    weidbes    die 
Heü-teViie    Carre    der    betreffenden    äqniaaluirmoniäeiieiL    Cnrre    lerfllllc. 
Rheiij4#>   nnterüfieht   der  Verfadster   die   härmen »cae    Corre  dritter    OrdBong 
and    findet    anf   demtielhen    Wege    3^    lineare    Traa9fan&atione& ,     welche 
»ie   in    :iieK  aherfflhren:    I^    tcq   diesen   dind  ejkiiaeii   vierten  Grades.      Es 
eri^fieht  üiefa   hierbei   eine  «^örrectere  Form    für  einen  in  CLebich-Liade- 
mann'^  Voriettnngen  aber  Geometrie  aogegebenen  Satz,  ^i9:  so  laatet:    Die 
C^mbinanfe  deii  jiyzjjifeti^eben  Bl!:»eheU  berührt  jede  der  sechs  harmoiiiaefaen 
Cnrren   in  nenn  Fnnkten,   deren  jeder  einen  Wendepunkt  zum  Tangential- 
poaki  bat.     W^rend  bisher  nnr  die  einzelne  iqaianhannonische  oder  bar- 
m^niiiebe  Corre  in  Betraebt  gezogen  wurde,  unterwirft  der  Verfaäjser  non- 
mehr  daa  Verhalten  der  Carren  des  ftjrzjgetisehen  Bfi^heb ,  d.  h.  der  Gmppe 
f\^  Tier  S/^nianbarmoniachen  nnd  Ai^t  Gruppe  der  sechs  harmonischen  Carren 
ff^ff^nüh^  den  Transformationen  der  oben  genannten  Gruppen  einer  beson* 
deren  Betracbtang.     Es  gelingt   ihm  anf  diesem  Wege  ohne  Rechnung  die 
Zahl    der   linearen   Transformationen    der  Combinanten    des    sjzjgetischen 
Bfl»efael«  in  »ich  zn  bestimmen;  dieselbe  ergiebt  sich  gleich  216.     Als  An- 
wendnng  dief!i«;r  Untersnchangen  wird  gezeigt,  wie  die  genaue  Kenntniss  der 
linearen  Transformationen  einer  Gurre  in  sich  auf  höchst  einfachem  Wege  eine 
geometrische  Untersuchung  derselben  gestattet.    Der  Verfasser  wfihlt  als  Bei- 
spiel  die  schon   mehrfach  genannte  Combinante  und  leitet  für  sie  das  Be- 
nuHski  ab :  Ihre  108  Doppeltangenten  schneiden  sich  zu  je  zw5lf  in  den  neun 
Wendepunkten   und    ihre   72  Tripel tangenten  gehen   zu  je   sechs  durch  die 
AwfAf  Koken  der  vier  Wendepunktsdreiecke  der  Curve  dritter  Ordnung,   von 
w#;)cher  die  Combinante  abhftngt.     Anknüpfend   an  die  trilineare  Collinea- 
t  ion ,  welche  hei  der  Untersuchung  der  äquianharmonischen  Curve  aufgetreten 
iüt,   geht  der  Verfasser  auf  dieselbe  näher  ein  und  entwickelt  sodann  die 
hierbei  gewonnenen  Resultate  auch  auf  algebraischem  Wege. 

Die  Arbeit,  aus  welcher  man  einen  Auszug  in  den  Mathematischen 
Annrtlen,  1889,  Bd.  3.'5  abgedruckt  findet,  ist  als  ein  schätzenswerther  Bei- 
trag zur  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  anzusehen. 

Dr.  E.  Jahnke. 
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lieber  Differentialgleichungen,  welche  durch  doppeltperiodische  Func- 
tionen zweiter  Gattung  erfüllt  werden.  Von  P.  Benoit.  Pro- 
grammabhandlung  des  Dorotheenstädtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin, 
1891. 
Herr  Picard  hat  bewiesen,  dass  eine  lineare  Dififerentialgleichung 
m^^  Ordnung,  deren  Coefficienten  doppeltperiodische  Functionen  erster  Art 
und  deren  Integrale  eindeutig  sind,  stets  doppeltperiodische  Functionen 
zweiter  Art  zu  Integralen  hat.  Die  explioite  Darstellung  der  Integralfunc- 
tionen  war  schon  von  den  Herren  Her  mite  und  Fuchs  für  gewisse  Fälle, 
speciell  für  den  Fall  m  =  2  bei  einer  Differentialgleichung  geleistet  worden, 
auf  die  Lam6  zuerst  kam,  ohne  sie  für  allgemeine  Werthe  der  Constanten 
integriren  zu  können.  Von  dieser  Differentialgleichung  geht  der  Verfasser  aus. 
Wird  nach  Halphen's  Vorgang  die  Jacob i 'sehe  Bezeichnungsweise  durch 
die  Weierstrass'sche  ersetzt,  so  tritt  auf  der  rechten  Seite  eine  lineare 
Function  der  p- Function  als  Factor  auf.  Der  Verfasser  betrachtet  nun  eine 
etwas  allgemeinere  Differentialgleichung:  sie  unterscheidet  sieb  von  der 
LamS'schen  dadurch,  dass  jener  Factor  der  rechten  Seite  eine  allgemei- 
nere doppeltperiodische  Function  erster  Art  darstellt,  eine  solche  näm- 
lich, die  zwar  auch  nur  eine  wesentlich  singulare  Stelle  im  Unendlichen 
besitzt,  die  aber  durch  a  -  Quotienten,  pu,  p'u  und  p*'u  darstellbar  ist.  Für 
die  Integration  dieser  Differentialgleichung  geht  der  Verfasser  nach  Ein- 
führung der  Herrn ite'schen  Substitution  von  der  Darstellung  einer  doppelt- 
periodischen Function  erster  Art  aus,  welche  der  Zerlegung  der  rationalen 
Functionen  in  Partialbrüche  entspricht,  und  gewinnt  vermittelst  des  Ad- 
ditionstheorems behufs  Bestimmung  der  Unbekannten  eine  lineare  Differen- 
tialgleichung vierter  Ordnung,  von  der  bekannt  ist,  dass  ihr  eine  ganze 
rationale  Function  genügt,  ein  Verfahren,  das  von  dem  verschieden  ist, 
welches  Herr  Her  mite  in  seinen  Applications  angewendet  hat.  Als  ein 
Integral  ergiebt  sich  die  von  Herrn  Herrn ite  a.  a.  0.  p.  7  F  (x^  genannte 
Function.  Die  hier  behandelte  Differentialgleichung  ist  ein  besonderer  Fall 
der  von  Herrn  Fuchs  untersuchten. 

Die  Fälle,   wo  die  p- Function  in  die  Exponentialfunction  und  in  die 
trigonometrische  Function  übergeht,  finden  ihre  besondere  Erledigung. 

Dr.  E.  Jahnke. 


Lehrbuch  der  angewandten  Potentialtheorie,  bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  Dr.  Hovbstadt.  Klbyer*s  Encjklopädie  der  gesammten  mathem.» 
techn.  u.  exacten  Naturwissenschaften.    Stuttgart  1890.     Preis  M.  7. 

Ueber  die  Potentialtheorie  besitzen  wir  eine  Reihe  ausgezeichneter  Be- 
arbeitungen, welche  nicht  nur  die  Bedeutung  des  Potentialbegriffes  für  die 
Mathematik,  auf  deren  Boden  derselbe  entstanden  ist,  darlegen,  sondern 
sich  auch   mit  den  verschiedenen  Anwendungen  be%e\M\»\%«ii  ^  ^\^  \'s^'^^?5^^. 


in  der  theoretischen  Physik,  beBoaders  in  dem  Absohnitto  der  elektrisohen 
Eracheinangen  gefunden  hat.  Ee  lassen  sich  eben  die  fundfttnen taten  S&Ue, 
welche  die  Mathematik  Ober  das  Potential  aufgestellt  hat,  in  die  Sprach« 
der  physikalischen  Mechanik  übersetzen.  Es  ist  nnu  sehi-  wohl  denkbar, 
eine  Darstellung  der  angewandten  Potentialtlieorie  zu  geben,  welche  von 
den  abstracten  Begriffen  der  Mathematik  absieht,  um  die  iu  Itede  stebenden 
Annendungeu  auch  dem  verstüudlich  zu  machen,  welchem  eine  Keontniw 
der  höheren  Mathematik  abgeht.  Diesen  Versuch  hat  der  Verfasser  unter- 
nommen nach  einer  Methode,  die  ihren  Stoff  in  Form  von  ErklHmngen, 
Frage  und  Antwort  vorführt;  jedem  Abschnitte  sind  erllluternde  Beispiele, 
sowie  Uebuttgsaufgaben  angehängt.  Die  Elektrostatik  wird  besonders  ein- 
gebend behandelt.  Nachdem  die  Begriffe  des  Kraftfeldes  und  Potentials  an 
der  Gravitation  der  Erde  erläutert  worden  sind,  werden  die  verschiedenen 
Maasse  aufgestellt,  mit  denen  man  ElektricitStsmengen  raisüt,  und  sodann  jene 
Begriffe  für  1,  2  und  schliesslich  n  elektrische  Punkte,  weiter  für  eine  ieo- 
lirle,  leitende,  mit  ElektricitElt  geladene  Kugel  (mit  Anwendung  auf  den 
Erdkörper)  und  auch  für  ein  ebensolches  ElHpsoid  erklärt.  Es  folgen  Ab- 
schnitte über  die  Anordnnng  der  ElektricitSt  auf  einem  isolirten  leitenden 
Ellipsoid,  desgleichen  auf  leitenden  Körpern,  deren  Form  sich  aus  den 
Rotationsellipsoiden  ableiten  lässt.  Auch  die  Wirkung  isolirter  ElektricifSts- 
mengen,  die  sich  in  einem  Hohlräume  innerhalb  eines  leitenden  Körpers 
befinden,  wird  eingebend  dargestellt,  ebenso  die  Wirkung  zwischen  iwci 
leitenden  Kugeln,  von  denen  sich  Jede  im  Kraftfelde  der  andern  befindet. 
Weitere  Abschnitte  sind  den  Condcusatoren  und  der  llestimmun^  von  Po- 
teutialwerthen  durch  Elektrometer  und  durch  die  Schlagweite  des  elektri- 
schen Funkens  gewidmet.  Den  Schluss  bilden  Abschnitte  tlber  BerühruDga- 
elektricitHt,  den  elektrischen  Strom  und  das  elektromagnetische  Kraftfeld. 
Der  Anhang  A,  wo  alle  mitgetheiltea  Formeln  zusammengestellt  sind,  ist 
recht  brauchbar.  Die  eigentliche  Darstellung  ist  durchaus  elementar  gehalten, 
htltte  aber  strengere  Entwicklungen  geben  künneu. 

Das  Buch  ist  besonders  denen  zu  empfehlen,  welche  sieb  auf  möglichst 
elementarem  Wege  mit  den  Ergebnissen  der  Potentialtheorie  rasch  bekannt 
machen  wollen.  1^,.   j,   j^^^^^. 


üeher  den  Satz  von  der  WinkelBamme  im  Dreieck.  Von  W.  Fr.  Schülkr, 
Kgl.  Keallehrer.  —  Programm  »u  dem  Jahresberichte  der  Kgl.  Real- 
schule in  Ansbach  pro  18S9/90.     Ansbach  1891,   Druck  und  Verlag 
von  C.  Brtlgel  u.  Sohn.     IV,  50  S. 
Verfasser   will   das   elfte  Aiiom   Euklid's   beweisen   und    sttlt&t  aicfa 
liti'    '  Jich    nur    auf  die    beiden  Axiome,    dass    es    Überhaupt    gleiche 

t  niid  dasa  man  eine  SltetVe  4\m:c\v  ei\'(ie'L»ÄiW\'(ii?;\ssÄi*,-a' 
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Die  Arbeit  zerföllt  in  vier  Theile:  Ä.  Der  arithmetische  und  algebraische 
Theil;  6.  Die  geometrischen  Grundgebilde  und  Grundoperationen;  C.  Die 
Transversalen  der  unbegrenzten  Ebene;  D.  Der  Satz  von  der  Winkelsumme 
im  Dreieck. 

A.  behandelt  nach  einer  Definition  der  linearen  mathematischen  Grösse 
die  lineare  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten;  B.  betiuchtet  die  Gerade,  das 
Messen  von  Strecken  und  deren  Verhältnisse,  die  Darstellung  von  Punkten 
durch  Zahlen,  das  Feld,  die  ebene  Fläche,  Winkel  und  Ebene;  die  Ab- 
schnitte C.  und  D.  sollen  durch  Rechnung  die  Schwierigkeit  überwinden, 
die  in  dem  Uebergang  vom  Unbegrenzten  zum  Unendlichen  liegt. 

Die  Abhandlung,  die  an  verschiedenen  Stellen  stylistische  Bedenken 
erregt,  zeichnet  sich  weder  durch  Klarheit,  noch  durch  gute  Anordnung 
aus  und  bietet  im  Einzelnen  viele  zweifelhafte  Punkte.  Ihre  Beweis- 
führung hat  uns  nicht  überzeugen  können,  noch  weniger  das  eigen thümliche 
Schlusswort. 

Schmalkalden,  den  11.  Mai  1891.  Dr.  H.  Schotten. 
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329.  Üeber  orthogonale   Systeme.    L.  Krone ck er.    Berl.  Akad.-Ber.   1890,  525, 

601,  691,  873,  1068. 
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Compt.  rend.  CXI,  558. 

347.  Sur    le    z^ro    international    des    altitudes.      Ch.    Lallemand.      Compt. 
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proc^d^  scientifiqnes.     Berthelot.     Compt   rend.  CXI,  935. 

366.  8fir  im  memoire  de  i/escartes  longtemps  inedit    De  Jonquieres.     Compt. 

rend.  CX,  261,  315,  677.     fVergl    Nr.  106  und  640.] 
.367.  The   historr   of  tbe   dcctrine   of  radiant  energj.     Rajleigh.     Phil.    Mag. 

Ser.  5,  XXVII,  «65. 
368.  Notice  sur  Ed    Phillips.    H.  L^ant^.    Compt  rend.  CXI,  703. 
36^.  Georges  Henri   Halphen  30.  X.   1844     23.  V.  1889.     Em.  Picard.     Compt 

rend.  CX,  489. 

370.  Georges  Halphen.    C.  Jordan.    Jouiu.  math.  Ser.  4,  V,  345. 

371.  OiMt.  Ad    Hirn  21.  VIll.  1815—14.1.  I89f).    Mascart   Compt.  rend.  CX,  115. 

372.  Feiice  Canorati  t  11.  IX.  1890.    F.  Brioschi.    Annal.  math.  Ser.  2,  XVIII,  264. 

Oleiehnngtn. 

37;^  Th^or^me  de  d'AIembert.     E.  Amigues.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,   HC. 

374.  8ur  les  racines  d'uno^quationalg^brique.  A.  Caylej.  Coroptrend.CX,  174,215. 

375.  Formiile  de  Wariog.     Auric.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  561. 

376.  Hur  les  ^quations  binomes.     Ch.  Biehler.     N.  ann.  math.  Ser.  3,    IX,  472. 

377.  Nouvelle  m^thode  de  dipcussion  de  Täquation  en   S.   Ch.   Brisse.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  IX,  367. 

378.  Sur  lo  theordme  de  Sturm.  B.  Niewenglowski.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  181. 

379.  Sur  la  mdthode  d'approximation  de   Sewton.     G.  Fouret.     N.    ann.   math. 

Ser.  3,  IX,  567. 
.•J80.  Snr  rdquation  modulaire  pour  la  transformution   de  l'ordre  11.     A.  Cayley. 
Compt.  rend.  CXI,  447. 

381.  DemoHBtration  et  applications  d'un  thdoräme  de  Liouville  sur  relimination. 

G.  Fouret.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  '258. 

382.  Ketjoiution  (iiectromagn^tique  des  dquatioDS.    F.  Lucas.    Compt. rend. CXI, 965. 
.383.  Sur  la  resointion  automatique  et  rint($gration   des  equations.     IL  Parenty. 

Comüt.  rend.  CX,  1065. 
Vergl.  Hyperelliptiscbc  Fimctionen. 

Graphische  Statik. 

384.  Sur  la  statin"«  «-—»iique  des  arcs  elastiques.    Bertrand  de  Toutviolunt. 
Com'  697. 
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Hydrodynamik. 

385.  On  the  oecillations  of  a  rotating  liquid  Spheroid  and  the  genesis  of  the  Moon. 

A.  E.  H.  Love.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XX VU,  254. 
.^86.  Sar  la  thäorie  des  fignres  des  planstes.    M.  Hamy     Compt.  rend.  CX,  124 
liSl.  Sur  ia  thäorie  gänäraie  de  la  figare  des  planstes.    M.  Uamy.     Journ.  math. 

Ser.  4,  VI,  69. 
:188.  Ecart  entre  la  ßurface  de  la  Terre  snpposäe  fluide  et  celle  d'un  ellipsoide  de 

rävolation  ayant  m^mes  axes.    0.  Callandreau.    Compt.  rend.  CX,  993. 
.389.  Üie  Energie  der  Wogen  und  des  Windes.    H.  v.  Heimholtz.     Berl.  Akad.- 

Ber.  1890,  858.     [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  554.] 
890.  Memoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  nn  fluide  iud^fini.    H.  Hu- 

goniot.    Journ.  math.  Ser.  4,   IV,  153.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  133.J 

391.  Theorie    du   regime    permanent  graduellement  vari^   qui  se  produit  pr^s  de 

l'entrde    ävaseö  d'un    tube    fin.     J.    Boussinesq.     Compt.    rend.    CX, 
1160,  1238,  1292. 

392.  Sur  la  distribution  des  pressions  et  des  vitesses  dans  Tint^rieur  des  nap^.  es 

liquides  issues  de  d^versoirs  sans  contraction  laterale.     Bazin.    Compt. 
rend    CX,  321. 
.•>93.  ün  the  vibrations  of  an  atmosphere.   Ray  1  eigh.   Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIX,  173. 

394.  On   two  pulsating  spheres  in  a  liquid.    A.   L.  Selby.     Phil.  Mag.   Ser.  6, 

XXIX,  113. 

395.  Ueber    die  Oberflächenspannung  einer  Flüssigkeit  mit  kugelförmiger  Ober- 

fläche.   K.  Fuchs.    Wien.    Akad.-Ber.  XCVIII,  740. 

396.  Directe  Ableitung  einiger  Capillaritätsfunctionen.    K.  Fuchs.    Wien.    Akad.- 

Ber.  XCVUl,  1362. 

397.  On  the  theory  of  surface  forces.    Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXX,  285,  456. 

Hyperbel. 

398.  Ueber   den   Schnitt   einer  Hyperbel   mit  einer   Geraden.    F.   Ruth.     Gruu. 

Archiv,  2  R.,  IX,  216.    [Vergl.  Nr.  122.] 
Vergl.  Krümmung  429. 

Hyparpoloid. 

399.  Bemerkungen ,  betrefl'end  eine  Classe  von  Curven  auf  dem  einschaligen  Ro- 

tations-Hyperboloide.    Ed.  Jan i seh.     Grün.  Archiv  2.  R.  IX,  219. 

400.  Ueber  einige   Formen  von  Densimetern,    bei  welchen  *  gleichen  Dichteninter- 

vallen gleiche  Theilstrichdistanzen  entsprechen.     Ed.  Janisch.    Grün. 
Archiv  2.  R    IX,  832. 

Hypereliiptifche  Functionen. 

401.  Sur  la  resolution,  par  les  fonctions  hyperelliptiques ,  de  Tequation  du  27* 

degrd,  de  laquelle  dopend  la  d^termination  des  27  droites  d^nne  surface 
cubique.    F.  Klein.    Journ.  math.  Ser.  4,  IV,  169. 

I. 

Imaginftres. 

402   Realisation   et  usage   des  formes  imaginaires  en  g^om^trle.    Max.  Marie. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  60,  161,  375,  435 ,  508. 
Vergl.  Quaternionen. 

Integration  (onbettimmte). 

403.  Sur    les   integrales   pseudoeliiptiques   d*Abel.     J.    Dolbnia.     Journ.    math. 

Ser.  4,  VI,  293. 

Invariantentheorie. 

404.  Beweis    der  Darstellbarkeit  irgend  eines  ganzen  invarianten  Gebildes  einer 

binären  Form    als   ganze  Function   einer  geschlossenen  Anzahl  solcher 
Gebilde.    F.  Mertens.    V^ien.    Akad.-Ber.  XCVUI,  73. 

405.  Ueber  invariante  Gebilde  quaternärer  Formen.    F.  Mertens.    Wien.    Akad.- 

Ber.  XCVm,  691. 

406.  Zur  Invariantentheorie  der  Liniengeometrie.    Em.  Waelsch.    Wien.    Akad. 

Ber.  XCVni,  1528. 
Vergl.  Differentialgleichungen  286,  287. 

fH8t.-m.  Äbth.  d.  ZtBchr.  f.  Math.  u.  Phya.  XXXVX,  ö.  Vi» 
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KrfMHÜg. 

V25,    äütnafT*'?*  ••''^  i  Mi/ifj,*t.jM*.     K.  Cenaro.     X.  ann.  math.  rfer.  3,  IX,   143. 
4::j;    'J*lr**iT  hrnuM«  l'jni^    voii  Krirrwntjrjt^.haiOrr.ffseerL   von  Ke^eUcr.nitten  aut  svn 

fhfttiü^h*-^   V/<v'-      Ufi/j    Hkiitf./;:..     Or«jri.  Archiv  ■-'.  K.  IX.  i#5. 
^   I  .<in«tr'j^tK'fi  'lii  ray'fr»  '!<•  ffturhurH  'J*rH  coTrf.»e-i  rriang^iaires  a\mm^triqaee,  des 
C6lir^/<;^t  pluri«^  <  nharrr.onK|ij^r.  *•%  *J-.-  .i^rnes  iisymptotiquee  de  la  surface 
4*  Ht/5ifi':r 
►Ä  Elemeo**''!  H**nfirfirriiin<,r  /Jmi  Krürnrniinj/amjttfipunkfe!?  der  Parabel.     W.  Kulf. 

GriD    Ar''»iiv  /..  \l    IX,  ijri. 
VS9   ilanÄWÄtiorj  'In  rnyon  Mr-  courliun-  Ho  r*:rtainc-«  cla?;öOf  de  courbes,  notamnieut 
4/et  c/fiirb«:H   il«^   harn/'«   H   rj«!«   jj^rabolf?»  et  hyporboles  de  divers  ordres. 
»T.  Fowat    Compi..  Hriid    (;X ,  rti;j. 
Uy(>   änr  Ift  «onrbnn«   d'uiM?   pod.nn-.     llijH«juin   de   lihevillf.     N.   ann    math 

Ser  »,1X,  MO. 
ai-  ^of  VilrtWUtipP  •biir«'.     lliiMiuin    de    inievillo.      N.    ann.    math. 
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432.  Sul  problema  di  terovare  la  curva  di  cui  ^  noto  il  luogo  de*  suoi  centri  di 

curvatura.    Gem.  Pirondini.    Annal.  mat.  Ser.  2,  XVIT,  66. 
Vergl.  £llipBe. 

Kugelfonetionen. 

433.  Quelques  remarques  ud  sujet  des  fonctioDS  sph^riques.   E.  Beltrami.    Compt. 

rend.  CX,  984. 

434.  Sur  la  valeur  asymptotique  des  polynömes  de  Legendre.    Stieltjes.    Compt. 

rend.  CX,  1026. 


MagnetUmnt. 

435.  Ueber  die  Bestimmung  von  magnetischen  Momenten,  Horizontalintensitäten 

und  Stromstärken  nach  absolutem  Maasse.    F.  Lippich    Wien.    Akad.- 
Ber.  XCVlil,  188. 

436.  Extension  des  thäor^mes  relatifs  ä  la  conservation  des  flux  de  force  et  d*in- 

duction  magn^tiques.    Paul  Janet.    Compt.  rend.  CX,  336. 

437.  Molecular  theory  of  induced  magnetism.     J.  A.  Ewing.     Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXX,  205. 

438.  Sur    Paimantation    transversale    des    conducteurs    magn^tiques.     P.   Janet 

Compt.  rend.  CX,  458. 

Vanaigfaltigkeiten. 

439.  Fondamenti  della  teoria  dei  tipi  ordinati.  0.  Vi  van  ti.  Annali  mat.  Ser.  3,X  VII,  4. 

440.  Sülle  corrispondenze   [m],tn«, . .  .mnj  continne  che  si  possono  stabilire   tra   i 

puuti  di  n  gruppi.    R.  de  Paolis.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVIII,  93. 

Maxima  und  Minima. 

441.  Methode    älämentaire    pour  Studier   les   variations   des   fonctions   continues. 

Maximums  et  minimams.    L.  Maleyx.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  IX,  602. 
Vergl.  Oberflächen  482.     Quadratur  624. 

Mechanik. 

442.  Principes  g^ueraux  sur  le  choix  des  unit^s.    Jos   Bertrand     N.  ann.  math. 

Ser    3,  IX,  21. 
448.  On  some  facts  connected  with  the  Systems  of  scientific  unit  of  measurement. 

T.  H.  Biakesley     Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVII,  178. 
444.  On  the  suppressed  dimensions  of  physical  quantities.    A.  W.  Bficker.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XX VU,  104. 
446.  On   the   definition   of  the   terms   „Energy*'    and   „Work".    S.  New  comb. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVU,  116. 

446.  Sur  nne  transrormation  de  mouvement.    Dautheville.    Compt.  rend.  CXI,  877. 

447.  Mouvement  d'un  point  assuietti  a  rester  sur  une  surface  S.  rendant  le  mou- 

vement rotatoire  de  cette  surface.    De  Saint-Germain.    N.  ann.  math. 
Ser.  3,  IX,  118. 

448.  Sur  les  composantes  des  accälörations  d'ordre  quelconque  siuvant  trois  direc- 

tions  rectangulaires  variables.    Ph.  Gilbert     Journ.  mathäm.  Ser.  4, 

IV,  466. 
449   Sur  uu  cas  particulier  de  mouvement  d'un  point  dans  un  milien  räsistant. 

•  A.  De  rfaint-Germain.    Compt.  rend.  CX,  1184. 
450.  Sur  le  mouvement  d*un  solide  dans  un  liquide.    G.  H.  Halphen.   Journ.  math. 

Ser.  4,  IV,  6. 
461.  Sur  le  mouvement  d'un  prisme,  reposant  sur  deux  appuis,  sonmis  ä  Taction 

d'une  force  normale  variable  suivant  une  loi  particuliöre,  appliquäe  en 

un  point  d^termind  de  la  fibre  moyenne.  H.  Resal.  Compt.  rend.  Ca,  1167. 
462    Sur  reliipsoide  d'inertie.    De  Saint-Germain.   N.  ann.  matn.  Ser.  3,  IX,  646. 

453.  Sur  le  mouvement  du  pendule  de  Foucault.  DeSparre.  Compt.  rend  CX,  496. 

454.  Sur  la  thäorie  et  It«  mode  d'emploi  des  appareils  seismographiques.     G.  Lipp- 

mann.   Compt.  rend.  Ca,  440. 

455.  Diagrammomätre,  auxiliaire  m^canique  pour  les  ^tudes  des  courbes.    Koz- 

loff.    Compt.  rend.  CXI,  166. 

456.  Sur   un   dynamom^tre   de   transmiasion  ä  lecture  directe  et  enregiätrement 

photographique.    Mascart.    Compt  rend.  CX,  606. 
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